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1. Úvod
Zobecněním lineárního programování bylo nelineárrní programování [2]. Jednou  z jeho variant je kvadratické programování. Jde o případ, kdy je účelová funkce 
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 kvadratická
a hraniční funkce omezujících podmínek 
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lineární. Lineární funkce jsou konvexní. Je li konvexní i účelová funkce, platí Kuhn-Tuckerovy podmínky (podrobnosti viz [2]). Lagrangeova funkce je kvadratická v xj, lineární v 
[image: image3.wmf]i
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, derivace, vystupující v Kuhn-Tuckerových podmínkách jsou tedy lineární výrazy. Úloha je tak linearizována a lze ji řešit upravenou simplexovou metodou. (Pokud hledáme maximum konkávní účelové funkce, převedeme úlohu na minimalizační tak, že obrátíme znaménko účelové  funkce ,

a tím z ní učiníme funkci konvexní.)

Pro složitější případy, než je konvexní kvadratická úloha, není k dispozici obecná metoda řešení. Vyvstávají tedy dvě otázky:

· je třída konvexních kvadratických úloh tak prakticky významná, aby stálo se to se jí podrobně zabývat?

· jak jednoduše poznat, zda je kvadratická funkce konvexní?

Odpověď na první otázku je kladná, praktických problémů vedoucích na kvadratické programování, je značné množství. 

Odpověď na druhou otázku dává teorie kvadratických forem, vypracovaná v souvislosti s analytickou geometrií kvadratických útvarů (kuželoseček a kvadrik).

2.  Kvadratické formy
Definice 1: Kvadratická forma f(
[image: image4.wmf]x

) je výraz
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Příklad:
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Každou kvadratickou formu lze zapsat maticově takto:  
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,   kde  C  je vhodná čtvercová matice. V našem příkladu bude matice formy   C   zřejmě druhého řádu:
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Podmínce 
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 vyhovuje nekonečně mnoho matic, např. 
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Výsadní postavení má mezi nimi matice symetrická (poslední z nich), pro niž   
[image: image12.wmf]ji
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Definice 2: Kvadratická forma se nazývá pozitivně  definitní, jestliže nabývá hodnoty 0 jen v případě, , že všechna xi jsou rovna 0 ,  v ostatních případech je kladná: 
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Pozitivně semidefinitní:
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( 0  (vždy nezáporná)

Věta 1. Pozitivně semidefinitní kvadratická forma je konvexní.

Důkaz: Buď 
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 pozitivně semidefinitní. Dokazujeme nerovnost
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 . Vyjádřeno maticově:
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Součin před hranatou závorkou je záporný, forma v závorce nezáporná, součin je tedy ( 0, q.e.d.

Pro zjištění, zda je kvadratická forma pozitivně definitní, se užívá 

Věta 2: (Sylvestrovo kriterium): Buď  C   symetrická matice kvadratické formy f (tj.  
[image: image20.wmf]x
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 ). Jestliže jsou všechny hlavní minory matice  C  kladné, je forma pozitivně definitní.  

Příklad: Zjistěte Sylvestrovým kriteriem, zda forma  
[image: image21.wmf]3
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 je pozitivně definitní.
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; první minor je |1|>0, druhý 
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Všechny jsou kladné, forma tedy je pozitivně definitní

Příklad: 
x2 je pozitivně definitní kvadratická forma. 
Libovolná funkce [image: image88.png]


 x2 + bx + C   je konvexní (jen posunutá) např. 

x2 – 2x - 1 









     



 O tom, zda je kvadratická funkce konvexní, rozhoduje pouze kvadratická část této funkce (kvadratická forma). Lineární část  
[image: image25.wmf]x
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 vyjadřuje pouze posunutí vzhledem k počátku, absolutní člen pak posunutí funkce vůči základně.
Příklad: Ukažme tuto skutečnost na funkci 
[image: image26.wmf]y
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Pokusme se najít lineární transformaci, která převede funkci (až na případnou konstantu) na kvadratickou formu se stejnou maticí: 



Funkce    x2  a x2-2x-1
, 
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 jsou zřejmě vhodné. Hledejme kvadratickou formu ve tvaru 
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Porovnáním koeficientů u příslušných proměnných (a jejich mocnin a součinů) dostaneme

(pro koeficient u xy:) 
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EMBED Equation.3[image: image31.wmf](pro koeficient u x:) 
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EMBED Equation.3[image: image33.wmf] 

(pro koeficient u y:) 
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EMBED Equation.3[image: image35.wmf] (pro abs. člen:) 
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Řešením je 
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Původní funkce nabývá minima  (nulová hodnoty) v bodě [a,b]=[4/7,2/7]  . Posunutím počátku z [0,0] do tohoto bodu [a,b]=[4/7,2/7]  dostaneme kvadratickou formu
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, která má minimum v (novém) počátku.  
Lineární část jsme zrušili, nová kvadratická forma má stejnou matici jako původní kvadratická část, absolutní člen zcela zřejmě nemá na konvexnost vliv a je naprosto nezajímavý .

Důsledek:: Pro kvadratickou funkci f, která vyhovuje větě 1, platí Kuhn-Tuckerova věta: 
Věta 3:
Vektor 
[image: image39.wmf]0
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je řešením úlohy konvexního programování když a jen když existuje vektor 
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 takový, že je splněno následujících šest (Kuhn-Tuckerových) podmínek:

(KT1)       
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(KT2)       
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(KT3)       
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(standardní podmínka nezápornosti řešení)

(KT4)      
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(KT5)       
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(KT6)       
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3.  Formulace úlohy kvadratického programování
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   Maticový zápis:  
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Předpokládejme, že C je symetrická a pozitivně semidefinitní (jde tedy o konvexní úlohu), zavedením Kuhn-Tuckerových podmínek převedeme úlohu do tvaru, vhodného pro řešení simplexovou metodou.

Lagrangeova funkce :  
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(KT1)
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Označíme        
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a dosadíme do KT1:
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(doplněk  proměnné d)
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Úloha se řeší upravenou simplexovou metodou. 

4.  Řešení úlohy kvadratického programování
Úplný předpis pro řešení úlohy kvadratického programování :

1) Jde-li o maximalizaci, problém 
[image: image68.wmf]max
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na   minimalizaci :  
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2) Sylvestrovým kritériem zjistíme, zda kvadratická část f je pozitivně definitní (nebo alespoň    semidefinitní).. Pokud ano, následuje bod 3.

3) Můžeme   najít  absolutní  minimum 
[image: image70.wmf]f
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(stacionární bod - hledá se snadno). Leží-li uvnitř oblasti přípustných řešení, je úloha vyřešena. Pokud ne (nebo pokud jsme absolutní minimum vůbec nehledali), použijeme Wolfeho nebo jednofázovou metodu (najde minimum i uvnitř oblasti). 

Příklad: 

1. Pro úlohu       
[image: image71.wmf]0
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sestavte (v případě potřeby) výchozí model podle Kuhn-Tuckerovy věty.

 Nejdříve zjistíme, zda volný extrém leží v oblasti přípustných řešení: 

  -2x1-2x2 +4 = 0  (parc. derivace podle x1)

  -2x1-4x2+1= 0

Řešení: x1= (3.5,  x2= -1.5 leží mimo oblast přípustných řešení.

Převedeme úlohu na minimalizační; (ff= f(x1,x2)= x12+2x1x2+2x22+4x1(x2 =min

Sylvestrovým kriteriem snadno ověříme, že kvadratická forma (s maticí 
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) je pozitivně definitní (první minor je roven 1, druhý rovněž 1). Jde tedy o konvexní problém.

Sestavíme Lagrangeovu funkci. Máme jedinou netriviální omezující podmínku 

                                  g(x1,x2)= x1+x2( 5( 0 

Lagrangeova funkce tedy obsahuje jediný multiplikátor ( :

                   F(x1,x2,()= f(x1,x2)+(* g(x1,x2) =  x12+2x1x2+2x22+4x1(x2+(( x1+x2( 5)

Označme 
[image: image73.wmf]v

vektor parciálních derivací Lagrangeovy funkce podle 
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Tyto dvě rovnosti upravíme (na pravé straně bude absolutní člen) a dostaneme tak prvé dvě rovnice modelu:

 (r1)      
[image: image77.wmf]

EMBED Equation.3[image: image78.wmf]4
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 (r2)
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Třetí rovnicí bude (naše jediné netriviální) omezení. Po zavedení doplňkové proměnné d máme

(r3) 
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Čtvrtou rovnicí je druhá Kuhn-Tuckerova podmínka

(r4)
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Pátou rovnicí je čtvrtá Kuhn-Tuckerova podmínka, kterou použijeme ve tvaru

(r5)      
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   (obecně), v našem případě tedy 
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Zbývají triviální podmínky nezápornosti všech proměnných
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Tím je výchozí model sestaven. Multiplikátor byl značen ( - nezamění se s 1
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