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Abstrakt 

Příspěvek se zabývá modelováním úrovně hladiny podzemní vody pomocí krigovacích metod s využitím ArcGISu.
1. Úvod 

Pojem krigování zavedl G. Matheron v roce 1963 a nazval jej  po D.E. Krigeovi, jihoafrickém inženýrovi, který v padesátých letech minulého století rozvinul empirické statistické metody v důlním inženýrství. 

Cílem (bodového) krigování (geostatistického modelování) je modelování průběhu závislosti hodnot prostorové proměnné na poloze bodu v zájmové oblasti D – a to na základě  zjištěných hodnot sledované proměnné v konečném počtu bodů této oblasti. Přitom se jedná o tzv. stochastické modelování, kde jsou zjištěné hodnoty sledované proměnné považovány za realizaci náhodného procesu. Výhodou stochastického modelování je, že nám poskytuje informaci o validitě modelu. 

Geostatistické modelování je pak založeno na korelační (strukturální) analýze pozorovaného procesu prostřednictvím strukturálních funkcí: kovariogramu nebo semivariogramu. Odhady těchto funkcí se využívají k nalezení optimální predikce náhodného procesu ve sledované oblasti vzhledem ke střední kvadratické chybě. 

Po zavedení základních pojmů a odhadů typu kriging bude uvedena aplikace krigování na modelování úrovně hladiny podzemní vody. 
Při aplikaci geostatistických metod byl použit panel nástrojů Geostatistical Analyst v ArcGISu.

2. Základní pojmy a označení

Nechť 
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 je náhodný proces pozorovaný v oblasti D, která má kladný n-rozměrný objem. Předpokládejme, že má proces Z konstantní  střední hodnotu, tj.
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Jestliže navíc autokovarianční funkce 
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, resp. rozptyl přírůstků procesu 
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závisí pouze na rozdílu argumentů, nazývá se proces  stacionární 2. řádu, resp. intrinsikční (vnitřně stacionární). V případě stacionárního procesu tedy platí

[image: image5.wmf])]

(

Z

),

(

Z

cov[

)

,

(

C

b

a

b

a

s

s

s

s

=
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V případě intrinsikčního procesu 
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Funkci C(h), 
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, kterou značíme stejným písmenem jako autokovarianční funkci, nazýváme kovariogramem procesu Z. Funkci 
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nazýváme variogramem a funkci 
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semivariogramem procesu Z. 

Dále lze ukázat, že 
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Tedy ze stacionarity plyne intrinsikčnost, obrácená implikace neplatí. Třída intrinsikčních náhodných funkcí je bohatší než třída stacionárních náhodných funkcí. Proto se při popisování korelační struktury procesu a následném krigování často dává přednost semivariogramu před kovariogramem. Vztah (4) navíc říká, že lze celkovou prostorovou variabilitu vyjádřenou rozptylem C(0) rozložit do dvou složek – a to na zákonitou vyjádřenou kovariogramem a náhodnou vyjádřenou semivariogramem. 
Je-li náhodný proces intrinsikční, potom 
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Podle vztahu (5) se semivariogram počítá i nejčastěji odhaduje.

Funkce 
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 značí Euklidovskou normu vektoru h. Jestliže kovariogram, resp. semivariogram procesu závisí pouze na vzdálenosti h bodů 
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 a ne na směru vektoru h, nazývají se tyto funkce i proces izotropní a píšeme 
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. Jedná se o funkce sudé (stačí je vyšetřovat pro h > 0), 
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. Kovariogram je pozitivně definitní funkce a semivariogram podmíněně negativně definitní. Přehled nejpoužívanějších tzv. přípustných modelů kovariogramů a semivariogramů najdeme např. v [2].
Jestliže se podobnost hodnot 
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 v daném směru se vzrůstající vzdáleností h zmenšuje, pak 
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 se vzrůstající vzdáleností h roste od 0 do C(0) v případě stacionárního procesu a roste v případě intrinsikčního procesu. V případě stacionárního procesu může dosáhnout své limitní hodnoty v konečné vzdálenosti  a – tzv. dosahu, který udává zónu vlivu. Čím je a větší, tím je zóna vlivu větší. Graf 
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 rovnoběžný s osou h a tato jeho část se nazývá práh. Hodnoty 
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Na obr. 1. je znázorněn tento typický semivariogram i s terminologií. 
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Obr. 1 Typický semivariogram
Vzhledem ke krigování je důležité studovat chování semivariogramu pro malé vzdálenosti, protože to vypovídá o spojitosti a regularitě procesu. 
Je-li např. 
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, proces není spojitý. Znamená to, že proces je variabilní v krátkých vzdálenostech. Nespojitost v počátku se nazývá nugget efekt (efekt zbytkového rozptylu, hrudkovitý efekt). Nugget efekt indikuje variabilitu krátkého dosahu a je způsoben takovými faktory jako je mikrostruktura nepostižitelná při daném měřítku vzorkování, ale může být způsoben i chybami měření (v blízkých bodech dva velmi odlišné výsledky) a chybami zaměření polohy vzorků.
Je-li 
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 konstantní funkce, jedná se o ryze náhodný proces. Veličiny 
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 jsou nekorelované pro každé h > 0. Jedná se o limitní případ úplné absence struktury, který je vhodný pro regresní analýzu.
3. Základní krigování
Předpokládejme, že proces Z je intrinsikční se známým semivariogramem 
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a že je pozorován v N různých bodech s1, s2, …, sN oblasti D. Cílem krigování je najít nejlepší nestranný lineární odhad procesu Z(s) v bodě s = s0. Pro jednoduchost zavedeme následující označení :
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i   = 0,1, …, N,
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i,j = 0,1, …, N.
Krigovací odhad (OK) a krigovací vztahy uvádíme pro všech N naměřených hodnot. Tento počet však může být příliš velký a mohl by způsobit numerické problémy. Z těchto důvodů se obvykle zavádí pojem lokálního okolí uvažovaného bodu s0 a vlastní výpočet zahrnuje pouze podmnožinu všech měření, a to v bodech ležících v daném lokálním okolí uvažovaného bodu v němž se odhad provádí. Volba tvaru a velikosti tohoto okolí závisí na semivariogramu.
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kde 
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 jsou neznámé konstanty, tzv. krigovací váhy. Váhy odhadujeme tak, aby střední hodnota chyby odhadu 
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pro  libovolnou hodnotu μ a rozptyl chyby odhadu 


[image: image52.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

-

å

å

=

=

N

i

N

i

i

i

i

*

Z

Z

,

Z

Z

cov

)

Z

Z

(

D

1

1

0

0

0

0

l

l


                       
           
              (9) 
byl minimální. Minimum tohoto rozptylu se pak nazývá krigovací rozptyl v bodě s0.  Hledáme tedy vektor 
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, ve kterém funkce (9) nabude absolutního minima při současném splnění podmínky (8). Pomocí Lagrangeova multiplikátoru m dostáváme soustavu normálních rovnic (krigovací soustavu základního krigování)

 AX = B,                                                                                                                     (10)                                                                                                                
 kde
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Pro krigovací rozptyl 
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kde X je řešením soustavy (11). Soustava (11) je vždy řešitelná a má jediné řešení právě když je matice soustavy A regulární, což je zajištěno použitím přípustných modelů semivariogramů.

Krigovací odhad je exaktní interpolátor, tj. vždy prochází naměřenými daty, a splývá s odhadem střední hodnoty procesu, jestliže je odhadovaný bod s0 ve větší vzdálenosti od všech bodů měření než je dosah semivariogramu.
Krigovací rozptyl je v bodech měření nulový, a to i v případě nenulového nugget efektu, kdy dochází k nespojitostem v každém měřeném bodě, a s rostoucí vzdáleností od bodů měření roste.  
V aplikacích není semivariogram procesu obecně znám a musíme jej před krigováním odhadnout. Klasický odhad semivariogramu je dán vztahem
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kde N(h) = {(si, sj): si - sj = h; i,j = 1, ... ,N} a |N(h)| je počet prvků v množině  N(h).

Při nepravidelné síti uzlů (tj. bodů, ve kterých měříme) se jednotlivé dvojice bodů shlukují do tříd  podle vzdálenosti a směru. Volí se délka základního kroku h, délková tolerance, úhlová tolerance a šířka pásma. V tomto bodě je problematická zejména volba délky kroku h. Bodový odhad semivariogramu se poté aproximuje teoretickým modelem. Přitom, jak již bylo řečeno, musíme vybírat pouze z přípustných modelů. Dále pak musíme posoudit který z typů modelů použijeme, a to na základě posouzení podstatných vlastností semivariogramu jako jsou: nugget efekt, spád v počátku, dosah, práh a izotropie. Odhad parametrů teoretického modelu semivariogramu hledáme pomocí vážené metody nejmenších čtverců, čímž eliminujeme vliv nestejné přesnosti odhadů bodů v experimentálním semivariogramu. 

Pokud náhodný proces nemá konstantní střední hodnotu, tj. vykazuje drift, je tento drift potřeba nejprve odfiltrovat a základní krigování aplikovat na proces reziduí, nebo použít tzv. univerzální krigování.

3.1 Hodnocení a verifikace modelu
Krigování jako interpolační metoda umožňuje pro každý interpolovaný bod odhadnout chybu odhadu pomocí krigovacího rozptylu 
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nebo lépe pomocí krigovací směrodatné odchylky 
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, která zachovává jednotky měření. Vedle map predikovaných hodnot (Prediction Map) konstruujeme i mapy krigovacích směrodatných odchylek (Prediction Stanard Error Map), které vypovídají o spolehlivosti interpolovaných hodnot. Relativní chyba odhadu je pak 
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Mají-li chyby predikce normální rozdělení, lze konstruovat např. 95 procentní interval spolehlivosti pro predikovanou hodnotu
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Hodnocení přesnosti interpolace (vhodnosti modelu) lze při krigování provádět i pomocí křížové validace modelu a validace modelu. Při křížové validaci modelu jsou pro odhady nejprve použita všechna vstupní data, potom jsou postupně vynechávána jednotlivá data a ze zbývajících vypočten odhad v místě vynechaného bodu. Pozorované a odhadnuté hodnoty jsou následně porovnávány pomocí následujících statistik:
MPE (Mean Prediction Error ) – průměrná chyba odhadu
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RMSPE (Root Mean Square Prediction Error) – druhá odmocnina průměrné kvadratické chyby odhadu
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AKSE (Avarage Kriging Standard Prediction error) – průměrná směrodatná chyba odhadu
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MSPE (Mean Standardized Prediction Error) – průměrná standardizovaná chyba odhadu
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RMSSPE (Root Mean Square Standardized Prediction Error) – druhá odmocnina průměrné kvadratické standardizované chyby odhadu
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Vzhledem k tomu, že odhad by měl být nestranný, tj. střední hodnota chyby odhadu  nulová, měly by být MPE a MSPE (eliminuje vliv jednotek)  blízké nule. RMSPE a AKSE měří kvadratickou chybu odhadu, měly by být tedy co nejmenší. Používají se k porovnávání vhodnosti různých modelů. AKSE by mělo být přibližně stejné jako RMSPE, je-li větší, resp. menší, potom náš model nadhodnocuje, resp. podhodnocuje variabilitu predikovaných hodnot. RMSSPE by mělo být blízké jedné. 
Při validaci modelu je zapotřebí dostatečně velký počet měření. Datový soubor se v tomto případě náhodně rozdělí na dva podsoubory – trénovací a testovací soubor. Trénovaní soubor se použije pro konstrukci modelu. Pokud model vyhovuje trénovacím datům, je ověřen na datech testovacích.

Pro oba způsoby validace (ověření vhodnosti) modelu se kromě výše uvedených statistik používají i grafické nástroje. Nejčastěji se používá bodový diagram měřených a predikovaných hodnot doplněný o odhad regresní přímky (Predicted Plot), který vystihuje průběh závislosti predikovaných hodnot na hodnotách měřených. V případě vhodného  modelu krigingu by měla být regresní přímka blízká ose 1. kvadrantu a body v bodovém diagramu by měly vykazovat malé odchylky od této přímky. Obecnou vlastností krigingu jako interpolační metody je však podhodnocení velkých hodnot a naopak nadhodnocení hodnot malých. Tato vlastnost se projeví hodnotou směrnice regresní přímky menší než jedna. K dalším grafům pak patří  bodový diagram chyb (Error Plot) a standardizovaných chyb (Standized Error Plot) a Q-Q graf, pomocí kterého posuzujeme normalitu rozdělení chyb.

V aplikacích se pro interpolaci hodnot prostorové proměnné nejčastěji používá metoda inverzních vzdáleností (IDW). Kde se váhy 
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kde d0i je vzdálenost odhadovaného bodu od bodu měření si. Exponent p se nejčastěji volí 1 nebo 2, méně často tak, aby minimalizoval RMSPE. Stejně jako u krigování se jedná o lokální exaktní interpolátor, ale odhad chyby interpolace lze zjistit pouze v bodech měření. 
4. Kriging odhady úrovně hladiny podzemní vody
K dispozici byly hodnoty úrovně hladiny podzemní vody z 58 vrtů ze dne 22. až 25. 3. 2004 a ze dne 22. 5. 2003 rozmístěných tak, jak ukazuje obr. 2. Nejvzdálenější vrty HV 402 a HV 101  jsou od sebe vzdáleny  3 092 m. Nejbližší vrty jsou od sebe vzdáleny 39 m. Rozmístění vrtů v zájmové oblasti je z hlediska modelování a jakékoliv interpolace hodnot úrovně v celé oblasti velmi nevhodné.
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Obr. 2 Rozmístění vrtů v zájmové oblasti
Na obr. 3 je znázorněn histogram rozložení četností a popisné statistiky datového souboru z roku 2004. Histogram vykazuje zápornou šikmost a výraznou špičatost. Hodnoty úrovně se pohybují v rozmezí 208,16 m až 214,05 m. Nejnižší (odlehlé) hodnoty úrovně hladiny odpovídají vrtům H1 až H4 a vrtu P10. Ve vrtech H2  a H3  se čerpala voda. Velmi malá variabilita dat, která je navíc ještě způsobena odlehlými hodnotami úrovně hladiny je velmi těžko interpolovatelná. V tab. 1 je uveden přehled důležitých popisných statistik obou souborů. Situace v případě dat z roku 2003 je pro modelování příznivější, rozdělení dat se příliš neodchyluje od normálního rozdělení. I zde se ale čerpala voda ze stejných vrtů jako v roce 2004.
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Obr. 3 Histogram a popisné statistiky úrovně hladiny podzemní vody
Tab. 1 Popisné statistiky datových souborů

	Rok
	Počet vrtů
	Průměr
	Sm. odchylka
	Min
	Max
	Koef. šikmosti
	Koef. špičatosti

	2004
	58
	211,92
	1,03
	208,16
	214,05
	-0,35
	5,13

	2003
	58
	211,87
	1,01
	209,06
	214,01
	-0,11
	3,77


Na obr. 4 je znázorněn bodový diagram úrovně hladiny z roku 2004 společně s kolmým průmětem bodů do souřadných rovin (X,Z) a (Y,Z). V těchto průmětech je zároveň znázorněn graf odhadnutého polynomického driftu.  Osa X je umístěna ve směru západ - východ, osa Y ve směru jih - sever. Analogický diagram dostaneme v případě dat z roku 2003.
[image: image73.png]Trend Analysis

% Legend

Rotate: Lacations

perspective:

Tip: Clickor drag over points to select AddtoLayout

 Graph Options
Number of Grid Lines

[V Projected Data -
[V Trend on Projctions LA
v stids a
v es

¥ Input Deta points

rid Line Width:

/Datasource
Layer Attribute:

ity 1





Obr. 4 Bodový diagram úrovně hladiny podzemní vody – rok 2004
Odhad semivariogramu a následné krigování budeme provádět po eliminaci kvadratického driftu. 

Vzhledem k malému počtu měření a především k jejich nevhodnému nerovnoměrnému rozmístění v zájmové oblasti a vzhledem k výrazně malé variabilitě dat je výpočet experimentálního semivariogramu a tudíž i odhad  teoretického semivariogramu velmi citlivý na volbu délky kroku h i počtu kroků.

Bodový diagram semivariancí určený na základě plošného grafu semivarinací byl aproximován sférickým, exponenciálním a Gaussovým modelem semivariogramu pomocí vážené metody nejmenších čtverců. Za nejlepší byl považován ten, který minimalizuje RMSPE v křížové validaci modelu. Na tomto místě je zapotřebí upozornit na to, že ArcGIS neznázorňuje empirický semivariogram, který je názornější než bodový diagram semivariancí a v nabídce nemá semivariogramy intrinsikčních procesů.

Pro odhad semivariogramu volíme délku kroku h =120 m a počet kroků k = 11. Jako nejlepší model byl v obou případech vybrán izotropní Gaussův  model
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který je v případě dat z roku 2004 znázorněn na obr. 5.  Odhady  nugget efektu C0 , parciálního prahu C1 a odhad dosahu a jsou pro oba roky uvedeny v tab. 2.
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Obr. 5 Odhad Gassova semivariogramu
Tab. 2 Odhady parametrů Gaussovkého modelu semivariogramu 

	Rok
	C0
	C1
	a

	2004
	0,000
	0,495
	294,382

	2003
	0,032
	0,485
	376,189


Porovnání výsledků krigování pomocí Gassova a exponenciálního modelu v případě dat z roku 2004 je na obr. 6, z kterého je patrné, že se výsledky příliš neliší. Ale vzhledem k malé variabilitě dat, i nepatrné rozdíly hrají poměrně velkou roli. V případě všech modelů byla při křížové validaci modelu výrazně největší chyba kriging odhadu úrovně polohy hladiny v případě vrtu H3, ve kterém se nejvíce čerpala voda. Připomeňme ale, že krigovací odhady prochází všemi výsledky měření.
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Obr. 6 Křížová validace krigování pomocí Gaussova a exponenciálního modelu 

v případě roku 2004
Mapy kriging odhadů úrovně hladiny podzemní vody pomocí Gaussova modelu jsou  na obr. 7 a 8.  Na obr. 9  a 10 jsou znázorněny mapy směrodatných chyb kriging odhadů.
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 Obr. 7 Mapa kriging odhadů úrovně hladiny podzemní vody - jaro 2004
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Obr. 8 Mapa kriging odhadů úrovně hladiny podzemní vody - jaro 2003
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Obr. 9 Mapa směrodatných chyb kriging odhadů úrovně  hladiny-jaro 2004
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Obr. 10 Mapa směrodatných chyb kriging odhadů úrovně hladiny-jaro 2003

Interpolováním hodnot úrovně pomocí metody inverzní vzdálenosti (IDW) dostaneme  v obou případech nepatrně horší výsledky vzhledem k MPE a RMSPE než při použití krigování. Porovnání těchto metod je uvedeno v tab. 3. Navíc IDW odhady neumožňují konstruovat mapy chyb odhadů.
Z tab. 3 i map směrodatných chyb kriging odhadů je patrné, že skutečně kriging odhady úrovně hladiny v roce 2003 jsou kvalitnější než kriging odhady pro rok 2004.

Tab. 3 Porovnání krigování a metody inverzní vzdálenosti 
	Rok
	Metoda
	MPE
	RMSPE
	AKSE

	2004
	IDW *1)
	-0,0930
	0,5794
	-

	
	IDW *2)
	-0,0736
	0,4337
	-

	
	OK 
	-0.0182
	0,3841
	0,5200

	2003
	IDW *1)
	-0,0866
	0,5331
	-

	
	IDW *2)
	-0,0616
	0,4045
	-

	
	OK 
	-0.0045
	0,2877
	0,3681


Legenda: *1) p = 2, *2) optimální p
Na závěr ještě uvádíme mapy kriging odhadů a jejich chyb v případě dat z roku 2004, kdy jsme vynechali vrty, kde se čerpala voda a další dva vrty nejbližší, které jsou čerpáním silně ovlivněny. Na obr. 11 a 12 je znázorněna mapa kriging odhadů úrovně hladiny vody v průzkumových vrtech a mapa směrodatných chyb těchto odhadů. V případě průzkumových vrtů vidíme  podstatné zlepšení kriging odhadů.
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Obr. 11 Mapa kriging odhadů úrovně hladiny-jaro 2004 pouze z průzkumových vrtů
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Obr. 12 Mapa směrodatných chyb kriging odhadů úrovně hladiny-jaro 2004 pouze z průzkumových vrtů

4. Závěr
Krigování úrovně hladiny podzemní vody se jeví jako přijatelný exaktní interpolátor s tím, že lepší výsledky dostaneme v okolí vrtů. Pokud chceme získat kvalitní odhady pro celou zájmovou oblast, je zapotřebí vrty umístit v této oblasti rovnoměrněji. Dále pak je vhodnější používat krigování pro průzkumové vrty a ne v případě, kdy jsou mezi průzkumovými vrty i vrty, kde se odčerpává voda. Výhodou krigování oproti deterministickým metodám je možnost posoudit kvalitu predikcí i v bodech, ve kterých se neměřilo pomocí mapy směrodatných chyb. 
Literatura: 

[1] 
M. Amstrong. Linear Geostatistcs. Springer Berlin, 1998. 

[2]
J.P. Chilés, P.Delfiner. Geostatistics. John Wiley New York, 1999.
[3]
ArcGIS9. New York  Inc. 2003.
[4]
C. Schejbal. Aplikovaná geostatistika.Vysoká škola báňská, Ostrava, 1996.

[5]
E.H. Isaaks, R.M. Srivastava. An introduction to Applied Geostatistics. Oxford University Press, 1989.

Příspěvek byl vypracován v rámci  řešení grantového projektu GAČR č. 103/06/0595.


























































































































































_1279398193.unknown

_1279478608.unknown

_1279811870.unknown

_1280157573.unknown

_1280175706.unknown

_1280555996.unknown

_1280555997.unknown

_1280556015.unknown

_1280211279.unknown

_1280325149.unknown

_1280175882.unknown

_1280175589.unknown

_1280175658.unknown

_1280157834.unknown

_1279863317.unknown

_1279906064.unknown

_1279906604.unknown

_1280123870.unknown

_1279906012.unknown

_1279812032.unknown

_1279522367.unknown

_1279804169.unknown

_1279808440.unknown

_1279811336.unknown

_1279804537.unknown

_1279804824.unknown

_1279804494.unknown

_1279803802.unknown

_1279804147.unknown

_1279526564.unknown

_1279801909.unknown

_1279527044.unknown

_1279523079.unknown

_1279479062.unknown

_1279480698.unknown

_1279481191.unknown

_1279481334.unknown

_1279480988.unknown

_1279479086.unknown

_1279478636.unknown

_1279478300.unknown

_1208614681.unknown

_1277996062.unknown

_1278055023.unknown

_1278070074.unknown

_1279397308.unknown

_1278055618.unknown

_1278005381.unknown

_1278054149.unknown

_1277996803.unknown

_1208691054.unknown

_1277995609.unknown

_1208617237.unknown

_1208617657.unknown

_1208614694.unknown

_1208267858.unknown

_1208614044.unknown

_1208614539.unknown

_1208271886.unknown

_1208613994.unknown

_1208268335.unknown

_1208176129.unknown

_1208176162.unknown

