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Abstract 

The article contains a set of problems solved with the help of polynomials, suitable notations and pictures. These problems are not typical for school mathematics and while their solving it is necessary to use the connections with other branches of mathematics. Solving of these problems is the measure for deepening and widening secondary school and university students´ knowledge and contributes to their general mathematical overview.

1. Úvod 

     Matematické metody, jejichž význam v současné době vzrůstá, nacházejí mnohé uplatnění nejen ve statistice, ekonomii a technických oborech (zde má jejich využívání mnohaletou tradici), ale nově např. i v biologii a medicíně. Z uvedeného plyne, že zvýšenou pozornost je nutno věnovat jak výuce matematiky na všech typech a stupních škol, tak i přípravě budoucích učitelů matematiky a vědeckých pracovníků v matematice. Přestože matematika je v mnoha odvětvích považována za vědu pomocnou, musí být snahou všech vyučujících učinit studium matematiky pro studenty zajímavé, resp. hledat pro studenty různá témata k rozšíření jejich znalostí a jejich další samostatné činnosti. V tomto příspěvku ukážeme, že k rozvíjení znalostí a myšlení studentů mohou jako motivující faktor sloužit i zajímavé matematické úlohy a problémy. Jsou zde uvedeny úlohy, k jejichž řešení vede vhodná substituce, vhodné označení či názorný obrázek, nebo také znalosti, které s danou úlohou zdánlivě nesouvisí. V příspěvku je např. uvedeno několik úloh využívajících znalostí z teorie polynomů. 

2. Soubor příkladů 

Začneme dvěma úlohami využívajícími goniometrických substitucí:

Příklad 1.  (viz [11])  Dokažte, že pro všechna reálná čísla x s vlastností 
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Řešení:  Lze provést přímou úpravou bez goniometrické substituce, ale předpoklad pro číslo x k jejímu využití přímo vybízí. Nechť (  je takový pevně zvolený úhel, pro který platí vztah cos ( = x . Potom platí:

4x3 ( 3x = 4 cos3 (  ( 3 cos (  = cos ( (2 cos2(  ( 1) ( 2(1 ( cos2() cos (  = cos ( (cos2( ( sin2() ( 2sin2(  cos (  = cos (  cos 2(  ( sin (  sin 2(  = cos(( + 2() = cos 3( .

Pro cos 3(  ale platí nerovnost  ( 1 (  cos 3(  (  1, tzn. platí i dokazovaná nerovnost. I když  popsané řešení vypadá velmi „elegantně“, jeho objevení vyžaduje jistou dávku trpělivosti. 

Příklad 2. (viz [6])  Dokažte, že pro každý ostrý úhel ( ( 
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 platí nerovnost: 
                 (sin ( + cos ()2 + (sin ( + 1)2 + (cos ( +1)2  (  6 . 
Důkaz:  Protože (  je ostrý úhel, existuje pravoúhlý trojúhelník s odvěsnami o délkách  a, b a s přeponou délky c, jehož jeden ostrý úhel je ( . Bez újmy na obecnosti lze předpokládat, že platí: sin ( = 
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. Tyto výrazy pro hodnoty sin ( , cos ( dosadíme do dokazované nerovnosti a upravíme. Při úpravě využijeme Pythagorovu větu a2 + b2 = c2 a trojúhelníkovou nerovnost  a + b ( c. Další postup již nepotřebuje komentář. Poznamenejme jen, že úloha je pozoruhodná tím, že nerovnost z trigonometrie je převedena na algebraickou nerovnost a dokazována algebraickými metodami. 
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     Následují úlohy využívající vhodné označení, resp. názorný obrázek: 

Příklad 3: (viz [9]) Nechť a0 (((1,1). Definujme rekurentně posloupnost reálných čísel 
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. Určete vztah pro výpočet n-tého členu této posloupnosti. Nechť 
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 je posloupnost, definovaná pomocí posloupnosti 
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 takto: bn = 4n(1( an). Rozhodněte, zda jsou tyto dvě posloupnosti konvergentní a určete jejich limity. 

Řešení: Induktivní postup zde nevede k cíli. Klíčem k úspěchu při řešení je úvaha (plynoucí z předpokladu a0 ( ((1,1)), že existuje jediný úhel ( ( (0, () s vlastností a0 = cos(. Pro tento úhel ( platí: a1 = 
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pro libovolný úhel (, lze členy posloupnosti 
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. Nyní přejdeme k otázce konvergence. Posloupnost 
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 je zřejmě konvergentní a její limita je rovna číslu 1. Složitější otázkou, vyžadující vhodné označení a vyjádření, je určení limity posloupnosti 
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 . Zlomek v poslední limitě rozšíříme (2 a pokračujeme: 
[image: image35.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

¥

®

n

2

n

2

n

2

n

2

cos

1

2

sin

4

lim

j

j

j

j

 = 
[image: image36.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

¥

®

n

2

n

2

n

2

2

n

2

cos

1

2

1

2

sin

lim

j

j

j

j

 = 
[image: image37.wmf]2

n

n

n

2

n

2

2

sin

2

cos

1

lim

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

+

¥

¬

j

j

j

j

. Protože platí limita známá z matematické analýzy 
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 rovněž konvergentní a její limita je rovna hodnotě 
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Příklad 4: (viz [9]) Nechť je dán pravidelný dvanáctiúhelník P1P2P3…P11P12. Rozhodněte, zda se úhlopříčky P1P9, P2P11 a P4P12 protínají v jednom bodě. Své tvrzení dokažte.
Řešení: Příklad budeme řešit dvěma způsoby: Pomocí syntetické geometrie a analytické geometrie (s využitím binomické rovnice). Při prvním, syntetickém způsobu, budeme vycházet z následujícího obrázku.
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Obr 1. 
     Pro zjednodušení úvah si dvanáctiúhelník můžeme představit jako ciferník na hodinách (jak tomu nasvědčuje i označení vrcholů). Uvažujme přímku o, která je osou úsečky P1P12. Snadno lze dokázat, že úhlopříčky P1P9 a P4P12 jsou osově souměrné podle této přímky jako podle osy souměrnosti, tedy jejich průsečík O musí ležet na této ose. Dále úhlopříčka P2P11 je ke zvolené ose kolmá, a proto je ve zvolené ose souměrnosti samodružná. Zbývá dokázat jediné tvrzení, které není zřejmé, že průsečík osy o a přímky P2P11 je totožný s průsečíkem O úhlopříček P1P9 a P4P12. Dokážeme proto, že vzdálenost v bodu P1 od přímky P2P11 je rovna délce úsečky OK, kde K je střed strany P1P12. Pomocí středových a obvodových úhlů snadno zjistíme (opět viz předchozí obrázek), že úhly P9P1P12 a P4P12P1 mají stejnou velikost rovnou 45(. Úhlopříčky P1P9 a P4P12 jsou tedy na sebe kolmé,  trojúhelník P1OK je proto pravoúhlý rovnoramenný a odtud velikost úsečky OK je rovna polovině délky strany dvanáctiúhelníka P1P12. Nyní opět užitím středových a obvodových úhlů zjistíme, že úhel P1P2P11 má velikost 30(. Platí: sin30( = 
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. S ohledem na to, že dvanáctiúhelník je pravidelný, dokázali jsme, že délka úsečky OK je rovna v a proto se dané tři úhlopříčky protínají v jednom bodě. 

     Druhým způsobem řešení je metoda analytická. Bez újmy na obecnosti lze předpokládat, že daný dvanáctiúhelník je vepsán do kružnice o poloměru jedna. Souřadnice všech vrcholů pak dostaneme pomocí řešení binomické rovnice x12 = 1.  Výpočty opět nebudeme uvádět; zapíšeme pouze souřadnice všech vrcholů dvanáctiúhelníka:  P1 = [1, 0],  P2 = 
[image: image45.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

2

1

,

2

3

,      P3 = 
[image: image46.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

2

3

,

2

1

, P4 = [
[image: image47.wmf]1

,

0

], P5 = 
[image: image48.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

2

3

,

2

1

, P6 = 
[image: image49.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

2

1

,

2

3

, P7 = [
[image: image50.wmf]0

,

1

-

],                           P8 = 
[image: image51.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

2

1

,

2

3

, P9 = 
[image: image52.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

2

3

,

2

1

, P10 = [
[image: image53.wmf]1

,

0

-

], P11 = 
[image: image54.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

2

3

,

2

1

, P12 = 
[image: image55.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

2

1

,

2

3

. Přímka P1P9 má analytické vyjádření 
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, přímka P4P12 je analyticky vyjádřena rovnicí 
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Příklad 5: (viz [4]) Nechť a, b jsou reálná čísla s vlastností  0 ( a ( b. Dokažte. že pro každou takovou dvojici reálných čísel platí nerovnost  
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Řešení: Využijeme graf funkce f(x) = 
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[image: image64.png]



Obr 2.
Platí  SAMCD  (  
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Nyní následuje pět úloh, k jejichž řešení je nutná znalost teorie polynomů:

Příklad 6: (viz [12]) Nechť je dán pravidelný n-úhelník vepsaný jednotkové kružnici. Určete hodnotu součinu vzdáleností jednoho vrcholu od ostatních. 

Řešení: Uvažujme polynom xn ( 1.  Ten má v komplexním oboru právě n kořenů, jejichž obrazy v Gaussově rovině tvoří vrcholy pravidelného n-úhelníka vepsaného do jednotkové kružnice (střed kružnice je v počátku a jeden vrchol odpovídá kořenu +1, tedy je v bodě [1,0]). Vrcholy tohoto n-úhelníka označíme X1 , ..., Xn , přičemž X1 = 1. Polynom xn ( 1 nyní dvojím způsobem rozložíme na součin a  oba způsoby porovnáme:

                          (x ( 1)(xn(1 + ... + x + 1) = (x ( 1)(x ( X2) ... (x ( Xn) .                                 (1)           
Bez újmy na obecnosti budeme určovat součin vzdáleností vrcholu [1,0] od ostatních. Problém nyní opět zobecníme a budeme počítat součin vzdáleností libovolného bodu X = [x,0] na reálné ose od všech vrcholů n-úhelníka kromě [1,0]. Tento součin je roven

f(x) = 
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. Samozřejmě nelze zlomek krátit, neboť nás zajímá právě hodnota f(x) pro x = 1. Využijeme znalostí z matematické analýzy. Funkce f(x) je spojitá a její limita v bodě x=1 je rovna 
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Příklad 7: (viz [10]) Nechť P(x)  je polynom s celočíselnými koeficienty, který má právě 13 různých celočíselných kořenů. Dokažte, že pokud n je celé číslo s vlastností P(n) (  0, tak platí 
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  (   7 . (6!)2 . Uveďte příklad polynomu s celočíselnými koeficienty a 13 různými celočíselnými kořeny takového, že pro nějaké celé číslo n platí  
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Řešení:  Nejprve je nutno si uvědomit, že polynom P(x) nemusí být stupně 13 (velmi častá chyba v úvaze), o dalších případných kořenech (reálných či komplexních) není nic známo. Daný polynom lze tedy psát ve tvaru

                     P(x) = (x ( x1) ... (x ( x13) .(qm xm + qm( 1 xm( 1 + ... + q0),                                  (2)
kde x1, ... , x13 jsou kořeny polynomu P(x)  a všechny koeficienty q0 , ..., qm jsou celá čísla, což snadno dokážeme sporem (kdyby některý z koeficientů q0, ... , qm nebyl celým číslem, potom by po roznásobení výše uvedené rovnosti (2) existoval koeficient u některého kořene, který by rovněž nebyl celým číslem). Dosaďme nyní do (2) celé číslo n, které není kořenem P(x). Dostaneme součin po dvou různých celých čísel (n ( x1) , (n ( x2) , ..., (n ( x13) , vynásobený celým nenulovým číslem Q(n).  Absolutní hodnoty těchto třinácti čísel seřadíme vzestupně. Nejmenší možnou hodnotu P(n) dostaneme tehdy, bude-li mezi danými třinácti čísly dvakrát číslo 1, dvakrát číslo 2, dvakrát číslo 3, ..., dvakrát číslo 6 a jednou číslo 7 (více než dvakrát se stejná absolutní hodnota vyskytnou nemůže). Vztah 
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  (   7 . (6!)2 tedy platí. Rovnost nastane např. pro n =  0  a polynom

P(x) = (x ( 1)(x ( 2) ... (x ( 6) . (x + 1)(x + 2) ... (x + 6) (x + 7).
Příklad 8:  (viz [10])  Nechť je dán polynom

                                   f(x) = xn + an(1 xn(1 + ... + a2 x2 + a1 x + 1 ,                                          (3)

přičemž všechny jeho koeficienty a1, a2, ..., an(1 jsou nezáporná reálná čísla a rovnice f(x) = 0 má jen reálné kořeny. Dokažte, že platí nerovnost:  f(2) ( 3n. 
Řešení: S ohledem na předpoklad nezápornosti koeficientů je zřejmé, že všechny kořeny rovnice f(x) = 0 jsou záporné. Označme y1, y2, ..., yn čísla opačná ke kořenům rovnice f(x) = 0; polynom  f(x) lze pak zapsat ve tvaru 

f(x) = (x + y1)(x + y2) ... (x + yn) .
Pro 1 (  k (  n  dále označme sk součet  všech možných součinů  k čísel z  y1, y2, ..., yn. Nyní určíme aritmetický a geometrický průměr všech těchto možných součinů. Jednodušší je průměr aritmetický, který je roven 
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. Při určení geometrického průměru využijeme induktivní postup. Součin všech možných součinů k čísel z y1, y2, ..., yn je vlastně jistou mocninou součinu sn, jejíž exponent lze pomocí induktivního postupu určit. Uvedeme pouze výsledný vztah pro geometrický průměr, který je 
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 a lze jej upravit na tvar 
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. Nyní využijeme tzv. AG-nerovnost mezi geometrickým a aritmetickým průměrem, podle níž pro libovolná kladná reálná čísla x1, x2, ..., xn platí vztah 
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.  V našem případě tedy platí   
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 .                                                                        (4)  
Podle Viètových vztahů mezi kořeny a koeficienty polynomu (3) je však součin všech kořenů roven ((1)n , a s ohledem na to, že čísla y1, y2, ..., yn jsou čísla ke kořenům opačná, platí  sn =1. Po dosazení do nerovnosti (4) dostáváme po úpravě 
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. S pomocí tohoto vztahu a binomické věty nyní dostáváme:

f(2) = (2 + y1)(2 + y2) ... (2 + yn) = 
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 = (2 + 1)n = 3n, což jsme měli za úkol dokázat. Tato úloha je již složitější a kromě vhodného označení a užití Viètových vztahů vyžaduje i jistou erudici studentů v kombinatorických úvahách, včetně užití AG–nerovnosti. 

Příklad 9:  (viz [10])  Nechť a je největší kladný kořen rovnice x3 ( 3x2 + 1 = 0 . Dokažte, že číslo  [a1348] + [a1980]  je dělitelné sedmnácti. ([a] značí celou část čísla a ). 
Řešení:  Nejprve ověříme, zda daná rovnice má skutečně tři reálné kořeny, tím bude zadání korektní. Derivováním dostaneme 3x2 ( 6x, tj. funkce x3 ( 3x2 + 1 má dva stacionární body 0, 2. Lehce určíme, že v bodě 0 je lokální maximum [0, 1] a v bodě 2 lokální minimum [2, (3].  Protože grafem x3 ( 3x2 + 1 je známá kubická parabola, je zřejmé, že x3 ( 3x2 + 1 má skutečně tři různé reálné kořeny, které označíme a, b, c. S ohledem na předpoklad lze bez újmy na obecnosti psát  b (  c (  a . Některou z numerických metod všechny kořeny přesněji ohraničíme, výsledek je např.  
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, 2(  a( 3. Označme rn = an + bn + cn.  Pro sudé číslo n ( 2  platí s ohledem na předchozí nerovnosti pro kořeny  0 (  bn + cn ( 1  (5). Nyní určíme vztah pro výpočet rn . Označme

s1 = a + b + c ,             s2 = ab + bc + ca ,                 s3 = abc  .
Z Viètových vztahů  plyne s1 = 3, s2 = 0, s3 = ( 1. Vyjádříme rn  rekurentním vztahem pomocí elementárních symetrických polynomů s1 , s2, s3  a dosadíme: 

                          rn = s1 rn(1 ( s2 rn(2 + s3 rn(3  , po dosazení  rn = 3 rn(1 (  rn(3  .                     (6)

Protože zřejmě r0 = 3, r1 = s1 = 3, r2 =  s12 ( 2s2 = 9 a hodnoty rn pro n ( 3  jsou určeny rekurentním vztahem (6),  jsou všechny hodnoty rn  pro každé přirozené číslo n celá čísla.  Proto vzhledem ke vztahu rn = an + bn + cn  a nerovnosti  (5)  dostáváváme pro [an] a  n sudé 

                                                             [an] = rn ( 1 .                                                                (7)
Určíme hodnoty rn pro několik prvních n (ukázka využití induktivního postupu): 3, 3, 9, 24, 69, 198, 570, 1641, 4725, ...  Vidíme, že hodnoty rn velmi rychle rostou. Protože podle zadání úlohy máme zkoumat dělitelnost čísel [an] sedmnácti,  budeme určovat raději zbytky po dělení čísel rn sedmnácti: 3, 3, 9, 7, 1, 11, 9, 9, 16, 5, 6, 2, 1, 14, 6, 0, 3, 3, 9, ... . Odtud lze vyslovit hypotéza :  (n ( N: rn ( rn+16 (mod 17) . Dokážeme ji matematickou indukcí. Výpočtem jsme ověřili její platnost pro n = 0, 1, 2. Předpokládejme nyní, že  kongruence      rn ( rn+16 (mod 17) platí pro n = 4, 5, ..., k, dokážeme ji pro n = k + 1 s využitím rekurentního vztahu (6). 

Platí: rk+1 ( rk+17 = (3rk ( rk(2) ( (3rk+16 ( rk+14) = 3(rk ( rk+16) ( (rk(2 ( rk+14) = 3.17p ( 17q (podle indukčního předpokladu), tzn. čísla rk+1 , rk+17  dávají  při dělení 17 stejný zbytek. 

Podle vztahu (7) je tedy pro n sudé číslo [an] dělitelné číslem 17 právě tehdy, když  číslo rn dává při dělení 17 zbytek 1. Z prvních vypočtených hodnot rn je to pro n = 4, 12, což lze podle dokázané hypotézy zapsat jako  n ( 4 (mod 8). Snadno se již ověří, že čísla 1348 a 1980 ze zadání této kongruenci vyhovují, tedy součet [a1348] + [a1980]  je dělitelný sedmnácti.

     Tato úloha je poměrně náročná. Zajímavá je hlavně tím, že se její řešení zjednoduší, řeší-li se obecněji než určuje zadání.

Příklad 10: (viz [12])   Najděte všechny polynomy P(x) splňující rovnici: 

                              (x2 + 2002x + 2001) P(x ( 3) = (x2 + 4x + 3) P(x + 3)  .                          (8)

Řešení:  Nulový polynom je zřejmě řešením, proto předpokládáme, že hledaný polynom P(x) je nenulový. Nechť P(x) je stupně n, jeho kořeny (i komplexní) označme x1 , ..., xn; protože (8) je rovnost dvou polynomů, musí se rovnat i soubory jejich kořenů. Soubor kořenů levé strany (8) označíme A, tj. A = {(1, (2001, x1 + 3, ..., xn + 3}, soubor kořenů pravé strany označme jako B, tj. B = {(1, (3, x1 ( 3, ..., xn ( 3}.  Platí-li A = B, pak se jistě rovnají i součty prvků obou souborů, tedy platí: (1 ( 2001 + 
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 . Po snadné úpravě odtud vypočteme n = 333. Každý polynom splňující zadání (pokud existuje) musí být stupně 333. Bez újmy na obecnosti nyní lze postupovat takto: V B je číslo (3, musí tedy být i v A. Nechť je to x1 + 3, tj. x1 = (6. Teď ale v B musí být číslo (9, které musí proto být i v A. Nechť je to x2 + 3, tzn. x2 = (12. Obecně tedy xi = (6i pro  1 (  i (  333 . V posledním kroku tedy x333  =  (1998, proto je v B číslo x333 ( 3 = (2001. Toto číslo musí pak být také v A, což platí. Skutečně tedy A = B. Nyní již lehce určíme hledaný polynom P(x), neboť známe jeho kořeny. Pro úplnost ještě musíme poznamenat, že polynom P(x) není určen jednoznačně. Součin kořenových činitelů můžeme ještě vynásobit libovolným reálným číslem a (včetně nuly). Platí tedy: P(x) = a (x + 6)(x + 12)(x + 18) ... (x + 1998) , a ( R . 

3. Závěr 

        Na předložené sérii úloh různé obtížnosti je ukázáno, že při jejich řešení mnohdy nestačí jen teoretické znalosti, ale je třeba i vtipný nápad, resp. jistá matematická erudice. Proto může zadávání podobných úloh jako problémových situací vést jednak k rozvíjení matematických znalostí studentů, jednak k rozvíjení jejich schopností řešit matematické problémy. 
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