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Abstrakt

Prispévek se zabyva redukci dimenze transportné-reakéniho problému v této oblasti ne-
standardnim postupem. Je pii ném vyuzivan postup hojné aplikovany v analyze signélu i
pri feseni dalSich technickych problému — analyza hlavnich komponent. Prispévek nepfinasi
ucelenou metodiku redukce dimenze obecné tlohy s uzitim analyzy hlavnich komponent, ale
na jednom prikladu ukazuje moznosti tohoto postupu a nastoluje fadu otazek, které je tfeba
fesit pro kazdou tlohu zvlast.

1 Uvod

Vysledky popisované v této kapitole vychazeji z ro¢nikovych praci autorovych studentd Ivana
Bruského a Bce. Lukase Zedka a jsou ¢asteéné publikovany ve zpravach z jejich roénikovych praci
[1] a [2].

Zakladnim problémem transportnich tuloh zasadné ovliviiovanych chemickymi reakcemi je
prilis velikd dimenze tlohy. Nechme nyni stranou, jak velkd dimenze je prilis velika a jaka je jiz
piijatelna (zavislost téchto pojmii na konkrétni tloze a jejim usporadani je skuteéné vyznamna).
Zakladnim postupem, ktery chemici pfi tvorbé chemického modelu uzivaji, je klasifikace slozek
roztoku na fidici a marginalni a vyclenéni hlavnich chemickych reakci mezi fidicimi slozkami,
které ovliviuji feseni problému zasadné, od ostatnich chemickych reakci, které mohou byt v mo-
delu povazovany za doplnujici, nebo mohou byt Gplné vynechany. Timto postupem je casto
vyrazné redukovana dimenze fesené tulohy s tim, Ze hlavni jevy a koncentrace fidicich slozek
v chemickém systému jsou simulovany a ostatni jevy a koncentrace lze v pfipadé potfeby s vétsi
¢i mensi presnosti nasledné odvozovat z vysledku simulace.

Tento postup je velmi vyhodny v pripadé, Ze sledujeme vyvoj koncentraci ridicich slozZek,
nebo zmény podminek ovlivnénych témito fidicimi slozkami. Pokud néas zajimaji nékteré jevy
vyznamné ovlivnéné konkrétni marginélni slozkou, miazeme model rozsifit o tuto slozku (zafadit
ji mezi Fidici slozky) a zvysit dimenzi ulohy. Pokud ale studujeme takovou situaci, kdy pro nas
vSechny slozky systému maji ptiblizné stejny vyznam, nelze timto postupem tucinné redukovat
dimenzi tlohy jinak nez na tkor kvality vysledku.

Takové situace nastala pii modelovani pfedpovédi dlouhodobého vyvoje kontaminace na
lokalité Straz pod Ralskem s. p. DIAMO po provedeni sanace metodou neutralizace in-situ.
V podzemi je smés roztokli s 22 méfenymi slozkami, z nichz nékteré primo tidi hlavni chemické
déje, proto je model nesmi opomijet, ale mezi marginalnimi slozkami jsou také nejnebezpecné;jsi

*Tento vysledek byl realizovan s podporou statniho rozpocétu Ceské republiky prostiednictvim projektu
¢. 1M0554 Vyzkumné centrum Pokrocilé sana¢ni technologie a procesy v programu MSMT Vyzkumné centra
(PP2-DP01) a s podporou Grantové agentury Ceské republiky, projekt &. 102/06,/P450.



kontaminanty. Ty model také nesmi opominout, protoze jejich bilanci a Sifeni je tfeba pocitat
co nejpresnéji.

Je tedy tfeba zachovat pocet simulovanych sloZzek a zaroven redukovat dimenzi problému. To
lze provést postupem vychazejicim z linearni algebry. Pohlizejme na mnozinu vSech provedenych
analyz roztokt ve sledované lokalité jako na mnozinu M vektort ve 22-rozmérném linedrnim
vektorovém prostoru V', jehoz soufadné osy odpovidaji koncentraci jednotlivych slozek roztoku.
Hledejme takovy n-rozmérny linearni vektorovy podprostor V,, prostoru V, ktery bude ,nejbliz*
mnoziné M, tj. bude minimalizovat chybu priimétu E? definovanou jako soucet druhych mocnin
vzdalenosti vsech vektord z M od jejich primétt do Vi,:

Er =) | — Ty, x| (1)
xeM

Zde Ily;, oznacuje operator kolmého promitani do prostoru V;,.

Pokud se ndm podaii najit podprostor dostatecné malé dimenze ny s dostatecné malou
chybou primétu Eflo, miizeme zredukovat dimenzi tlohy transportu z ptvodnich 22 na ng a ze
simulace chemickych reakci nevycleiiovat zadnou slozku.

2 Uloha redukce dimenze

Problémem, ktery potfebujeme vyfesit, je nalezeni vektorového prostoru V,, dané dimenze n,
ktery je nejbliZ mnoziné dat M ve smyslu popsaném v predeslém odstavci. Tato tloha je ekviva-
lentni loze najit ortogonalni doplnék k prostoru V;, (ozna¢me ho D,,). Pokud dimenzi prostoru
V ozna¢ime s (pro nasi tlohu je s = 22), ma D,, dimenzi s — n.

Pokud uvazujeme dal touto cestou, pfijdeme k tvaze, ze viibec nejlepsim vychodiskem pro
feSeni takové tlohy by bylo mit k dispozici ortogonalni bazi prostoru V takovou, Ze prvni vektor
béaze bude ,nejméné dilezity vzhledem k mnoziné M*, tj. priméty do nadroviny kolmé na tento
vektor budou ze vSech moznych vybért minimalni. Druhy vektor této baze bude vybran ze
»,zbytku prostoru V*, tj. téZe na néj kolmé nadroviny, a bude tedy kolmy na prvni vektor, a
bude mit tutéz vlastnost vzhledem k uvedené nadroviné. A tak déle. Takova baze bude mit
déle tu vyhodu, ze (protoze bude ortogonalni), kolmé promitani do jakéhokoliv podprostoru
generovaného nékterymi jejimi vektory bude spocivat pouze ve vynulovani soufadnic v ostatnich
smeérech.

Tento ponékud nepiehledny popis zformalizujeme nasledujicim zptisobem:

e Nejprve hledejme prvni vektor &, takto: £ = arg ”nﬁin x-y
ylI=1 ze M

e Potom hledejme druhy vektor &_; takto: {7 = arg min Sx-y
=1y L€ zens

e Potom hledejme dalsi vektory &;—; (i = 2,..,n — 1) takto:

S ane ||yu=1,yL{5f,I§r_ll,...,55%1}erMx ’
Takto ziskana ortonormalni baze bude mit tu vlastnost, Ze pro zvolené n bude optimalni prostor
V., generovan vektory této baze &1, ..., &,.

P1i hledani uvedenych vektorti mtizeme postupovat podle navrzeného algoritmu, jehoz jed-
notlivé kroky jsou samostatné optimaliza¢ni tlohy. Kazda z nich méa rfeseni, které neni jedno-
znacné. Vzdy existuji alesponn dva vektory minimalizujici Gcelovou funkci. Pokud jsou feSeni
pravé dvé, je lhostejné, které reseni vybereme, protoze oba vektory generuji stejny podprostor
(maji pouze opa¢ny smér). Pokud méa nékterd dilé¢i tloha vice nez dvé feSeni, je uz puvodni
uloha nejednoznacna a pro ucely praktického pouziti Ize zvolit libovolné z pfipustnych feseni.

Nez se pustime do feSeni optimalizac¢nich tloh, zaméfme se na zdéanlivé odtazité téma —
metodu analyzy hlavnich komponent.



3 Analyza hlavnich komponent

Analyza hlavnich komponent (Principal Component Analysis - PCA) je metodou redukce di-
menze s minimalni ztratou informace v datech standardné uzivanou pro reseni fady technickych
problému. Uplatiiuje se také v ekonomickych védach a lékatstvi (napf. [3, 4, 5]). Je zaloZena
na transformaci soufadného systému - nalezeni specialni ortonormaéalni baze prostoru, ve kterém
jsou data umisténa. Vektory hledané ortonormalni baze jsou usporadény tak, Ze prvni urcuje
smeér obsahujici nejvétsi moznou jednorozmeérnou informaci v datech a ve sméru posledniho béa-
zového vektoru je obsah informace v datech minimélni. Tento postup se standardné uziva pii
zpracovani signalu k dekorelaci dat.
Analyza hlavnich komponent (viz napi. [6]) je realizovana nasledujicim postupem:

1. Uspotadda data do matice X typu r x s. Kazdy fadek obsahuje jedno z r pozorovani a
sloupce odpovidaji s mérenym veli¢inam.

2. Vypoéita priimérny vektor dat (préimérny fadek matice X) X = (Z1,...,7)!, T; =
% Z;Zl Xji (zde Xj; znaci prvek matice X v j-tém fadku a i-tém, sloupci) a vytvoii matici

X*=X-1-%7,kde I = (1,-,1)T oznaéuje sloupcovy vektor délky r s jednickovymi prvky.
3. Vypocita kovarianéni matici C = T%IX*T - X*

4. Spocita vlastni ¢éisla a vlastni vektory matice C' (ozna¢me vlastni ¢isla usporadand v ab-
solutni hodnoté od nejvétsiho k nejmensimu A; a jim ptislusné vektory &;) a sestavi trans-
formacni matici T" typu 7 X s obsahujici vlastni vektor kovarianéni matice C ve sloupcich

(ti. Tij = (&)i)-

5. Vybere n hlavnich komponent &, ...,&, a sestavi transformac¢ni matici T,, typu r X n
obsahujici prvnich n vlastnich vektort kovarianéni matice C ve sloupcich (tj. T}, ;5 = (&;)i)-

6. Redukuje puvodni data (ortogonédlné je promitne do podprostoru generovaného hlavnimi
komponentami) Z, = X*T,,.

7. Rekonstruuje redukovana vycentrovana data Y* = ZT?.
8. Rekonstruuje redukované ptvodni data Y =Y* + 1 xT.

Matice Y pak obsahuje puvodni data kolmo promitnutd do afinniho podprostoru dimenze n,
ktery je nejlepsi v tom smyslu, ze celkova chyba E2 (1) zptisobend promitanim je minimalni.

Jednoduchost promitani v kroku 6 je zalozena na tom, ze kovarian¢ni matice C je pro kazdou
sadu dat symetricka pozitivné semidefinitni a tedy jeji vlastni vektory tvori ortonormalni systém.
Matice T je tedy ortogonéalni a jeji inverze je totozna s jeji transpozici, podobné pseudoinverzni
matice k T, je totozna s jeji transpozici.

Kroky 2 a 8 jsou provadény pouze pro ucely ziskdni presnéjsich aproximaci u nevycentrova-
nych dat a princip metody s nimi nijak nesouvisi. Stejné tedy bude algoritmus fungovat, pokud
je nahradime kroky

2a. X* = X.
8a. Y =Y*

Nebude tak nalezen nejlepsi afinni podprostor, ale nejlepsi linearni podprostor ve stejném smyslu.

Zde je tieba si povSimnout, ze po navrzené uUpravé jde o hledani pravé téch sméri, které
byly popsany ve formulaci tlohy redukce dimenze popsané v odstavci 2, jen jsou vSechny smeéry
nalezeny najednou. V nésledujicim textu se tedy nebudeme zabyvat realizaci postupu z odstavce
2, ale zaméfime se na vysledky ziskané analyzou hlavnich komponent.



n‘ 21 20 19 18 17 16 15 14
E2] 0,135 258 60,0 155 291 559 1432 3110

E, | 0,367 5,08 7,75 12,5 17,1 23,6 37,8 95,8
pE, | 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,01%

n| 13 12 11 10 9 8
E2 | 5983 1,12-10* 2,17-10* 4,11-10* 1,21-10° 2,76-10°
E, | 77,4 106 147 203 348 526

pE, | 0,01% 0,01% 0,02% 0,03% 0,04% 0,07%

n| 7 6 5 4 3 2
E2 | 7,40-10° 2,74-10° 6,05-10° 1,22-107 3,02-107 4,22-10%
E, 860 1,66-10% 2,46-10% 3,49-10% 5,50-10% 2,05-10%
pe, | 0,11% 0,21% 0,31% 0,44% 0,70% 2,60%

n‘ 1 0

E2 19,04-10° 6,25-10!

E, | 3,01-10* 7,90-10°

e, | 3,81% 100%

Tabulka 1: Tabulka chyb E2, E, a pg, pro sady méfeni Moy

n| 5 4 3 2 1 0
E?216,29-10° 1,29-10" 6,65-107 1,55-10% 2,14-10° 2,70-10'2
E, 793 3591 8156 1,24-10* 4,63-10* 1,64-106

pE, | 0,05% 0,22% 0,50% 0,76% 2,82% 100%

Tabulka 2: Tabulka chyb E2?, E, a pg, pro sady méfeni Mg

4 Vysledky aplikace analyzy hlavnich komponent a jejich dis-
kuse

Postup jsme pouzili na fadu chemickych analyz roztok odebranych z rtznych mist lokality
Straz pod Ralskem v rtznych casech. Pro ty tucely jsme méli k dispozici dvé sady dat. Prvni
bylo 90 tplnych analyz roztok z riznych mist lokality v riznych ¢asech s 22 slozkami (ozna¢ime
je Mag). Druha sada dat obsahovala 638 analyz Sesti hlavnich slozek roztoku (oznac¢ime ji Mg).

Na kazdé sadé méfeni jsme provedli analyzu hlavnich komponent a vy¢islili jsme pro kazdé
n chybu E2 (1), kterad vznikne promitdnim do optimalniho podprostoru dimenze n. Vysledek je
vynesen v tabulkich 1 a 2. Zde E, je odmocnina z E2 a pg, je pomér chyby FE, a maximalni
chyby FEjy, coz je odmocnina sou¢tu druhych mocnin velikosti vSech vektord v mnoziné M.

Z tabulek je patrné, ze pro obé mnoziny Mass i Mg je uz pti uziti podprostoru s dimenzi 3
chyba aproximace niz$i nez 1%. Znamen4 to, Ze zméfend data jsou vyrazné korelovana. Opacné
zjisténi by zamysleny postup redukce dimenze znevérohodnovalo.

Nasledovalo pozorovani vlastnosti pruméti méreni do zvoleného podprostoru z hlediska ,,pri-
jatelnosti* pro dalsi zpracovani. Pojem ,prijatelnost® nebyl nijak pfedem specifikovan a bylo
tfeba ho definovat. Vzhledem k tomu, ze kazdy vektor, se kterym pracujeme, musi byt mozno
interpretovat jako potencialni chemickou analyzu roztoku, byla prirozenym pozadavkem klad-
nost, presnéji nezapornost, kazdé slozky pramétu. Dale musime pozadovat, aby pramét byl blizko
k piivodnimu méfeni nejen v [? normé, ale také z hlediska kazdé slozky, tj. v néjaké konkrétni va-
zené maximové normé ||x — Iy, x||s = max; oy|z; — (Ily, x);|, kde & vystihuje vyznamnost kazdé



n 21 20 19 18 17 16
E, |9,62-10> 1,18-10* 1,87-10* 1,89-10* 1,95-10* 2,15-10%
pp, | 1,22% 1,49% 2,37% 2,39% 2,47% 2,72%

n 15 14 13 12 11 10
E, |2,62-10* 2,64-10* 2,78-10* 2,95-10* 3,72.10* 3,76-10%
pg, | 3,31% 3,33% 3,51% 3,73% 4,71% 4,76%

n 9 8 7 6 5 4
E, | 3,77-10* 3,89-10%* 3,91-10* 3,94-10* 4,67-10* 5,03-10%
pp, | 471% 4,92% 4,94% 4,98% 5,91% 6, 36%

n| 3 2 1 0

e, | 7,01-10% 7,51-10% 9,25-10% 7,90 10°

pg, | 8,87% 9,50% 11,70%  100,00%

Tabulka 3: Tabulka chyb E, a pg, Pro sady meéreni Moo

n| 5 4 3 2 1 0
E, | 4,72-10* 5,77-10* 8,33-10* 8,47-10* 9,17-10* 1,64-10°

2,87% 3,51% 5,07% 5,16% 5,58% 100, 00%
Tabulka 4: Tabulka chyb E, a p 5, pro sady méfeni Mg

slozky. Jako pfirozeny vybér vektoru @ se nabizi vektor pfevracenych hodnot priméra koncen-
traci jednotlivych latek v seznamu vzorku (a; = 1/71), ktery seskdluje vyznam jednotlivych
slozek vzhledem k vyrazné odlisnym typickym koncentracim rozpusténych iont v roztocich.
Druhé ¢ast uvedené tivahy nés vedla k otestovani modifikovaného postupu, ve kterém jsme
kroky 2a a 8a modifikovaného algoritmu analyzy hlavnich komponent nahradili nasledovné:

2b. X* = X - diag(1/z1,-,1/Zs).
8b. Y =Y* - diag(zi,-,Ts).

Provadime tim seskalovani matice pozorovani X vzhledem k primérnym hodnotam kazdé slozky.
Algoritmus tak nehleda linedrni vektorovy prostor minimalizujici kvadratickou odchylku E,, (1)
v {2 normg, ale linearni vektorovy prostor minimalizujici kvadratickou odchylku

ER =" |x—Tyx|34 (2)
xeM

ve gkalované norms ||x[|2 o = >0 (o).

Vzhledem k podstaté algoritmu neni mozné ho snadno modifikovat pro optimalizaci pres
nejvhodnéjsi maximovou normu || - ||z, proto jsme povazovali tento postup za moznost piiblizeni
k dobrému vysledku, kterou je tfeba prozkoumat.

Provedli jsme analyzu takto upravenym algoritmem pro stejné dvé mnoziny dat. Vektory
pramérnych hodnot zastoupeni jednotlivych slozek v roztoku byly pro tyto dvé mnoziny xM22 =
(zMe2 g2 Ehe)T — (6,90 104,21 - 10%,9,86 - 10%;6,12 - 103; 1,46 - 10%; 2,46 - 10%; 7,10 -
10%;2,19-10%; 8,53 -1071;2,97 - 102%;5,59 - 10%;2,62 - 10%;1,30 - 10%; 2,53 - 10%; 5,78 - 101;2,18 -
10%;3,74-10; 1, 78-10%; 6,10-10'; 1,25-10%; 6, 33-10%; 1,57-101) T a xMs = (z}Mo 7316 .. zMo)T =
(4,69 - 10%: 2,84 - 10%; 6,68 - 10%;4,15 - 10%; 1,04 - 10%; 1,63 - 102)7.



Moa Moo
dimenze | neskdlovand Skélovana
1 0 0
2 6 6 M M
3 2 7 . -y PR ,
4 - 4 dimenze | neskdlovand Skalovana
1 0 0
5 6 5
2 0 2
6 7 7
3 0 7
7 3 6
4 3 0
8 7 1 5 0 1
9 10 0
10 5 0
11 5 0
12 az 21 0 0

Tabulka 5: Pocet prumétt prvkd mnoziny Mas, resp. Mg do optimalniho podprostoru ziskaného
jednou z modifikaci analyzy hlavnich komponent, které obsahuji alespon jednu zapornou slozku

V tabulkach 3 a 4 jsou pro srovnani s vysledky v tabulkidch 1 a 2 vyneseny kvadratické
odchylky rekonstruovanych dat od ptivodnich dat v [?> normé, co odpovida [ normé rozdilu
matic X a Y ziskané algoritmem s posledni popisovanou modifikaci:

Eq =X~ Y| 3)

Ztejmé doslo ke zvétseni odchylek méfenych touto normou. Nemohlo tomu byt jinak, pokud
prvni modifikace algoritmu vedla k nalezeni vzdy optimalniho podprostoru v neskalované (2
norme.

Porovnali jsme vysledky téchto dvou postupt z hledisek nami definované ,ptijatelnosti®,
tj. nezdpornosti vSech slozek rekonstruovanych dat a malé vzdalenosti ve skdlované maximové
normeé || - ||g. Prvni hledisko lze dobfe vyhodnotit z tabulky 5, kde ¢islo vynesené pro kazdou
dimenzi redukce oznacuje pocet pozorovani v ptivodni mnoziné Mas, resp. Mg, jejichz primeéty
do podprostort nalezenych srovnavanymi dvéma modifikacemi algoritmu analyzy hlavnich kom-
ponent obsahuji alespon jednu zapornou slozku.

Redukce na dimenzi 1 nevykazuje zadné slozky se zdpornym primétem, ani je vykazovat
nemiize, protoze promitame vektory, které maji jen nezaporné slozky do ptrimky, jejiz smérovy
vektor ma samé nezaporné slozky. Pokud chceme mnozinu Moy redukovat na podprostor s di-
menzi vétsi nez 1 ,,prijatelné”, musime zvolit dimenzi vétsi nez 11, nebo data skélovat a redukovat
na dimenzi aspon 9. Skalovani tedy zlepgilo ,pfijatelnost“. Jisté by byla zajimava analyza moz-
nosti zlepsSeni tohoto aspektu ,prijatelnosti“ jinou volbou Skalovaciho vektoru &. Tu jsme ale
zatim neprovedli.

Mnozina Mg naopak vykazuje zhorSeni tohoto aspektu ,prijatelnosti“ pfi pouziti skélovani.
,Prijatelnou“ redukci nelze provést pri pouziti skalovani pro zadnou dimenzi kromé 4. Naopak
bez skélovani je praveé redukce na dimenzi 4 ,nepfijatelnd”.

Druhé hledisko ,,pfijatelnosti“ redukce jsme zkoumali statistickym vyhodnocenim maximové
normy |||z rozdilu prvka ptvodni mnoziny Masg, resp. Mg a jejich priamétt do podprostoru nale-
zeného analyzou hlavnich komponent. Pro ilustraci jsme vynesli do tabulky 6 vybrané statistické
veli¢iny pro redukci mnoziny Mg do dimenze 3 a 4 obéma modifikacemi analyzy hlavnich kom-
ponent. Jsou zde uvedeny maximum, tj. nejvétsi odchylka jednotlivého méfeni od jeho obrazu
v celé mnoziné, aritmeticky priimeér odchylek pres celou mnozinu a median odchylek pies mnozinu
Ms. Tabulka ukazuje, ze $kalovani neredukuje vzdy nejvétsi odchylku (pro dimenzi 3 maximum



dimenze 3 dimenze 4
neskalovand skalovana | neskalovana Skalovana

maximum 132 149 158 47
prumeér 4,33 1,84 3,91 1,49
median 0,18 0,08 0,17 0,04

Tabulka 6: Maximalni a praimérna hodnota a median maximové normy || - ||z rozdilu prvka mno-
ziny Mg a jejich priméti do podprostoru dimenze 3 a 4 ziskaného obéma variantami modifikace
algoritmu analyzy hlavnich komponent

dimenze | l.slozka 2.slozka 3.slozka 4.slozka 5.slozka 6.slozka
1 0 3 165 39 347 84
2 0 0 168 40 344 86
3 0 0 267 22 141 208
4 0 0 357 2 0 279
5 0 0 0 0 0 638

Tabulka 7: Frekvence vyskytu maximalnich chyb v jednotlivych slozkach pro Mg neskalovanou

skalovanim vzrostlo). Pozorovali jsme ale typicky pokles priméru a medianu. Vyznamné vyssi
prumeér nez median naznacuje vyskyt nékolika extrémné velkych odchylek. Analyza, zda nejvétsi
odchylky vykazuje stejna, nebo rizné podmnoziny mnoziny Mg pro oba postupy redukce a pro
rizné dimenze nebyla zatim provedena.

Predpokladanou vlastnosti skalovani je vyrovnani vyznamnosti jednotlivych slozek vektoru
méfeni. Tuto skutecnost lze dokumentovat tabulkami frekvenci vyskytu maximéalni chyby v jed-
notlivych slozkach méreni 7, 8. Je zde vynesen pocet vyskytti maximéalni odchylky v jednotlivych
slozkach vektori z Mg pro kazdou dimenzi redukce. Vyskytem maximalni odchylky v ¢-té slozce
vektoru x € Mg myslime rovnost o;|z; — (Ily, x);| = ||x — Iy, x| -

Z tabulek 7 je vidét, ze postup bez Skalovani optimalizuje podprostor tak, Ze promitani
generuje vétsi odchylky v procentudlnim vyjadreni ve slozkéch s mensi primérnou hodnotou ;.
V tabulce 8 je patrnd mnohem vyrovnanéjsi distribuce chyby v disledku skalovani.

Z provedenych analyz nevyplyva zatim jasny zavér o tom, ktery z uvedenych postupu je
vhodnéjsi. Ukazuje se, ze provedeni analyzy zptisobem, ktery je v predchozich odstavcich nazna-
¢en, je tfeba udélat pro kazdou konkrétni tilohu podobného typu znovu. Vhodnost konkrétniho
zvoleného postupu pak zavisi na konkrétni definici ,,pfijatelnosti“ vysledku a dalsich prioritach.

Pro nasi aplikaci je soucasti ,piijatelnosti“ kladnost vSech slozek promitnutych dat. Tento
pozadavek nemusi byt tplné striktni pfi pfipadné aplikaci na jiny problém, kde bude mozné cast
puvodnich dat z analyzované mnoziny vylouéit nebo upravit (napifiklad omezenim se na geomet-
rickou nebo ¢asovou podoblast modelované tlohy nebo prihlédnutim k mozné chybé chemickych

dimenze | l.slozka 2.slozka 3.slozka 4.slozka 5.slozka 6.slozka
1 0 14 142 59 315 108
2 23 73 336 109 25 72
3 76 171 2 243 17 129
4 163 235 1 239 0 0
5 592 0 1 45 0 0

Tabulka 8: Frekvence vyskytu maximalnich chyb v jednotlivych slozkach pro Mg skalovanou



analyz a podobné). Zajimavym smérem zkouméni mtze byt konstrukece jinych skalovacich vek-
tori @ pro dosazeni jiné distribuce vyznamnosti jednotlivych slozek prihlizejici napi. k ruzné
presnosti analyzy jednotlivych sloZek nebo k rizné mife jejich vyznamnosti (ve smyslu fidicich
a ovlivnénych slozek roztoku).

Provedli jsme také porovnani analyzy hlavnich komponent s postupem navrzenym v odstavci
2. Vysledky srovnéani jsou publikovany v roénikovém projektu Ivana Bruského [1] a ukazuji
predpokladany vysledek, ze postup z odstavce 2 dava vysledky shodné s analyzou hlavnich
komponent, ale je pomalejsi a jeho feseni obsahuje vice technickych problém.

Chceme-li zde prezentovat dalsi analyzu nasich dat, musime se omezit na dimenzi maximéalné
3. Vzhledem k nami definovanému prvnimu pozadavku ,pfijatelnosti“, nemame veliky vybér a
zvolime pro dalsi praci tfirozmérnou redukci mnoziny Mg ziskanou analyzou hlavnich komponent
bez skéalovani.

5 Aplikace inkrementalni metody hledani konvexniho obalu pro
nalezeni vhodnych bazovych vektoru

Nalezeni vhodné redukce ptivodniho prostoru popsana v minulém odstavci je dulezitym, ale ne
poslednim, krokem k simulaci transportu a chemickych reakci v mnohaslozkovém roztoku s uzi-
tim redukované dimenze. Kromé identifikace vhodného podprostoru je tfeba zvolit jeho vhodnou
bézi, do které budeme rozkladat poc¢ateéni podminky, ve které budeme provadét transportni vy-
pocty a kterou budeme pouzivat pro zpétnou rekonstrukci mnohaslozkovych dat.

Volba béaze z hlediska matematikti neni problém dulezity. Pokud si ale budeme vektory baze
a souradnice vektorti v ni interpretovat chemicky, zjistime, ze nékteré jeji vlastnosti vyznamné
pomiizou interpretaci kone¢ného modelu.

Bézové vektory v mnohaslozkovém prostoru lze interpretovat stejné jako vsechny vektory re-
prezentujici méreni jako bazové roztoky. Tedy bazovy vektor odpovida v jistém smyslu chemické
analyze néjakého bazového roztoku. V takovém pripadé je ale na misté pozadavek, aby vSechny
jeho slozky byly nezaporné.

Soufadnice jednotlivych méfenych roztoku v bazi redukovaného prostoru lze interpretovat
jako smésovaci poméry bazovych roztoki. Pak je ale na misté pozadovat, aby tyto soufadnice
byly nezéporné (a navic jejich souéet nebyl vétsi nez jedna). Druhou podminku piSeme do za-
vorky, protoze podafi-li se ndm najit bazi s nezapornymi slozkami takovou, ze vSechna méfeni
v ni maji nezaporné souiadnice, je splnéni podminky v zavorce pouze véci vhodného vynasobeni
vSech bazovych vektori kladnym cislem.

Uvedené dva pozadavky nejsou pro samotny model nutné, ale pro jeho interpretaci jsou
vyznamné a je-li mozné najit takovou bazi, pak je pfinosné ji mit k dispozici. Zfejmé je také to,
ze pokud takova baze existuje, rozhodné neni jednoznac¢né urcena. Na definici ulohy tak, aby
byla jednoznac¢na, jsme se zatim nezamétovali. Hledali jsme postup, jak zjistit, jestli takova baze
vibec existuje.

Za dilezité povazujeme zde poznamenat, ze baze ziskana analyzou hlavnich komponent ne-
miize spliiovat pro vyssi nez prvni dimenzi uz prvni z obou podminek (nezapornost vSech slozek
bazovych vektori). Prvni bazovy vektor sice vSechny slozky kladné mit bude zarucené (smétuje
v urc¢itém smyslu smérem do stfedu mnoziny méfeni, kterd maji vSechny slozky nezéporné), dalsi
bazové vektory jsou na néj ale kolmé, takze budou stejné zarucené obsahovat zaporné slozky.

Aby zvolené vektory byly bazi uréeného podprostoru V,,, kterd ma vyse zminéné dvé vlast-
nosti, musi spliovat v geometrickych pojmech nasledujici podminky:

e musi jich byt tolik, kolik je dimenze zvoleného podprostoru V,,,

e lezet ve zvoleném podprostoru V,, a byt linedrné nezavislé,



e sméfovat do prvniho 2°-antu prostoru V' (mit jen nezéporné slozky) a

e jimi uzaviend vyse¢ podprostoru V,, musi obsahovat vSechny priméty méfeni do podpro-
storu V;, (soufadnice primétti méfeni v této bazi musi byt nezaporné).

Pro predstavu posledni podminky je tfeba Tict, ze vyseci zde myslime nekonec¢ny jehlan prislusné
dimenze s vrcholem v pocatku, hranami ve sméru jednotlivych bazovych vektort a plastém
tvofenym c¢astmi rovin urcenych dvojicemi bazovych vektort. Pro n = 2 jde o trojihelnikovou
viyseC v roviné urcenou dvéma vektory, pro n = 3 jde o trojboky jehlan urceny tfemi vektory
atd.

Prvni tfi vlastnosti lze splnit velmi snadno a tuloha postavena jen na nich bude mit zcela
jisté nekonecné mnoho feseni pro kazdou tlohu, protoze prostor V,, urceny analyzou hlavnich
komponent obsahuje, jak jsme jiz rekli, vzdy asporn jeden vektor se samymi kladnymi slozkami.
Za prvni vektor nové baze bychom pfi feSeni takové Glohy volili prvni bazovy vektor z analyzy
hlavnich komponent, za kazdy dalsi i-ty vektor nové baze kombinaci prvniho a i-tého bazového
vektoru z analyzy hlavnich komponent obsahujici nenulovy nasobek i-tého bazového vektoru
a majici nazadporné souradnice. Posledni vlastnost tlohu technicky komplikuje, protoze pravé
prvni bazovy vektor z analyzy hlavnich komponent sméfuje do stfedu méfeni a tak nemutze byt
soucasti baze spliujici také ¢tvrtou podminku.

Pojem vhodné béaze neni, jak uz jsme Tekli, jednoznac¢ny. Proto bude tfeba pro konkrétni
volbu vzdy uréit dodatecné pozadavky. Volbu baze bez jednozna¢nych pozadavkt nemiizeme
plné zalgoritmizovat. Geometricka predstava nam alespon pomiize identifikovat postup, kterym
zjednodusime expertovi navrh vhodné baze provést. Navrzeny postup je néasledujici:

e provést pro mnozinu méreni M v prostoru V analyzu hlavnich komponent — zvolit pod-
prostor V,, a primét mnoziny M do tohoto prostoru M

e najit mnozinu pruméti vektort standardni baze prostoru V' do V, (oznaéime ji F)

e promitnout mnoziny ]\:4 a E v prostoru V,, na jednotkovou kouli se stfedem v pocatku

(dostaneme mnoziny M a E na sférické varieté V,, s dimenzi n — 1)

e najit konvexni obal M v V;, (mnozZinu jeho vrchol oznaéime M ~) a konvexni obal EvV,

(mnozinu jeho vrcholt ozna¢ime E7)

Posledni operaci navrzeného postupu (hledéni konvexniho obalu dané mnozZiny v prostoru
obecné dimenze) muZzeme realizovat napiiklad inkrementalni metodou popsanou a demonstrova-
nou napf. na webovych strankach Tima Lamberta z The University of New South Wales, Sydney
[7]. i
_ Volba vhodné baze pak muze probéhnout na n — 1 rozmérné varieté V,,. Vybereme mnozinu
B obsahujici n konvexné nezavislych vektori z V,, tak, Ze konvexni obal B v V,, musi lezet cely
uvnité konvexniho obalu £~ a musi ~obsahovat cely konvexni obal M~. Bazové vektory pak

navrhneme jako néasobky vektori z B ve V, takové, aby soucet souradnic kazdého prvku M
v nové bazi nebyl vétsi nez 1.

Mnozina B s uvedenymi vlastnostmi nemusi pro obecné zvolenou mnozinu M a obecné zvo-
leny prostor V,, existovat. Pokud existuje, nemusi byt jeji volba jednoznacna.

Pro grafické priblizeni geometrického vyznamu navrZzeného postupu jsme na obrazku 1 zob-
razili vysledek navrzeného postupu pro zvolenou sadu dat Mg redukovanou do prostoru dimenze
3 analyzou hlavnich komponent bez uziti skadlovani. Z obrazku je patrné, ze bazi lze v tomto pii-
padé volit velmi volné. Provedeny vybér je proveden tak, ze jeden z bazovych vektorti odpovida
presné jednomu z méfeni (roztoku s nejmensim mnozstvim rozpusténych litek v analyzované
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Obrazek 1: Primét do jednotkové koule kolem pocatku v podprostoru V3 ziskaném PCA bez
skalovani. Modré body: mnozina Ms, ¢ervené zvyraznéné body: mnozina E, zelené zvyraznéné
body: vrcholy konvexniho obalu mnoziny Mg, éerné body: zvolena baze optimalniho 3D podpro-

storu B.

mnoziné) a dva dalsi jsou voleny co nejblize jinym zméfenym roztokim. Provedli jsme tak efek-
tivni rozklad simulovanych roztokt do baze tii roztokiu. Kazdy roztok v meéfené mnoziné tak
1ze interpretovat jako smés t¥i bazovych roztoku (zastoupeni kazdého z nich je dano pfislusnou
soufadnici v nové bazi) a destilované vody (jejiz chemicky rozbor odpovida nulovému vektoru a
jejiz mnozstvi v kazdém méfeném roztoku je jedna minus soucet vSech soutadnic v nové bézi).

6 Motivaéni priklad pro aplikaci postupu

V tomto odstavci budeme interpretovat mozny vyznam navrzeného postupu na vysledku Ing.
Vladimira Wasserbauera, CSc. z DIAMO, s. p. Ten v roce 2006 provedl rozklad chemickych
analyz provedenych na vzorcich vod odebranych v ¢asti lokality Straz pod Ralskem béhem
jednoho roku do ¢tyt bazovych roztoki. Jejich volba nebyla provedena navrzenym postupem a
neni reprodukovatelna. Prace na navrhu tohoto postupu vyplynula z potfeby mit k dispozici
postup pouzitelny pro analyzu vétsich mnozin dat bez apriornich znalosti pouzitych pii ndvrhu
této baze.

Prezentujeme zde vysledky rozkladu ing. Wasserbauera proto, Ze pro podobné grafické inter-
pretace rozkladu mnoziny Mg prezentovaného do minulého odstavce, nemame dostatek informaci
o lokalizaci jednotlivych méfeni z mnoziny Mg. Zde prezentované mapy byly vytvoreny ve s. p.
DIAMO Ing. Jifim Srdmkem s uzitim programu SURFER a byly poskytnuty pravé pro tcel ilu-
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Obrazek 2: Soutradnice analyzovanych roztoku ve ¢tyiprvkové bazi vynesené do map. a) Prvni
bazovy vektor odpovida slozeni neovlivnéné cenomanské vody. b) Druhy bazovy vektor odpovida
slozeni technologickych roztoku vtlac¢enych v minulosti do severozapadni ¢asti lokality. c) Treti
bazovy vektor odpovida sloZeni technologickych roztokt vtlacenych v minulosti do jihovychodni
¢asti lokality. d) Ctvrty bazovy vektor odpovidd pravdépodobné produktiim reakci pti miseni
dvou druhti v minulosti vtlac¢enych technologickych roztoki.

strace mozné interpretace vysledkt navrhovaného postupu.

Analyzy chemickyjch reakci byly promitnuty do ¢tyfrozmérného podprostoru definovaného
bazovymi vektory odpovidajicimi chemickému slozeni tii skute¢nych roztok z lokality a jednoho
dalsiho ziskaného optimalizaci. Prvni bazovy vektor odpovida slozeni neovlivnéné cenomanské
vody, druhy a tfeti bazovy vektor odpovidaji slozeni technologickych roztoku vtlacenych v mi-
nulosti do dvou ¢&asti lokality. Ctvrty vektor byl hleddn tak, aby odchylky jednotlivych méfeni
od jejich primeétu do ¢tyfrozmérného podprostoru byly minimélni a neodpovida zddnému sku-
teCnému roztoku.

Na obrazku 2 je zobrazen rozklad analyz skuteénych roztokt do vyse popsané baze. Kazdy
analyzovany roztok byl odebran z konkrétniho mista v lokalité a v mapé mu odpovida prislusny
bod. Programem SURFER byly hodnoty zobrazovanych veli¢in expandovany do plochy. Hodnoty
vynesené na obrazku 2 odpovidaji soufadnicim primétia analyzovanych roztokt do ¢tyfrozmeér-
ného prostoru v uvedené bazi. Obrazky 2a az 2c¢ ukazuji dominantni zastoupeni neovlivnéné
cenomanské vody v okoli vyluhovacich poli a dvou technologickych roztokt v téch ¢astech loka-
lity, kde byly vtlaceny. Obrazek 2d ukazuje vyznamnéjsi zastoupeni ¢tvrtého bazového roztoku
na rozhrani oblasti dominovanych technologickymi roztoky a lze jej interpretovat tak, ze dopoci-
tany ¢tvrty roztok odpovida reakénim produktiim vznikajicim pii miseni dvou technologickych
roztoki.

Obréazek 3a zobrazuje mapu koncentrace SO,4 podle provedenych analyz roztokt. Na obrazku
3b je tatdz mapa provedena z dat promitnutjch do ¢tyfrozmérného podprostoru. Obrazek 3c



zvodni vypotet

Obrézek 3: a) Zmérené koncentrace SO4 vynesené do mapy. b) Koncentrace SO4 zrekonstruované
z dat redukovanych do ¢tyfrozmérného podprostoru vynesené do mapy. ¢) Rozdily zméfené
koncentrace SO4 a koncentrace SOy4 zrekonstruované z ¢tyirozmérnych dat vynesené do mapy.

ukazuje mapu rozdilu zméfenych a rekonstruovanych koncentraci SOy.

Uvedeny vysledek neodpovidé rozkladu do optiméalniho ¢tyfrozmérného podprostoru, presto
jsou pozorované rozdily v obsahu SO4 u v&tSiny vzorkd mensi nez 5% a u zddného vzorku
nepiesahuji 20%.
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