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Abstrakt

Prispévek se zabyva analyzou zavislosti veli¢in, které jsou sledovany v ramci technicko-
bezpecnostniho dohledu prehrad (TBD). Je orientovan pfedevsim na néktera uskali vyskytuji-
ci se pfi rutinnim pouziti statistickych metod, kdy nejsou ovétovany predpoklady téchto me-
tod.

1. Uvod

Statistickd analyza rozsahlych soubort dat, které jsou ziskavany v ramci TBD na vodnich
dilech, se dosud omezuje prevdzné na odhad korelace (t€snosti linedrni zavislosti) a odhad
parametrt linedrni regresni funkce sledovanych veli¢in metodou nejmensich ¢tverct. Predpo-
kladem uspéchu pouziti statistickych metod je respektovani jejich predpokladu.

Dulezité je také uvédomit si, za jakym tcelem se statistické hodnoceni provadi. Tak napti-
klad z historického chovani hraze odvozena pfiléhava regresni zévislost mezi nezéavislymi
(napt. poloha hladiny v nadrzi, srdzkovy thrn) a zavislymi (piezometricka vyska ve vrtech,
prusak) velicinami by méla umoznit kontrolu, zda se zavislé veli¢iny pohybuji v ,,piijatel-
nych* mezich. To vede k doplnéni regresniho modelu o pasy spolehlivosti.

Zékladnim vstupnim pfedpokladem pro uspesné pouziti regresnich modelll je homogenita
dat (,,stejné* vstupni podminky v obdobi jejich ziskavani). K odliSeni dat ziskanych za jinych
podminek miize slouzit mimo jiné shlukova analyza.

V dal§im textu jsou v piipad¢€ analyzy zdvislosti piezometrické vysky (dale oznacované ja-
ko ,,tlak*) ve vrtech (ndhodné veli€ina Y) na hladin¢ vody v nadrzi (ndhodna veli¢ina X) de-
monstrovany nekteré postupy, které by bylo vhodné aplikovat v rdmci vyhodnoceni veli¢in
namétenych v ramei TBD. K dispozici bylo 410 métfeni hodnot hladiny a tlaku v obdobi od
1/3/00 do 2/26/07, méfeni byla provadéna primérmneé 1x za 7 dni.

2. Graficka prezentace

Zékladni predstavu o vlastnostech datového souboru poskytne graficka prezentace dat, ktera
umoziiuje odhalit pfipadné zvlastnosti v datech.

Oznac¢me jako x;, resp. y; zjisténé hodnoty hladiny a tlaku v i-tém pozorovéni (i =1, ..., N).
ZapiSeme-li vektory pozorovani (x;,y;) do fadkti matice, dostaneme datovou matici typu N/2.

Dvourozmérny datovy soubor lze znazornit pomoci bodového diagramu, kde hodnoty
proménnych chadpeme jako soutadnice bodll v roving. Z bodového diagramu (obr.1) je patrné,
ze data netvofi homogenni soubor, cozZ je pro statistické analyzy nutny predpoklad. Jsou zde
rozpoznatelné dva shluky a navic i ,,podeziela” méteni oznacena v elipse. Jedna se o méteni
145-179 ve dnech 11/29/02 az 1/3/03. Z obr. 2 lze usuzovat, zZe tyto body patrné odpovidaji
poruSe méteni v daném obdobi, kdy byla méfena konstantni hodnota tlaku 293,10. Pti dalsi
analyze tyto udaje vypustime. Zbyvajici data podrobime shlukové analyze za ucelem identifi-
kace ptislusnych shluki.
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Obr. 1 Bodovy diagram
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Obr. 2 Prubéh hodnot hladiny a tlaku v zavislosti na poradi méreni

3. Shlukova analyza

Cilem shlukové analyzy je roztfidéni N pozorovani do nékolika pokud mozno homogennich
shlukii. Pozadujeme, aby pozorovani uvniti jednotlivych shlukli byla podobna co nejvice a
pozorovani z riznych shlukii co nejméné.

Podobnost nebo nepodobnost pozorovani méfime pomoci riznych mér vzdalenosti.
Nejcastéji se pouziva euklidovska vzdalenost. Z datové matice vime, ze:

i-té pozorovani je charakterizovano vektorem pozorovani (x;, y;),

J-t€ pozorovani je charakterizovano vektorem pozorovani (x;, ;).
Jejich euklidovska vzdalenost dj; je:

dy=A(x,—x, ) +(y,-y, )" .

Cim je vzdalenost d; mensi, tim jsou pozorovani s indexy i a j podobn&jsi. Vzdalenosti vypo-
¢itané pro vSechna pozorovani se zapisuji do tzv. matice vzdalenosti. Pro vytvareni shluki
existuje celd fada algoritmll. Pokud zname pocet & shlukii, mizeme napt. pouzit tzv. metodu
k-priiméru. Pokud pocet k shlukli nezname, coz je v aplikacich Cast&jsi, pouziva se nejcastéji
tzv. aglomerativni hierarchicky algoritmus, kde se jednotlivé typy lisi tim, jak méfime vzda-
lenosti mezi vytvafenymi shluky.

Hierarchické shlukovani spoCiva v tom, ze postupné sluCujeme pozorovani, a to nejprve
nejblizsi a v dalsich krocich pak stale vzdalen&jsi. Dostavame tak postupné rozklady ... ..,




S™ od rozkladu na jednotliva pozorovani SV az do rozkladu SV, ktery obsahuje jediny shluk,

a to viechna pozorovani. Pfitom kazdy predchozi rozklad S™ je zjemn&nim nasledujiciho

S™D_ PH zjemnéni shluky v rozkladu S™ vznikaji rozd&lenim n&kterych shlukil v rozkladu

™D Postup Ize shrnout do 3 kroki.

1. Kazdé pozorovani povazujeme za samostatny shluk.

2. V matici vzdalenosti najdeme 2 shluky, jejichz vzdalenost je minimalni.

3. Tyto 2 shluky spojime do nového, vétSiho shluku. Piepocitame matici vzdalenosti. Jeji fad
se zmensi o 1. Pokud je pocet shlukii £ > 1, vratime se na krok 2, pokud je k£ = 1, ukon¢ime
vypocet.

Pro vypocet vzdalenosti mezi vicebodovymi shluky byla pouzita metoda priimerné vazby, kdy
je vzdalenost mezi 2 shluky primérem vzdalenosti mezi jejich pozorovanimi. Vysledky hie-
rarchického shlukovani zndzorfiujeme graficky Ng)omoci tzv. dendrogramu. Je to graficky zna-
zornéna posloupnost dvojic {(v1,SM),. ., (vwS™)Y, kde vy, ..., vy je neklesajici posloupnost
rovni spojovani a S” je roztiidéni pozorovani odpovidajici Grovni v; , i = 1, ..., N.
Z dendrogramu pro danou uroven vzdalenosti — tzv. Fez dendrogramu, uré¢ime pocet k shlukt i
slozeni shluk.
Metoda k-prumeérii je nehierarchickd metoda, vychazi z nésledujiciho algoritmu
1. Néhodné stanovime rozklad souboru N pozorovani do & shlukd.
2. Ur¢ime vybérové priméry (centroidy).
3. Pro vSechna pozorovani spocitame vzdalenost od vSech vybérovych centroidi. Pozorovani
zatfadime do toho shluku, kjehoZz vybérovému centroidu mé nejblize. Pokud nedoslo
k zddnému presunu, povazujeme aktualni shluky za definitivni, jinak se vratime na krok 2.
Stejné postupujeme i v piipad€, kdy pracujeme s vicerozmérnymi daty, neZ jsou dvouroz-
mérnd. Na obr. 3 je zachycen vysledek hierarchického shlukovani pro data z obr. 1. Pro tro-
venl vzdalenosti 5 jsme dostali 2 vyrazné shluky. Stejny vysledek byl ziskan pomoci metody
k-prumerii, k = 2. Do jednotlivych shlukl byla zatazena stejna pozorovani jako v piipad¢ hie-
rarchického shlukovani. Rozklad do dvou shluki je tvofen tak, jak je jiz pfedem patrné
z obr. 1, kde shluk €. 1 je pod Sikmou ¢arou a shluk €. 2 nad ni.
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Obr. 3 Dendrogram

Ve 2. shluku je 207 pozorovéni, v 1. shluku 166. Popisné statistiky shluki jsou v tab.1, indexy
znaci shluk 1 resp. 2. Na obr. 4 jsou znazornény krabicové grafy. Je vidét, Ze se shluky piilis
nelisi urovni hladiny, lisi se ale jeji variabilitou a variabilitou a trovni tlaku. Vétsi variabilita
tlaku v 1. shluku je zptisobena vétsi variabilitou hladiny v 1. shluku. Ze situace na piehradé je
znamo, ze shluk 1 pfislusi stavu po technickém zéasahu a shluk 2 stavu pted zasahem, ktery
nastal mezi 17.11. a 1.12.2003. Pti analyze musi byt kazdy shluk zpracovavan zvlast.



Tab. 1 Popisné statistiky shluki

Pocet | Primér | Median | Min Max Dolni | Horni | Rozpéti| Kvart | Sm
Proménna kvartil | kvartil rozpéti | odch
hladina_1 166 302,418 302,695 300,720 303,480 301,990 302,970 2,760 0,980 0,658
tlak_1 166 291,161 291,335 289,600 293,100 290,520 291,800 3,500 1,280 0,764
hladina_2 207 302,684 302,850 301,350 303,380 302,380 303,030 2,030 0,650 0,44¢
tlak_2 207 295,695 295,950 293,850 296,950 295,350 296,150 3,100 0,800 0,715
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Obr. 4 Krabicové grafy

4. Regresni model

Déle se zabyvame zavislosti tlaku na hladiné v ptipad¢ shluku 1. Bodovy diagram (obr.5)
indikuje silnou linedarni zavislost. T¢ésnost linearni zavislosti dvou kvantitativnich ndhodnych
veli¢in métime vybérovym korelacnim koeficientem R, jehoz druha mocnina (vybérovy koefi-
cient determinace R”) nasobena 100 udava, kolik % variability jedné z proménnych lze vy-
svétlit linearni zévislosti na druhé. V ptipadé€ 1. shluku je » = 0,895. Jde tedy o silnou linearni
zavislost, nebot’ 1ze linedrni zavislosti tlaku na hlading vysvétlit 80,2% variability tlaku.

Zamitame sice shodu marginalnich rozdé€leni s norméalnim na hladiné vyznamnosti 0,01,
protoze p-hodnota Lilieforsova varianty Kolmogorovova testu shody je mensi nez 0,01. Tato
rozdéleni jsou mirné zeSikmena. Dvourozmérné rozdéleni je vSak eliptické, coz vystihuje graf
elipsy na obr. 5. Vzhledem k tomu, Ze se nejedna o vyrazné odchyleni od normalniho rozd¢-
leni, 1ze testovat hypotézy o hodnoté korela¢niho koeficientu a konstruovat intervaly spolehli-
vosti — viz [3].

hladina D =0,173, p < 0,010, Lilliefors-p < 0,010

tlak D =0,096, p <0,100, Lilliefors-p < 0,010
hladinatlak r?=0,802; r= 0,895, p =00,000; y=-23,287 + 1,040*x
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Obr. 5 Analyza rozdéleni sledovanych veli¢in ve shluku 1



Pribéh zavislosti hodnot tlaku (zavisle proménné Y) na hodnotach hladiny (nezavisle pro-
meénné X) vystihuje regresni funkce veli¢iny Y vzhledem k veli¢iné X, tj. podminéna stiedni
hodnota E(Y|x) ndhodné veli¢iny Y za podminky, ze nahodna veli¢ina X nabyla hodnoty x. Na
zékladé vyse uvedenych vysledu predpokladame, ze

y=E(Ylx) = fo+ pix,
kde B a B jsou neznamé konstanty, tzv. regresni parametry. Ozna¢me B = (8o,1)" vektorovy
parametr a x = (1,x)”, potom lze psat

y=E(Y)=x'f.

Jedna se o specidlni piipad linearni regresni funkce veliCiny Y vzhledem k veli¢iné X (4j.
funkce, ktera je linedrni vzhledem k parametriim), protoze je linearni i vzhledem k hodnotdm
nezavisle proménné. Vektorovy parametr f se bézné odhaduje metodou nejmensich ¢tverct
(MNC), aniz by se ovétovaly predpoklady, které zaruduji ,,dobré* vlastnosti MNC odhadti. Ty
jsou zaruceny, pokud se vektor pozorovani zavisle proménné tidi tzv. klasickym linearnim
regresnim modelem (KLRM). Ozna¢me tedy

Y =(Y),....Y,)" sloupcovy n-rozmérmy nahodny vektor, jehoz slozky ¥; jsou neznamé hod-
noty zavisle proménné Y za podminky, Ze nezavisle proménna X nabyla hodnoty x;, tj.

Y;=Ylx; proi=1, ..., n.

O ndhodném vektoru Y fikdme, ze se fidi KLRM, jestlize pro jeho stfedni hodnotu E(Y) a
kovarian¢ni matici cov(Y) plati

E(Y )= AB, cov(Y)= o1,
kde A4 je tzv. regresni matice, coz je v pripad¢ nasi regresni funkce matice, jejiz i-ty radek je
x;' =(1,x),i=1, .., n. B je k rozmémy sloupcovy vektorovy parametr, u nas g = (8o,81)". I je
jednotkova matice typu n/n a 6 je neznamy parametr. KLRM miiZzeme psat ve tvaru

Y=A4A8+ ¢,
kde ¢ =(¢,...,¢, )" je vektor tzv. ndhodnych chyb, ktery ma nulovy vektor stfednich hodnot a

kovarianéni matici 0”1 a ktery je vyslednici neuvazovanych nahodnych vliva.

V bé&zné pouzivané MNC se predpoklada, Ze regresni parametry mohou nabyvat libovol-
nych hodnot, tj. nejsou na né kladeny Zzadné omezujici pozadavky. Jednoznaénost MNC pak
zaru€uje regularnost matice A.

Pokud je regresni matice A stochasticka, coz v nasem ptipad¢ je, protoze se nejednd o pla-
novany a fizeny laboratorni experiment, ale o pozorovani dvourozmérného rozdéleni nahod-
ného vektoru (X,Y), mizeme vyuzit vSech postupti regresnich modell s tim, Ze pozadujeme,
aby vysvétlujici proménna a ndhodna chyba byly nezavislé ndhodné veli¢iny. Matici A mu-
zeme také povazovat za deterministickou, pokud jsou hodnoty nezavisle proménnych méieny
s vEtsi presnosti nez hodnoty zéavisle proménnych.

Pro konstrukci intervalii spolehlivosti a testy hypotéz se predpoklada vicerozmérné nor-
malni rozdéleni vektoru ndhodnych chyb & (tedy i ndhodného vektoru ¥) nebo dostatecné
velky rozsah souboru a nevelké odchylky od normalniho rozdé€leni.

Za vyse uvedenych piedpokladii je MNC odhad f vektorového parametru g, tj. statistika,
ve které funkce

S(B)=(Y-AB) (Y -AB)=¢"¢
nabude absolutni minimum, nejlepsim nestrannym linedarnim odhadem parametru f. Tedy
odhady slozek vektorového parametru £ jsou linearnimi kombinacemi slozek vektoru ¥, jejich
realizace kolisaji okolo jejich skute¢né hodnoty a mezi vSemi nestrannymi linedrnimi odhady
maji nejmensi rozptyl.

Hledani MNC odhadu g pak vede na feseni soustavy normalnich rovnic

A"Ap=A"Y.



Jedna se o soustavu £ linearnich rovnic pro neznamy vektor parametrti f, kterd ma v ptipadé
regularni regresni matice A prave jedno feseni
B=(A"A)7"A"Y.
Toto feSeni je pfimo hledanym odhadem vektoru £ ziskanym metodou nejmensich ctvercu.
Bodové odhady parametrickych funkci, tj. funkci parametru f, pak dostaneme tak, ze za

parametr f dosadime jeho odhad ﬁ Tak napf. pro odhad Y vektoru ¥ pouzivame odhad
E(Y )jeho stiedni hodnoty E(Y), .

Y=E(Y)=Ap.
Odhad ¢ vektoru chyb ¢ je
E=Y-Y.

Slozky tohoto vektoru se nazyvaji (klasickd) rezidua. Bodovym odhadem regresni funkce
y=E(Y|x)=f, + f,x = x'f je statistika
E(Y|x)=x"B.
Tuto statistiku pouzivame i pro predpoved’ Y | x hodnoty ylx veliCiny Yx= E(Y|x)+ ¢ |x.
Vsechny vyse uvedené odhady jsou za ptfedpokladu, ze se ndhodny vektor ¥ tidi KLRM,
op¢t nejlepsi nestranné linearni odhady.
Nestrannym odhadem rozptylu o je statistika
S*=S8,/(n-k),
kde k je pocet regresnich parametrt v regresni funkci a
S,=S(B)=(Y -0 (Y-V)=¢"¢
je tzv. rezidudlni soucet ctvercu. Statistiku S nazyvame smérodatna chyba modelu.

4.1 Adekvatnost modelu

Statistickym kritériem kvality modelu je rezidudlni soucet ¢tvercti S, i smérodatna chyba mo-
delu S, které méii rozptylenost hodnot ndhodné veli¢iny Y okolo regresni funkce. Cim jsou
ob¢ statistiky mensi, tim je model adekvatnéjsi. Nevyhodou obou statistik je, Ze nejsou ome-
zeny shora a hodi se tudiz spiSe pro porovnavani kvality raznych modelt. V piipadé€, Ze ma
regresni funkce absolutni Clen, 1ze variabilitu zavisle proménné Y vyjadifenou tzv. celkovym
souctem ctvercu S, rozlozit na ¢ast, kterd neni vysvétlend regresnim modelem (tj. rezidudlni
soucet ctvercii S,) a Cast, ktera je regresnim modelem vysvétlena, tj. tzv. teoreticky (regresni)
soucet ctvercu S, 1j.

S =8 +8, S :Zn:(Yi—MY)Z, S, =i(2—MY)2, M, =%iYi.
i=1

i=1 i=1
Lze ukazat, Ze
S./S =1-8,/S =R’

kde R* je vybérovy koeficient determinace. Kritériem shody modelu s daty je tedy v tomto
pripad® i vyberovy koeficient determinace R” ktery je omezen shora &islem 1 a jehoZ inter-
pretaci zndme. O kvalit¢ modelu sveédci i ,,délka* intervalii spolehlivosti pro konkrétni hodno-
ty Y|x. V ptipadé velkého rozsahu souboru je 95 resp. 99%-ni interval spolehlivosti pro kon-
krétni hodnotu Y|x (tj. interval, ktery ji s pravdépodobnosti asponit 0,95 resp. 0,99 piekryje)
interval, jehoZ krajni meze jsou ptiblizné rovny Y | x+2S resp. Y |x+3S.

Vztahy pro vypocet presného intervalu spolehlivosti pro konkrétni hodnotu Yx, regresni
funkci, tj. E(Y]x) 1 regresni parametry Ize najit napt. v [5]. Meze intervalu spolehlivosti pro
konkrétni hodnotu Y]x pfi spojit€é se ménicim x vytvoti tzv. pds spolehlivosti okolo regresni



funkce. V aproximativnim piipadé jsou meze pasu rovnobézné s regresni funkci. Pfi mensSim
rozsahu dat je pas nejuzsi v bod¢, jehoz soutadnice jsou pruméry nezavisle a zavisle promén-
né a smérem k vétSim 1 mensim hodnotam nezéavisle proménné se rozsifuje.

Odhad regresni funkce ve shluku 1 je y=-23,2873+1,0398x. Smérodatna chyba modelu,

ktera se pouziva ke konstrukci intervalt spolehlivosti, je s = 0,341. Odhad koeficientu deter-
minace je 0,802. Z hlediska shody pozorovanych a modelovanych hodnot (odhada historic-
kych dat) se jedna o kvalitni model. Realizace 95%-niho intervalu spolehlivosti pro konkrétni
hodnotu Y|x je ptiblizné (1,040x -23,605,1,040x-22,605). Regresni model véetné 95%-niho
pasu spolehlivosti je na obr.6, vysek timto modelem v zéavislosti na pofadi méfeni je na obr.7.
Ptislusné hodnoty pro méteni 400 — 410 jsou uvedeny v tab. 2. Tak napt. odhad hodnoty tlaku
a odhad stfedni hodnoty tlaku ve dni 1/1/07 je 289,636, naméiena hodnota byla 289,62. Hod-
nota tlaku je s pravdépodobnosti aspoii 0,95 v rozmezi 288,949 az 290,320 .
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Obr. 6. Regresni model v pripadé 1. shluku
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Tab. 2 Odhady tlaku a stfedni hodnoty tlaku ziskané metodou nejmensich ¢tverci

Datum | Hladina | Tlak | Odhad | Klasicka | -95%PI | +95%PI| Odhad
Gis.m. tlaku rezidua AR
400 (12/18/06 300,97 289,67 289,656 0,014 288,970 290,341 289,808
401 [12/25/06 300,98 289,65 289,666 -0,016 288,981 290,351 289,723
402 1/1/07 | 300,95 289,62 289,635 -0,015 288,949 290,320 289,629
403 1/8/07 | 300,99 289,62 289,676 -0,056 288,991 290,361 289,664
404 1/15/07 301,06 289,63 289,749 -0,119 289,065 290,433 289,714
405 1/22/07 301,18 289,66 289,874 -0,214 289,191 290,557 289,794
406 1/29/07 = 301,25 289,70 289,947 -0,247 289,265 290,629 289,798
407 2/5/07 = 302,34 290,12 291,080 -0,960 290,405 291,756 290,891
408 2/12/07 302,62 290,46 291,371 -0,911 290,695 292,047 290,774
409 2/19/07 | 302,83 291,18 291,590 -0,410 290,913 292,266 290,849
410 2/26/07 302,87 291,44 291,631 -0,191 290,955 292,308 291,183

Legenda: -95%PI a +95%PI znaci dolni a horni mez 95%-niho intervalu spolehlivosti konkrétni hodnoty tlaku,
odhad AR znaci odhad hodnoty tlaku pomoci autoregresniho modelu radu 1

4.2 Analyza rezidui

K ovéfovani predpokladii o ndhodné chybé, kvalité dat ale 1 k vylepSovani modelu vyuZzivame
analyzu rezidui. Obecné lze fici, ze jakakoliv nendhodnost zjisténa u rezidui naznacuje urcité
nedostatky modelu.

Pti analyze rezidui se vychazi z klasickych rezidui, ktera jsou nestrannymi odhady nahod-
nych chyb. Na rozdil od nich jsou ale korelovand a maji nekonstantni rozptyl. Misto klasic-
kych rezidui se pouzivaji dalsi typy rezidui, které maji n€které lepsi vlastnosti pro statistickou
analyzu. Déle se pouzivaji rizné grafy, zejména grafy rezidui proti hodnotam predikce, hod-
notam nezavisle proménné nebo proti poradovému ¢islu pozorovani.

Graf rezidui proti nezavisle proménné hladina (obr. 8) mirné indikuje heteroskedasticky
model. Rozptyl podminénych rozdéleni se nejevi konstantni, mé tendenci slabé riist s ristem
hodnot nezéavisle proménné. Statistickymi testy (Glejser a Goldfeld viz [3]), ale nezamitame
hypotézu o konstantnim rozptylu na hladin€ vyznamnosti 0,01.

Z grafu rezidui proti poradi méfeni (obr. 8) je patrné nendhodné cyklické kolisani, coz in-
dikuje, ze navrzeny model neni spravny. Nendhodné kolisani mtize byt zplisobeno nezatraze-
nim proménné ¢as do modelu nebo autokorelaci nahodnych chyb. Pro test nulové hypotézy o
nekorelovanosti ndhodnych chyb proti alternativni hypotéze o korelovanosti sousednich chyb
1ze pouzit Durbin - Watsonovu statistiku
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Obr. 8 Graf klasickych rezidui proti nezavisle proménné a poradi méreni



Proti nulové hypotéze svéd¢i hodnoty statistiky D vzdalené od ¢isla 2. Korelovanost ndhod-
nych chyb byla potvrzena timto testem na hladin€ vyznamnosti 0,01.

Na obr. 9 je histogram rozdéleni standardizovanych rezidui, z néhoz je patrné nepftili§ vel-
ké odchyleni od normélniho rozdéleni. Lilieforsova varianta Kolmogorovova testu shody
normalni rozdéleni na hladin€ vyznamnosti 0,05 nezamita.

D = 0,042, p <n.s., Lilliefors-p < 1
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Obr. 9 Histogram standardizovanych rezidui a jeho porovnani
s hustotou normalniho rozdéleni.

4.3 Postupy pri poruseni predpokladi KLLRM
Pokud linearni model neni zakladni, tj. kovarianéni matice nahodné chyby & neni rovna o’1,
ale Ize ji vyjadiit ve tvaru o°W, kde matice W neni jednotkova, mluvime o tzv. zobecnéném

linearnim regresnim modelu. Pokud je matice W regularni, hleddme odhad l}Z vektoru f tzv.

zobecnénou metodu nejmensich ctvercii, tj. hledame statistiku ﬁ' . ve ktera funkce

S,(B)=(Y—AB) W (Y -AB)=¢"W '
nabude absolutniho minima.

Z teoretického hlediska je zobecnény linedrni regresni model trividlnim zobecnénim
KLRM, na ktery jej lze pfevést linearni transformaci. Z praktického hlediska je to ale horsi,
protoze matici W obvykle nezname a musime najit jeji odhad. Pokud bychom odhad vektoru
f v zobecnéném modelu hledali stejné jako v KLRM, dostaneme obecné méné presné odhady
regresnich parametri a vychyleny a méné presny odhad smérodatné odchylky ¢ modelu. Zo-
becnény linedrni model dostaneme napfi. v pfipadé nekonstantnosti rozptylu nahodné chyby,
tj. v pripadé tzv. heteroskedastického modelu, ale 1 v pfipadé, Ze jsou nahodné chyby korelo-
vané, tj. v piipad¢ autoregresniho modelu. Pomoci zobecnéného modelu Ize fesit 1 piipady,
kdy jsou na regresni parametry kladeny omezujici podminky. My se zde omezime pouze na
ptipad autokorelace, tj. korelovanosti ndhodnych chyb. Ostatni ptipady lze nalézt napt. v [3].
S autokorelaci se setkavame predevsim v ptipadech, kdy se pozorovani vztahuji k riznym
¢asovym okamzikiim nebo intervalim. Pak se miiZe stat, Ze ndhodné chyby ¢, zavisi na pred-
chozich hodnotéch, tj. neni splnén pfedpoklad o jejich nekorelovanosti. S autokorelaci se mu-
zeme setkat 1 v ptipad¢, ze do regresniho modelu nejsou zafazeny vSechny vyznamné vysvét-
lujici proménné.

Piedpokladejme, tedy, Ze jsou ndhodné chyby &, korelovany a tidi se autoregresnim mode-
lem AR(p) Fadu p, tj.

E=QE .t +r,proi=l..n,

kde ¢, ..., ¢, jsou nezndmé parametry a 7; je jina nahodna chyba, ktera spliiuje stejné pied-

poklady jako ndhodna chyba v KLRM. V piipad¢ 4R(1), ktery se vyskytuje nejcastéji, 1ze psat



Y=x/B+¢, ¢ =& +1,proi=1..n,
kde
¢ =p=cor(s,é.,), E(¢,)=E(t,)=0,D(s,)=0,, D(1,)= 0.

Lze ukazat, Ze
2 2

O-gz = frpz ’ Cov(gi’gi—j) = pjl_o-ﬁ = pjo-gz .
Tedy
cov(e)=ocW ,
kde
1 P pz pn—l
wo L |p 1 p P
1-p° :
pn 1 pn—Z pn—3 1

Model AR(1) lze zapsat ve tvaru
Y=Af+¢ E(g)=0, cov(e)=0cW .
Inverzni matici W' k matici W lze vyjadtit ve tvaru W' = P'P, kde

JlI-p> 0 0 -+ 0
—p 1 0 --- 0
P= 0 —p 1 - 0]
0 0 0 - 1]
Vynasobime-li AR(1) zleva matici P, pfevedeme jej na KLRM:
Z=QB+7,E(t)=0,cov(r)=0l,Z=PY, Q=PA,7=Ps.

Zobecnény odhad ﬁ'z parametru f pak mizeme hledat v transformovaném KLRM, podobné

tam miizeme konstruovat intervalové odhady a testovat hypotézy. Vysledky transformujeme
zpét do piivodniho modelu.
Pro test nulové hypotézy o nekorelovanosti nahodnych chyb proti alternativni hypotéze o

korelovanosti¢,, g, | 1ze pouZit jiz zminénou Durbin - Watsonovu statistiku D. Za odhad p lze

vzit odhad p korela¢niho koeficientu veliéin ¢, ¢, ,

p=1-05D.
Potom pro odhad IN’, hodnoty veli¢iny Y; pomoci AR(1) dostaneme

Z = xiTﬁZ +p(Y, - xiT—lﬁz) proi=2,..n.

Korelovanost ndhodnych chyb naSich dat byla prokazana. Prabéh zavislosti tlaku na hladi-
n¢ Iépe nez KLRM vystihuje AR(1). V ptipadé¢ 1. shluku dostdvame odhad p 0,735 a odhad

¥y, =—6,171+1,040x, —0,764x, , + 0,735y, , pro i=2,...,n.
Smérodatna chyba autoregresniho modelu je 0,224, zatimco pro KLRM je 0,341. Sitka 95%-
niho pasu spolehlivosti pro konkrétni hodnotu tlaku je 0,896 oproti Sifce 1,364 tohoto pasu
v KLRM. Siika pasu je tedy o 0,234 mensi, tj. pfedstavuje 65,7% Sitky pasu v KLRM. Hod-
noty odhadi ve shluku 1 pomoci modelu AR(1) jsou uvedeny v poslednim sloupci tab. 2. Na

obr. 10 je vysek autoregresnim modelem spolu s regresnimi odhady. Na obr. 11 je pak auto-
korelacni model véetné pasii spolehlivosti pro konkrétni hodnotu tlaku.
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Obr. 10 Zakladni a autoregresni model
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Obr. 11 Autoregresni model s pasy spolehlivosti pro konkrétni hodnotu tlaku
5. Zavér

Pti statistické analyze zavislosti dvou velicin je vhodné vzdy vychézet z grafické prezentace
dat. Ta umozni odhalit ptipadné defekty v datech, jako jsou napt. hrubé chyby méfeni a hete-
rogenita dat. Hrubé chyby je zapotiebi odstranit a pokud jsou data heterogenni, je zapotiebi je
rozlozit do homogennich skupin a analyzu provadét s kazdym shlukem zvlast. Identifikaci
shlukti realizujeme shlukovou analyzou nebo na zdklad€ znalosti pomérti na vodnim dile. Pii
samotné analyze zavislosti sledujeme dvé jeji vlastnosti - té€snost a prubéh. Orientaéni infor-
mace o téchto aspektech ziskdme z bodového diagramu dat. Pro méteni tésnosti zdvislosti
dvou veli¢in se nejcastéji pouziva korelacni koeficient, ktery méfti tésnost linearni zavislosti.
Prabéh zavislosti modelujeme pomoci regresni funkce, u které se predpoklada, ze je znam jeji
tvar. Regresni parametry se v aplikacich bézné odhaduji metodou nejmensich ¢tverct. Bézné



se ale neovéiuji podminky jeji pouzitelnosti, které zarucuji dobré vlastnosti ziskanych odhadi,
ani se nekonstruuji intervalové odhady konkrétnich hodnot zavisle proménné, jejichz Sirka
mimo jiné svédci také o kvalitach odhadt. Je tedy tieba znat pfedpoklady metody nejmensich
¢tverct a umét je ovétit. V tomto sméru je dulezitd analyza rezidui, kterd umozni nejen ovéfit
dané ptedpoklady, ale 1 naznaci, jak model opravit v ptipad¢, Ze tyto predpoklady nejsou spl-
nény.

Pozn. Prispévek byl zpracovdn v ramci feSeni grantového projektu GACR 103/05/2391.
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