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Abstrakt

Předmětem práce je posouzeńı stability stacionárńıho prouděńı mezi dvěma
souosými válci. Stacionárńı prouděńı je určeno konstantńı axiálńı rychlost́ı ve směru
osy válce a konstantńı úhlovou rychlost́ı. Stabilitu vyšeťrujeme pomoćı vlastńıch
č́ısel linearizovaných Eulerových rovnic. Diskretizace je provedena metodou spekt-
rálńıch prvk̊u. Algoritmus je implementován v MATLABu. Numerické experimenty
na reálných datech prokázaly, že stacionárńı prouděńı je stabilńı.

Necht’ C0 > 0 je konstantńı axiálńı rychlost a Ω je konstantńı úhlová rychlost zkou-
maného stacionárńıho prouděńı. Rovnice popisuj́ıćı pohyb nevazké nestlačitelné tekutiny
v cylindrickém souřadném systému rotuj́ıćım okolo osy x úhlovou rychlost́ı Ω jsou uvedeny
např. v [2]. Pro posouzeńı stability použijeme z nich odvozené linearizované Eulerovy
rovnice
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kde ṽx, ṽr a ṽϕ jsou malé poruchy axiálńı, radiálńı a obvodové rychlosti, p̃ je malá porucha
tlaku a ̺ je hustota. Splněna muśı být také rovnice kontinuity
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Úlohu řeš́ıme v oblasti Q = {(x, r, ϕ) | 0 < x < L, 0 < R1 < r < R2, 0 ≤ ϕ < 2π}.
Okrajové podmı́nky jsou předepsány takto: pro x = 0 je ṽx = ṽr = ṽϕ = 0, pro x = L

a r = R1 je p̃ = 0 a pro r = R2 je ṽr = 0. Máme ověřit, zda porucha vymiźı, tj. jestli

(ṽx, ṽr, ṽϕ, p̃) → (0, 0, 0, 0) pro t → ∞. (3)



Necht’ I =
√
−1 je imaginárńı jednotka a n je přirozené č́ıslo. Užit́ım transformace

(ṽx, ṽr, ṽϕ, p̃) = eλt+Inϕ(v̄x, v̄r, v̄ϕ, p̄) (4)

vylouč́ıme čas t i souřadnici ϕ a dostaneme problém vlastńıch č́ısel
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Zde λ je vlastńı č́ıslo a v̄x, v̄r, v̄ϕ a p̄ jsou vlastńı funkce proměnných x a r v obdélńıkové
oblasti D = {(x, r) | 0 < x < L, R1 < r < R2} splňuj́ıćı nulové okrajové podmı́nky

v̄x = v̄r = v̄ϕ = 0 pro x = 0, p̄ = 0 pro x = L,

p̄ = 0 pro r = R1, v̄r = 0 pro r = R2.
(6)

Člen eλt+Inϕ použitý v transformaci v (4) tedy převád́ı nestacionárńı úlohu v trojdimen-
zionálńı oblasti Q na problém vlastńıch č́ısel ve dvoudimenzionálńı oblasti D. Rotačně
symetrické úloze odpov́ıdá př́ıpad n = 0.

Stabilita vyjádřená podmı́nkou (3) nastane, právě když všechna vlastńı č́ısla úlohy
(5) - (6) maj́ı zápornou reálnou složku.

Diskretizaci provedeme metodou spektrálńıch prvk̊u, viz [1]. Oblast D rozděĺıme na
nx × nr shodných obdélńıkových prvk̊u a na nich aproximujeme vlastńı funkce pomoćı
Lagrangeových interpolačńıch polynomů stupně N v každé z proměnných x a r. Za uzly
interpolace voĺıme uzly součinové Gaussovy-Lobattovy-Legendrovy formule řádu 2N − 1.
Diskretizovaný problém vlastńıch č́ısel źıskáme kolokačńı metodou tak, že požadujeme
splněńı rovnic (5) - (6) v uzlech GLL formuĺı. Program napsaný v MATLABu sestav́ı ma-
tice A, B (A regulárńı, obecně komplexńı, B diagonálńı, reálná ale singulárńı) a zobecněný
problém vlastńıch č́ısel Au = λBu poč́ıtá užit́ım funkce eig nebo eigs.

Výpočty jsme prováděli pro data odpov́ıdaj́ıćı konkrétńımu technickému zadáńı. Zvolili
jsme R1 = 0,015, R2 = 0,15, L = 0,5, ̺ = 1000 a experimentovali jsme s hodnotami pro
C0, Ω ∈ 〈0, 100〉. Výpočty jsme prováděli pro n = 0, 1, 2, 3. Věrohodné výsledky jsme
obdrželi už pro jediný prvek, tj. když nx = nr = 1, a pro aproximaci vlastńıch funkćı
pomoćı polynomů stupně N = 8. Ve všech testovaných př́ıpadech jsme dostali vlastńı
č́ısla se zápornou reálnou složkou. Analýzou źıskaných výsledk̊u jsme dospěli k závěru, že
zkoumané stacionárńı prouděńı je stabilńı.
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