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Abstrakt

Predmétem prace je posouzeni stability staciondrniho proudéni mezi dvéma
souosymi valci. Stacionarni proudéni je uré¢eno konstantni axidlni rychlosti ve sméru
osy valce a konstantni thlovou rychlosti. Stabilitu vySetfujeme pomoci vlastnich
¢isel linearizovanych Eulerovych rovnic. Diskretizace je provedena metodou spekt-
ralnich prvkua. Algoritmus je implementovan v MATLABu. Numerické experimenty
na realnych datech prokazaly, Ze stacionarni proudéni je stabilni.

1. Rovnice proudéni

Necht Cj je konstantni axialni rychlost a  je konstantni ihlov4 rychlost zkoumaného
stacionarniho proudéni. Pohyb nevazké nestlacitelné tekutiny v cylindrickém soutradném
systému rotujicim okolo osy x thlovou rychlosti €2 popisuji Eulerovy rovnice
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Zde v,, v, a v, jsou postupné axialni, radidlni a obvodova rychlost, p je tlak,
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je materidlova derivace a o je hustota. Splnéna musi byt také rovnice kontinuity
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Rovnice (1.1)- (1.2) lze najit napf. v [6]. Ulohu fesfme v oblasti Q mezi dvéma souosymi
valci,

Q={(x,r,0)|0<z <L R <r<Ry,0<¢p<2rm}, (1.4)

kde L je vyska vélcu, Ry > 0 je polomér vnitiniho valce a Ry > R; je polomér vnéjsiho
valce.

Predpokladejme, Ze stacionarni proudéni v rotujicim soufadném systému je urceno
funkcemi

U, =Cp >0, v,=0, v,=0, p:pO::%QQQT2 (1.5)
a jim odpovidajicimi okrajovymi podminkami:

na ,vtoku“ x = 0 jsou pfedepsany vsechny slozky rychlosti v,, v, a v,, na
,vinitinim plasti“ r = R; je pfedepsan tlak p, na ,vnéjsim plasti“ r = Ry
je predepsana radialni slozka rychlosti v, a na ,vytoku“ x = L je predepsan
tlak p.

2. Stabilita

K vysetteni stability pouzijeme standardni postup: ke stacionarnimu proudéni pridame
malou poruchu, tj.

(vxavﬂvcpap) = (0070a07p0) + (63@7?77“’@]7’]5) ) (2]‘)

a ovéiime, zda (vg, v, vy, p) — (Co,0,0,p0) pro t — oo. Dosadime-li z (2.1) do (1.1)
a zanedbame malé ¢leny (obsahujici sou¢iny dvou proménnych opatenych vinkou), dosta-
neme linearizované Eulerovy rovnice
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a rovnici kontinuity

Mame ovérit, zda

(0, Uy, Uy, p) — (0,0,0,0) pro t — oo. (2.4)



3. Problém vlastnich ¢isel
Necht I = y/—1 je imagindrni jednotka a n je pfirozené ¢islo. Uzitim transformace
(O, By, D, P) = (0,0, 0,5, ) (3.1)

vylouéime cas t i soutadnici ¢ a dostaneme problém vlastnich ¢isel
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Zde A je vlastni ¢islo a v, ¥y, U, a P jsou vlastni funkce proménnych = a r v obdélnikové
oblasti

D={(z,r)|0<z<L,R <r < Ry}, (3.3)
splnujici nulové okrajové podminky

Uy =0, =0,=0 proax=0, p=0 prox=1L, (3.4)
p=0 pror= Ry, U, =0 pror = Rs. ’

Clen e Mm% pouzity v transformaci v (3.1) tedy ptevadi nestaciondrni tlohu v trojdimen-
ziondlni oblasti () na problém vlastnich ¢isel ve dvoudimenzionédlni oblasti D. Rotacné
symetrické tloze odpovida pripad n = 0.

Stabilita vyjadiend podminkou (2.4) nastane, pravé kdyz vSechna vlastni ¢isla tulohy
(3.2) - (3.4) maji zdpornou redlnou slozku.

4. Aproximace vlastnich funkci
Oblast D rozdélime na n, x n, shodnych obdélnikovych prvka DY, i = 1,2,...,n,,

j=1,2,...,n,, které maji délku h, = L/n, ve smeru osy x a h, = (Ry — Ry)/n, ve sméru
osy 7. Prvek D% je obrazem referencniho prvku D = [—1,1]? v zobrazen{

21 €) =[i—1+ 3+ )] he, () =Ri+[j —1+i(m+ D] h., [Em€D. (41)
Necht
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jsou uzly Gaussovy-Lobattovy-Legendrovy kvadraturni formule (strutné GLL formule)
fddu 2N — 1, viz [1], a necht

xk _"L‘ (gk) Tz] :Tij(C€)7 kjvgzoa]-)"')Na (43)

jsou jejich obrazy v zobrazeni (4.1).
Na prvku D% aproximujeme kazdou vlastn{ funkei v, oy, 9, a p stejnym zpusobem.
Aproximaci kterékoliv z nich hleddme ve tvaru Lagrangeova interpola¢niho polynomu
< <1z < s o [ ij AN .
stupné N v kazdé z proménnych z, r na siti uzla [z, 7, ]k,€:07 tj. ve tvaru

w5 (z,7) Z w2 (2, ) (1) = o (2)87(r), (4.4)
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jsou Lagrangeovy fundamentdlni polynomy na siti uzla {z%}~ , a podobné
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jsou Lagrangeovy fundamentélni polynomy na siti uzli {r%}Y ;. Doln{ index ¥ pfitom
vyjadiuje to, ze funkce ng je aproximaci funkce w na prvku D¥. Samotnym symbolem o
pak budeme rozumét dvojici diskretiza¢nich parametru ¥ = (h, N), kde h = max(hy, h,.)
reprezentuje jemnost déleni a N je stupen polynomické aproximace.

Funkef 1wy rozumime funkei definovanou na (uzavieném) obdélniku D takovou, Ze jeji
restrikce na prvek D% je rovna funkci 3. Protoze mezi uzly {¢,}N, GLL formul{ patii
body +1, ze vztahi (4.3) - (4.6) plyne, ze funkce wy je v D spojita.

Okrajové podminky splnime tak, ze polozime u’z,ljz = 0 v téch uzlech [:Ezj, sz |, v nichz
je funkce w rovna nule.

Konvergence wy — w pro h — 0 (N pevné) je typickd pro klasickou (tzv. h-verzi)
metody konecnych prvku, pro dostatecné hladnou funkci w je rychlost konvergence al-
gebraickd fadu O(h"), viz napi. [3]. Z teorie metody spektrdlnich prvki je zndmo, Ze
kdyz ma funkce w spojité derivace vsech tadu, pak pro N — oo (h pevné) je rychlost
konvergence wy — w rychlejsi nez algebraickd, fadu O(N~™) pro libovolné m > 0, viz
napf. [2].

Hledané aproximace vlastnich funkei oznacime v,.9, Ur9,0,9 @ Dy. Jsou to funkce po
¢astech polynomické (na kazdém prvku D% v kazdé z proménnych x, 7 polynomy stupné
N), globalné spojité (tj. spojité v uzaviené oblasti D), splitujici okrajové podminky (3.4).



5. Koloka¢éni metoda

Do rovnic (3.2) dosadime ¥y g, Uy9, Up9 & Dy misto U, Uy, U, a p a na kazdém prvku
dosadime za (x,r) vSechny GLL uzly. Tak dostaneme soustavu 4n,n,(N + 1)? rovnic

A*u* = AB*u”, (5.1)
kde
CoD,, @) O %Dx I O 0O Vy
O CoD, —20I iD, OI OO0 v,
AF = — e ,B* = ,ut = . (5.2)
O 201 CoD, ”—QIR OO0O1IOoOo \Z
D, D,+R niIR O O 00O P

Zde matice D, resp. D, odpovida derivaci bézovych funkci 1/1,?2 podle x resp. r (po-
drobné viz napf. [4]), I je jednotkova matice a O nulovd matice. R je diagondlni matice
odpovidajici clenu 1/r ve tieti a ¢tvrté rovnici soustavy (3.2) ( R ma v fddku piislusném
kolokacnimu uzlu [z, /] na diagonéle cislo [rf/]~1).

Jestlize je néktery uzel spolecny pro vice prvku (dva nebo étyfi), pak prislusné radky
a sloupce matic A, B secteme a vektor parametru u* odpovidajicim zpusobem zreduku-
jeme. Nékteré slozky redukovaného vektoru parametri jsou rovny nule, nebot jsou v nich
predepsany nulové okrajové podminky. Tyto slozky vynechame a soucasné vynechame
také odpovidajici sloupce a fadky matic A*, B*. Dostaneme tak problém vlastnich ¢isel

Au = \Bu, (5.3)

ktery vytesime.

Algoritmus je implementovan v MATLABu. Matice A a B se sestavuji z tzv. ele-
mentarnich matic postupem dobfe zndmym z metody koneénych prvka, viz napi. [5].
K vypoctu vlastnich ¢isel jsme pouzili funkci eig (poc¢itd vSechna vlastni ¢isla) a eigs
(pocité nékolik uzivatelem specifikovanych vlastnich ¢isel).

6. Numerické vysledky

Vypocty jsme provadéli pro data odpovidajici konkrétnimu technickému zadani. Zvolili
jsme Ry = 0,015, Ry, = 0,15, L = 0,5, 0 = 1000 a experimentovali jsme s hodnotami pro
Cy a 2. Pokud jde o parametr n, vétsinu vypoctu jsme provedli pro rotacné symetrickou
ulohu, tj. pro n = 0. Nékolik pokusu jsme vsak provedli také pro n = 1,2,3. Ve vSech
testovanych ptipadech jsme dostali vlastni ¢isla se zapornou redlnou slozkou.

Rozlozeni vlastnich ¢isel pro n = 0, €2 = 5 a nékolik hodnot Cj znézornuje obrazek 1.
Pro Cy = 0 jsou vlastni ¢isla ryze imaginarni, viz dodatek, pro Cy > 0 maji vlastni cisla
zapornou realnou slozku, pricemz s rustem Cj absolutni hodnota nejvétsich vlastnich cisel
roste.

Piipad pro n = 0, Cy = 5 a nékolik hodnot ) je uveden na obrazku 2. S rustem 2 se
vlastni ¢isla shlukuji okolo imaginarni osy.
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Obrazek 1: Vlastni ¢isla, n =0, Q2 =5, N =8, n, = n, = 1, vlevo nahote Cy = 0 , vpravo
nahote Cy = 0,01, vlevo uprostied Cy = 0,1, vpravo uprostied Cy = 1,vlevo dole Cy = 10,
vpravo dole Cy = 100.

Vysledky uvedené na obrazcich 1 a 2 jsme ziskali vypocty provedenymi na jediném
prvku s polynomem stupné 8. Kvalitativné stejné vysledky obdrzime, kdyz pouzijeme

nékolik prvki, jak je patrné z obrazku 3.

Na obrazku 4 demonstrujeme vliv n: pro n > 0 je matice A komplexni a proto kom-
plexni vlastni ¢isla uz nevystupuji v komplexné sdruzenych dvojicich.
Analyzou ziskanych vysledku jsme dospéli k zavéru, ze zkoumané stacionarni proudéni



je pro realistické hodnoty parametru Cj a €2 stabilni.
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Obrazek 2: Vlastni ¢isla, n =0, Cy =5, N = 8, n, = n, = 1, vlevo nahoie €}y = 0, vpravo

nahote €2y = 1,vlevo dole 2 = 10, vpravo dole €2 = 100.

7. Dodatek

V pripadé n = 0 a Cy = 0 lze rovnice (3.2) zapsat ve tvaru

1 0p
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! 0 Ox (7.1h)
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200, + A\, =0, (7.13)
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Z rovnic (7.11), (7.12) a (7.13) vyjadifme
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Dosazenim do (7.14) po dpravé dostaneme
P 10 [ 9p %p 20 2
LT () == kd = — . 7.3
dx2  ror (Tar) el ¢ 0 ( A ) (7:3)
Z okrajovych podminek (3.4) a ze vztahu (7.2) plyne
p=0 prox=Lar=R, @:O pro x = 0, @:O pror = Ry. (7.4)
Ox or

Uloha (7.3) - (7.4) mé zfejmé redlns nekladng vlastni ¢sla s < 0 a proto A musi byt ryze

komplexni.
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Obrazek 3: Vlastni ¢isla, n = 0, Cy = 2 = 5, vlevo nahoire N = 8, n, = n, = 1, vpravo
nahoie N =4, n, = n, = 2,vlevo dole N = 2, n, = n, = 4, vpravo dole N = 2, n, = 8§,

n, = 2.
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Obrazek 4: Vlastni ¢isla, Cyp = Q =5, N = 8, n, = n, = 1, vlevo nahote n = 0, vpravo
nahoie n = 1, vlevo dole n = 2, vpravo dole n = 3.
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