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Abstrakt

Předmětem práce je posouzeńı stability stacionárńıho prouděńı mezi dvěma
souosými válci. Stacionárńı prouděńı je určeno konstantńı axiálńı rychlost́ı ve směru
osy válce a konstantńı úhlovou rychlost́ı. Stabilitu vyšeťrujeme pomoćı vlastńıch
č́ısel linearizovaných Eulerových rovnic. Diskretizace je provedena metodou spekt-
rálńıch prvk̊u. Algoritmus je implementován v MATLABu. Numerické experimenty
na reálných datech prokázaly, že stacionárńı prouděńı je stabilńı.

1. Rovnice prouděńı

Necht’ C0 je konstantńı axiálńı rychlost a Ω je konstantńı úhlová rychlost zkoumaného
stacionárńıho prouděńı. Pohyb nevazké nestlačitelné tekutiny v cylindrickém souřadném
systému rotuj́ıćım okolo osy x úhlovou rychlost́ı Ω popisuj́ı Eulerovy rovnice
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Zde vx, vr a vϕ jsou postupně axiálńı, radiálńı a obvodová rychlost, p je tlak,
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je materiálová derivace a ̺ je hustota. Splněna muśı být také rovnice kontinuity
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Rovnice (1.1) - (1.2) lze naj́ıt např. v [6]. Úlohu řeš́ıme v oblasti Q mezi dvěma souosými
válci,

Q = {(x, r, ϕ) | 0 < x < L,R1 < r < R2, 0 ≤ ϕ < 2π} , (1.4)

kde L je výška válc̊u, R1 > 0 je poloměr vnitřńıho válce a R2 > R1 je poloměr vněǰśıho
válce.

Předpokládejme, že stacionárńı prouděńı v rotuj́ıćım souřadném systému je určeno
funkcemi

vx = C0 > 0 , vr = 0 , vϕ = 0 , p = p0 := 1

2
̺Ω2r2 (1.5)

a jim odpov́ıdaj́ıćımi okrajovými podmı́nkami:

na
”
vtoku“ x = 0 jsou předepsány všechny složky rychlosti vx, vr a vϕ, na

”
vnitřńım plášti“ r = R1 je předepsán tlak p, na

”
vněǰśım plášti“ r = R2

je předepsána radiálńı složka rychlosti vr a na
”
výtoku“ x = L je předepsán

tlak p.

2. Stabilita

K vyšetřeńı stability použijeme standardńı postup: ke stacionárńımu prouděńı přidáme
malou poruchu, tj.

(vx, vr, vϕ, p) = (C0, 0, 0, p0) + (ṽx, ṽr, ṽp, p̃) , (2.1)

a ověř́ıme, zda (vx, vr, vϕ, p) → (C0, 0, 0, p0) pro t → ∞. Dosad́ıme-li z (2.1) do (1.1)
a zanedbáme malé členy (obsahuj́ıćı součiny dvou proměnných opatřených vlnkou), dosta-
neme linearizované Eulerovy rovnice

∂ṽx

∂t
+ C0

∂ṽx
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a rovnici kontinuity
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Máme ověřit, zda

(ṽx, ṽr, ṽϕ, p̃) → (0, 0, 0, 0) pro t→ ∞. (2.4)



3. Problém vlastńıch č́ısel

Necht’ I =
√
−1 je imaginárńı jednotka a n je přirozené č́ıslo. Užit́ım transformace

(ṽx, ṽr, ṽϕ, p̃) = eλt+Inϕ(v̄x, v̄r, v̄ϕ, p̄) (3.1)

vylouč́ıme čas t i souřadnici ϕ a dostaneme problém vlastńıch č́ısel
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Zde λ je vlastńı č́ıslo a v̄x, v̄r, v̄ϕ a p̄ jsou vlastńı funkce proměnných x a r v obdélńıkové
oblasti

D = {(x, r) | 0 < x < L,R1 < r < R2} , (3.3)

splňuj́ıćı nulové okrajové podmı́nky

v̄x = v̄r = v̄ϕ = 0 pro x = 0, p̄ = 0 pro x = L,

p̄ = 0 pro r = R1, v̄r = 0 pro r = R2.
(3.4)

Člen eλt+Inϕ použitý v transformaci v (3.1) tedy převád́ı nestacionárńı úlohu v trojdimen-
zionálńı oblasti Q na problém vlastńıch č́ısel ve dvoudimenzionálńı oblasti D. Rotačně
symetrické úloze odpov́ıdá př́ıpad n = 0.

Stabilita vyjádřená podmı́nkou (2.4) nastane, právě když všechna vlastńı č́ısla úlohy
(3.2) - (3.4) maj́ı zápornou reálnou složku.

4. Aproximace vlastńıch funkćı

Oblast D rozděĺıme na nx × nr shodných obdélńıkových prvk̊u Dij, i = 1, 2, . . . , nx,
j = 1, 2, . . . , nr, které maj́ı délku hx = L/nx ve směru osy x a hr = (R2−R1)/nr ve směru
osy r. Prvek Dij je obrazem referenčńıho prvku D̂ = [−1, 1]2 v zobrazeńı
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Necht’

−1 = ζ0 < ζ1 < · · · < ζN−1 < ζN = 1 (4.2)



jsou uzly Gaussovy-Lobattovy-Legendrovy kvadraturńı formule (stručně GLL formule)
řádu 2N − 1, viz [1], a necht’

xij
k = xij(ζk) , rij

ℓ = rij(ζℓ) , k, ℓ = 0, 1, . . . , N, (4.3)

jsou jejich obrazy v zobrazeńı (4.1).
Na prvku Dij aproximujeme každou vlastńı funkci v̄x, v̄r, v̄ϕ a p̄ stejným zp̊usobem.

Aproximaci kterékoliv z nich hledáme ve tvaru Lagrangeova interpolačńıho polynomu
stupně N v každé z proměnných x, r na śıti uzl̊u [xij
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ij
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, tj. ve tvaru
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jsou Lagrangeovy fundamentálńı polynomy na śıti uzl̊u {rij
s }N

s=0. Dolńı index ϑ přitom
vyjadřuje to, že funkce w̄ij

ϑ je aproximaćı funkce w̄ na prvku Dij. Samotným symbolem ϑ
pak budeme rozumět dvojici diskretizačńıch parametr̊u ϑ = (h,N), kde h = max(hx, hr)
reprezentuje jemnost děleńı a N je stupeň polynomické aproximace.

Funkćı w̄ϑ rozumı́me funkci definovanou na (uzavřeném) obdélńıku D̄ takovou, že jej́ı
restrikce na prvek Dij je rovna funkci w̄ij

ϑ . Protože mezi uzly {ζs}N
s=0 GLL formuĺı patř́ı

body ±1, ze vztah̊u (4.3) - (4.6) plyne, že funkce w̄ϑ je v D̄ spojitá.
Okrajové podmı́nky splńıme tak, že polož́ıme w̄ij

kℓ = 0 v těch uzlech [xij
k , r

ij
ℓ ], v nichž

je funkce w̄ rovna nule.
Konvergence w̄ϑ → w̄ pro h → 0 (N pevné) je typická pro klasickou (tzv. h-verzi)

metody konečných prvk̊u, pro dostatečně hladnou funkci w̄ je rychlost konvergence al-
gebraická řádu O(hN), viz např. [3]. Z teorie metody spektrálńıch prvk̊u je známo, že
když má funkce w̄ spojité derivace všech řád̊u, pak pro N → ∞ (h pevné) je rychlost
konvergence w̄ϑ → w̄ rychleǰśı než algebraická, řádu O(N−m) pro libovolné m > 0, viz
např. [2].

Hledané aproximace vlastńıch funkćı označ́ıme v̄x,ϑ, v̄r,ϑ,v̄ϕ,ϑ a p̄ϑ. Jsou to funkce po
částech polynomické (na každém prvku Dij v každé z proměnných x, r polynomy stupně
N), globálně spojité (tj. spojité v uzavřené oblasti D̄), splňuj́ıćı okrajové podmı́nky (3.4).



5. Kolokačńı metoda

Do rovnic (3.2) dosad́ıme v̄x,ϑ, v̄r,ϑ, v̄ϕ,ϑ a p̄ϑ mı́sto v̄x, v̄r, v̄ϕ a p̄ a na každém prvku
dosad́ıme za (x, r) všechny GLL uzly. Tak dostaneme soustavu 4nxnr(N + 1)2 rovnic

A∗u∗ = λB∗u∗, (5.1)
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Zde matice Dx resp. Dr odpov́ıdá derivaci bázových funkćı ψij
kℓ podle x resp. r (po-

drobně viz např. [4]), I je jednotková matice a O nulová matice. R je diagonálńı matice
odpov́ıdaj́ıćı členu 1/r ve třet́ı a čtvrté rovnici soustavy (3.2) ( R má v řádku př́ıslušném
kolokačńımu uzlu [xij

k , r
ij
ℓ ] na diagonále č́ıslo [rij

ℓ ]−1).
Jestliže je některý uzel společný pro v́ıce prvk̊u (dva nebo čtyři), pak př́ıslušné řádky

a sloupce matic A, B sečteme a vektor parametr̊u u∗ odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem zreduku-
jeme. Některé složky redukovaného vektoru parametr̊u jsou rovny nule, nebot’ jsou v nich
předepsány nulové okrajové podmı́nky. Tyto složky vynecháme a současně vynecháme
také odpov́ıdaj́ıćı sloupce a řádky matic A∗, B∗. Dostaneme tak problém vlastńıch č́ısel

Au = λBu , (5.3)

který vyřeš́ıme.
Algoritmus je implementován v MATLABu. Matice A a B se sestavuj́ı z tzv. ele-

mentárńıch matic postupem dobře známým z metody konečných prvk̊u, viz např. [5].
K výpočtu vlastńıch č́ısel jsme použili funkci eig (poč́ıtá všechna vlastńı č́ısla) a eigs

(poč́ıtá několik uživatelem specifikovaných vlastńıch č́ısel).

6. Numerické výsledky

Výpočty jsme prováděli pro data odpov́ıdaj́ıćı konkrétńımu technickému zadáńı. Zvolili
jsme R1 = 0,015, R2 = 0,15, L = 0,5, ̺ = 1000 a experimentovali jsme s hodnotami pro
C0 a Ω. Pokud jde o parametr n, většinu výpočt̊u jsme provedli pro rotačně symetrickou
úlohu, tj. pro n = 0. Několik pokus̊u jsme však provedli také pro n = 1, 2, 3. Ve všech
testovaných př́ıpadech jsme dostali vlastńı č́ısla se zápornou reálnou složkou.

Rozložeńı vlastńıch č́ısel pro n = 0, Ω = 5 a několik hodnot C0 znázorňuje obrázek 1.
Pro C0 = 0 jsou vlastńı č́ısla ryze imaginárńı, viz dodatek, pro C0 > 0 maj́ı vlastńı č́ısla
zápornou reálnou složku, přičemž s r̊ustem C0 absolutńı hodnota největš́ıch vlastńıch č́ısel
roste.

Př́ıpad pro n = 0, C0 = 5 a několik hodnot Ω je uveden na obrázku 2. S r̊ustem Ω se
vlastńı č́ısla shlukuj́ı okolo imaginárńı osy.
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Obrázek 1: Vlastńı č́ısla, n = 0, Ω = 5, N = 8, nx = nr = 1, vlevo nahoře C0 = 0 , vpravo
nahoře C0 = 0,01, vlevo uprostřed C0 = 0,1, vpravo uprostřed C0 = 1,vlevo dole C0 = 10,
vpravo dole C0 = 100.

Výsledky uvedené na obrázćıch 1 a 2 jsme źıskali výpočty provedenými na jediném
prvku s polynomem stupně 8. Kvalitativně stejné výsledky obdrž́ıme, když použijeme
několik prvk̊u, jak je patrné z obrázku 3.

Na obrázku 4 demonstrujeme vliv n: pro n > 0 je matice A komplexńı a proto kom-
plexńı vlastńı č́ısla už nevystupuj́ı v komplexně sdružených dvojićıch.

Analýzou źıskaných výsledk̊u jsme dospěli k závěru, že zkoumané stacionárńı prouděńı



je pro realistické hodnoty parametr̊u C0 a Ω stabilńı.
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Obrázek 2: Vlastńı č́ısla, n = 0, C0 = 5, N = 8, nx = nr = 1, vlevo nahoře Ω0 = 0, vpravo
nahoře Ω0 = 1,vlevo dole Ω = 10, vpravo dole Ω = 100.

7. Dodatek

V př́ıpadě n = 0 a C0 = 0 lze rovnice (3.2) zapsat ve tvaru
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2Ωv̄r + λv̄ϕ = 0 , (7.13)
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Z rovnic (7.11), (7.12) a (7.13) vyjádř́ıme
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Dosazeńım do (7.14) po úpravě dostaneme
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Z okrajových podmı́nek (3.4) a ze vztah̊u (7.2) plyne

p̄ = 0 pro x = L a r = R1,
∂p̄

∂x
= 0 pro x = 0,

∂p̄

∂r
= 0 pro r = R2. (7.4)

Úloha (7.3) - (7.4) má zřejmě reálná nekladná vlastńı č́ısla s ≤ 0 a proto λ muśı být ryze
komplexńı.
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Obrázek 3: Vlastńı č́ısla, n = 0, C0 = Ω = 5, vlevo nahoře N = 8, nx = nr = 1, vpravo
nahoře N = 4, nx = nr = 2,vlevo dole N = 2, nx = nr = 4, vpravo dole N = 2, nx = 8,
nr = 2.
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Obrázek 4: Vlastńı č́ısla, C0 = Ω = 5, N = 8, nx = nr = 1, vlevo nahoře n = 0, vpravo
nahoře n = 1, vlevo dole n = 2, vpravo dole n = 3.
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