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Abstrakt

Do navazujiciho magisterského studia na Fakulté elektrotechniky a komunikacnich tech-
nologii VUT v Brné byly zafazeny i ¢tyfi matematické predméty. Pti jejich vyuce se pfednésejici
i cvi¢ici musi vyrovnavat s problémy, které vznikaji u studentu prerusenim jejich matematické
piipravy a s tim spojenou urcitou ztratou matematickych schopnosti a dovednosti. Jsou uve-
deny zkuSenosti s vyukou predmétu , Diferencidlni rovnice a jejich pouziti v elektrotechnice“
a jsou popsany postupné inovace predmeétu.
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1 Uvod

Po pfechodu na dvojstupnovy systém vysokolskolského studia (od roku 2002) na Fakulté elek-
trotechniky a komunikac¢nich technologii (FEKT) VUT v Brné promovali prvni sériovi bakalaii
v roce 2005. Na podzim téhoz roku bylo zah&jeno navazujici magisterské studium.

Uz v prubéhu prvnich roénikta bakaldfského studia bylo nutné provadét zmény v osnovach a
prubézné upravovat studijni plany. Podrobnosti viz [1], [3], [7].

Soubézné s tpravami bakalaiského studia probihala i piiprava navazujictho magisterského
studia. Protoze se od inzenyru (tj. od absolventu magisterského studia) ocekava i hlubsi vhled
do zvoleného oboru, je nutnd i jejich dukladnéjsi teoretickd pifprava, nebot musi mezi jinym
zvladnout i teoretické zaklady technickych oboru. K ispésnému splnéni téchto cilii jsou nezbytné
i dokonalej$i matematické znalosti. K tomuto tcelu byly do navazujiciho magisterského studia
zalazeny i ¢tyfi volitelné matematické predméty:

e Diferencidlni rovnice a jejich pouziti v elektrotechnice.

e Pravdépodobnost, statistika a opera¢ni vyzkum.



e Maticovy a tenzorovy pocet.

e Moderni numerické metody.

Prvni dva predméty jsou zafazeny do zimniho semestru a dalsi dva do letniho. Od studentu se
ocekava, ze zvolené predméty absolvuji béhem prvniho roku navazujiciho magisterského studia.
Pokud se jim nepodaii predméty absolvovat béhem prvniho ro¢niku, je mozné si je zapsat i ve
druhém roé¢niku.

2 Diferencialni rovnice a jejich pouziti v elektrotechnice

Pfedmét Diferencidlni rovnice a jejich pouziti v elektrotechnice (fakultni zkratka MDRE) byl
vytvoren tak, aby obsahoval vhodny matematicky aparat pro popis elektrotechnickych jeva
v navazujicim magisterském studiu na FEKT VUT a pro jejich feSeni v rdmci riiznych aplikaci.

Pti piipravé predmétu MDRE jsme vychézeli z tehdy platnych osnov pro bakalarské studium
(prace na piipravé byly zahajeny uz béhem roku 2004) a z pozadavku findlnich dstavi na konecny
profil absolventa. Tomu jsme pfizpusobili piipravu obsahu a stylu vyuky.

Z druhé strany jsme v té dobé nevédéli, jakd bude trovenn budoucich posluchac¢u a neméli
jsme zadnou moznost srovnani. Jen jsme védeéli, ze studenti budou mit pretrzku v matematickém
vzdélavéani, kterd muze byt az v délce tii semestri, pokud si nezapisi volitelny predmét Vybrané
partie z matematiky. Tusili jsme, ze dojde ke zméné jejich matematickych a pocetnich navyku,
ale neméli jsme zadnou predstavu o tom, jakd bude rychlost zapominéni a s ¢im muzeme pocitat
jako se spoleénym védomostnim zakladem.

Od skolniho roku 2005/2006, kdy byl predmét MDRE poprvé prednédsen v zimnim semestru
prvniho ro¢niku navazujictho magisterského studia, je jeho rozsah 3 hodiny prednések tydné a
1 hodina pocitacovych cviceni tydné pii 13 tydennim vyukovém semestru. Pfedmét je zakoncéen
zkouskou. Studenti mohou ziskat az 30 bodu ze cvi¢eni a az 70 bodu pii zdvéretné zkousce.
Pricemz zkousky se na nasi fakulté konaji vyhradné pisemnou formou.

Ptrednasky neobsahovaly nékteré zakladni poznatky o diferencidlnich rovnicich a jejich systé-
mech, které byly pfedneseny v jednotlivych pfedmétech bakalaiského studia. Jednd se napiiklad
o rovnice se separovanymi proménnymi, homogenni rovnice, linearni rovnice, Cauchyovu tlohu,
existenci feSeni apod.

N4&s puvodni predpoklad byl, ze studenti si budou dané postupy pamatovat a budou ovladat
jejich praktické pouzivani, poptipadé ze po kratkém piipomenuti je bude mozné pokladat za
znamé. Ve skuteénosti bylo nutné je dikladné pripomenout a zopakovat. Rada studenti ale
pusobila dojmem, Ze slysi dany materidl poprvé.

Puvodni népln prednések a pocitacovych cviceni predmétu MDRE je uveden napiiklad v [4].

Jako pro vSechny pfedméty na fakulté byl i pro predmét MDRE vytvoten elektronicky u¢ebni
text [8]. Je piistupny na fakultni pocitacové siti, k niz ma piistupové heslo kazdy student i
zaméstnanec FEKT. Do ucebniho textu bylo hned od pocatku zapracovano i vétsi mnozstvi
prikladu (fesenych i nefesenych, ale s uvedenymi vysledky), aby mohl slouzit nejen pro vyuku,
ale také pro samostatnou domaéci piipravu studentt.

3 Inovace

Pii piipravé bakalarského studia byl obsah teoretickych predmétu, a obzvlasté matematiky,
pouze nahudtén do mnohem mensitho poétu vyucovacich hodin.! V praxi se potom ukézalo, ze

!Béhem celého bakaliského studia majf studenti pouze 195 hodin vyuky povinnych matematickych predmétiL.
Pro srovnani - pfed zapocetim reforem bylo jen v prvnim semestru 225 hodin matematiky.



latku je sice mozné odprednéaset, ale studenti nejsou schopni zvladnout pozadovany objem uciva,
viz [10].

Proto bylo nutno pfistoupit k ipravam osnov. Byly provedeny ur¢ité zmény a nékteré partie
matematiky byly pfesunuty z povinnych pfedmétu do vysSe zminéného volitelného predmétu a
jiné byly Uplné vynechény.

Tim doslo k tomu, ze nékteré tématické celky, které byly soucasti vyuky v 1. a 2. ro¢niku
i aplikaci v navazujicim magisterském studiu, nebyly vubec sou¢dsti osnov.

Na zakladé rozboru vysledku a zkuSenosti z prvnich dvou roéniku navazujictho magisterského
studia bylo navrzeno provést inovaci pfedmétu MDRE. S ohledem na zménénou strukturu
matematickych predméti v bakalarském a magisterském studiu byl ndvrh vedenim fakulty pfijat.

K tomuto zavéru vedlo zjisténi, ze v celém kurzu matematiky (brdano souhrnné bakalarské
a magisterské studium) nejsou obsazeny nékteré oblasti, tykajici se oby¢ejnych diferencidlnich
rovnic, které jsou nezbytnym matematickym aparatem mnoha findlnich specializaci fakulty. Jde
hlavné o rozsiteni metod feSeni systému diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty, vyklad
stability obyéejnych diferencidlnich rovnic, limitnich cykla a periodickych feseni. Cést diivejsi
latky bude vynechana, diive probrané partie uciva se budou poklddat za zndmé a nebudou se
znovu opakovat, i kdyz od jejich vyuky uz ubéhly tii semestry (tyké se ¢asti uciva z bakalarského
studia). Inovace se bude tykat zhruba poloviny latky. Dalsim vystupem je zjisténi, ze bude
nutné provadét inovace predmétu c¢astéji v pravidelnych intervalech, jejichz délka bude zaviset
na zménach ve znalostech studentu a na pozadavcich findlnich ustavu.

Po provedenych tpravéch je osnova MDRE ve tvaru:

Ptrednasky:

I. Diferencialni rovnice prvniho fadu.
rovnic prvniho Fadu, které lze fesit analyticky. Rovnice vyssich fadu. ReSeni linedrnich
rovnic druhého fadu pomoci mocninnych fad. Besselova rovnice a Besselovy funkce.

II. Existence a jednoznaénost feSeni systému diferencialnich rovnic prvniho fadu.
Linedrni systémy obycejnych diferencidlnich rovnic. Obecné vlastnosti feseni a jeho struk-
tura. Pfenosova matice. Reeni po¢ateéni tlohy uzitim prenosové matice. Linedrn{ systémy
s konstantnimi koeficienty (homogenni systémy - elimina¢ni metoda, metoda charakter-
istickych ¢isel, vyuziti exponencidly matice, Putzeruv algoritmus feSeni, nehomogenni
systémy - metoda neurcitych koeficienti, metoda variace konstant). Popis elektrickych
obvodu linedrnimi systémy.

ITII. Stabilita feSeni systémi diferencialnich rovnic.
Autonomni systémy. Ljapunovova piima metoda pro autonomni systémy. Ljapunovovska
funkce. Ljapunovova pfima metoda pro neautonomni systémy. Stabilita linedrnich systému.
Hurwitzovo kritérium. Michajlovovo kritérium. Stabilita podle linearni aproximace. Fazova
analyza linedrniho dvourozmérného autonomniho systému s konstantnimi koeficienty a
pripady stability.

IV. Limitni cykly a periodicka feSeni. Poincarého-Bendixsonova véta. Liénardova-Levin-
sonova-Smithova véta. Aplikace na nelinearni rovnice popisujici periodické rezimy elek-
trotechnickych procesu.

V. Parcialni diferencialni rovnice prvniho radu.
Pocatecéni 1loha. Nejjednodussi typy rovnic. Charakteristicky systém. Existence feSeni.
Obecné teseni. Prvni integraly. Pfaffova rovnice.



VI. Parcialni diferencialni rovnice druhého fadu.
Klasifikace rovnic. Transformace proménnych. VInova rovnice, D’Alembertuv vzorec. Rov-
nice vedeni tepla, Dirichletova tloha. Laplaceova rovnice. Reseni Fourierovou metodou
separace proménnych.

Témata pro pocitacova cviceni:

1. Pfesnd feSeni rovnic prvniho fadu a vyssich radu.

2. Smérova pole diferencialnich rovnic.

3. Pfiblizné feseni rovnic prvniho fadu a vyssich radu.

4. Popis elektrickych obvodu diferencidlnimi rovnicemi.

5. Rovnice matematického kyvadla.

6. Van der Poolova rovnice.

7. Regeni ve tvaru nekoneénych fad.

8. Besselova rovnice, Besselovy funkce.

9. Diskuse pfednosti a slabin matematického software.
10. Analyza dvourozmeérného linedarniho dynamického systému.
11. Algoritmy fesSeni vicerozmérného linedrntho systému s konstantnimi koeficienty.
12. Kriteria stability, softwarové rozhodovani o stabilité.
13. Parcialni rovnice prvniho fadu.

14. Softwarové teSeni zdkladnich typu parcidlnich rovnic druhého radu.

Protoze cviceni se konaji jen kazdy druhy tyden, predpokladé se, ze béhem jednoho cviceni
budou probrana dvé az tfi témata. Z toho hned vyplyva, ze stézejni jsou prednasky a samostatna
piiprava studentu.

V souladu s pozadavky fakulty byl odpovidajicim zpusobem inovovéan elektronicky ucéebni
text. Bylo vytvofeno 13 ¢asti uéebniho textu, které odpovidaji tfindctitydennimu vyukovému
semestru, plus ivodni a zdvérecna ¢ast. Jednotlivé édsti vznikly prepracovanim puvodniho textu,
preskupena a prepracovana v souladu s nové stanovenymi cili.

Cvicenim je v osnovach vénovana pouze tietina doby vyclenéné pro pirednasky. Plan ptitom
pocCitd pouze s pocitacovymi cvi¢enimi. Numerickd cviceni nebyla do planu vibec zahrnuta.
Proto bylo nutné materidl koncipovat tak, aby byl co nejvice vyuzitelny i pro samostatnou
domdci praci poslucha¢i. Tomuto zaméru opét odpovida i dostateény pocet piikladu, které
jsou zatazeny do textu. Jednd se jednak o feSené ukédzkové piiklady, zahrnuté piimo do textu
a ilustrujici odvozené teoretické postupy, a jednak o nefesené ptiklady s uvedenymi vysledky.
Vysledny uéebni text je opét umistén na fakultni siti. Viz [9]. Jeho piipadné zpfistupnéni vsem
zéjemcum, bez nutnosti mit piistupové heslo, je zalezitosti vedeni fakulty. Elektronickéd adresa
ucebnich textu [8] a [9] je stejnd. Ale na siti je vzdy umisténa pouze posledni verze uéebniho
textu. Piipadni zdjemci o puvodni text se mohou obratit pfimo na autory.



4 Softwarova podpora vyuky

O predmét MDRE je mezi studenty velky zdjem. Studenti si uz sami uvédomuji, jak je dulezity
kvalitni teoreticky zaklad a podle toho i pristupuji ke studiu. Je vidét velkou zménu oproti
bakaldfskému studiu v tom, Ze studenti jsou zodpovédnéjsi a dospélejsi. Svoji roli samoziejmeé
sehrava i to, Ze v prubéhu bakaldiského studia byla provedena selekce a nejslabsi studenti bud
sami zanechali studia a nebo jim bylo studium ukonéeno z divodu nesplnéni studijnich povin-
nosti.

Soucasné s timto pozitivnim jevem se u studentu stale vice projevuji dusledky uspéchaného
bakaldfského studia. Snazime se proto zvysit vyuzivani vhodného matematického software pfimo
ve vyuce. Zde jsme omezovani dostupnosti jednotlivych programi. Nékteré programy miuzeme
bézné pouzivat na predndskich a ve cvicenich, ale studenti s nimi nemohou pracovat doma,
protoze jde o licencované produkty. V prvnim ro¢niku bakaldrského studia se pouziva hlavné
program MAPLE, ptficemz studenti jej vyuzivaji hlavné jako lepsi kalkulacku. V dalsich roénicich
se prechazi na MATLAB, protoze s nim pracuji nage findlni tstavy.

Balik programu MATHEMATICA mé&me sice na ustavu, ale vzhledem k jeho cené s nim
nemuzeme obecné pracovat ani ve vyuce, protoze jde o produkt, ktery je vzdy vazan na konkrétni
pocitac. Nakup multilicence byl vedenim skoly zamitnut pravé z cenovych diuvodu. Muzeme ale
vyuzivat vystupy - feSeni, grafy, obrazky a pod.

Snazime se proto vybudovat on-line internetové aplikace aspon pro odstranéni nékterych
obtiznych mechanickych postupt. Jde o slepou ulicku, kterd ndm ma jen pomoc pfekonat
soucasné obtize.

Jinak se dlouhodobé orientujeme na pouzivani vhodného software piimo ve vyuce. Vzhle-
dem k rozsiteni a dostupnosti vypocetni techniky je mozné fadu mechanickych vypoctu (které
jsou sice nezbytné pro zdarné vyteseni zadani, ale které jinak nepfindseji nic nového), nahradit
pouzitim vypocetni techniky.

Kdyz upozornujeme na nutnost provadét ovéreni podminek existence a jednoznacnosti feseni
Cauchyovy tlohy, pokladaji to studenti zpocatku pouze na zbyteéné obtézovani, pokud se jim
neptedvede ukazka, ze mohou dojit ke zcela chybnym zavértam.

Kdyz jim naopak dame jednoduchou linedrni rovnici

y =5y — 2 + 0.4z, y(0) =0,

ktera mé presné analytické feSeni
y(x) = 0.222

a ukdzeme jim, ze feSeni této rovnice jim zndmou numerickou metodou Rungeovou - Kuttovou
bude havarovat (Protoze bez ohledu na velikost kroku h dojde vzdy k tomu, ze numerické resent
sklouzne do zaporné oblasti, ackoliv mé byt vzdy nezdporné.), potom vétsinu pritomnych zaujme
vysvétleni stability feSeni pro urcité ti¥idy rovnic.

Dalsi oblasti, kde s tspéchem vyuzivame softwarové vybaveni, je kresleni grafi a celkova
vizualizace feSeni. Diivodem je postupné omezovani vyuky geometrie na vSech stupnich skol a
z toho plynouci problémy naSich studenti. Pro mnohé z nich je problematické si potidit vlastni
nacrtek. A to dokonce i v piipadé funkce jedné proménné. Jakmile se dostavame k parcialnim
diferencidlnim rovnicim, a tedy k funkcim vice proménnych, tak uz maji problémy prakticky
v8ichni studenti. Pfitom se ve vyuce vétSinou omezujeme na funce dvou proménnych, jejichz
grafické vyjadieni je mozné si nakreslit.

U studentii celkové patii posledni dva okruhy, které jsou vénované parcidlnim diferencidlnim
rovnicim, k nejméné oblibenym partiim z celého kurzu. Do zna¢né miry je tato situace podminéna
tim, ze studenti nemaji dostatecné znalosti z geometrie a proto si obtizné predstavuji feSeni a
operace s jeho hleddnim. Jako piiklad muze slouzit parametricky zadand pocatecni kiivka u
parcidlnich diferencidlnich rovnic. Vétsiné studentu déld problém si vitbec umét predstavit tvar



takové kiivky. Protoze se nemtzeme opirat o nazornou geometrickou piedstavu, snazime se ji
nahradit po¢itacovoym vykreslenim hledané kiivky. Pti standardnim axonometrickém promitani
uz studenti dokazi i napiiklad prolozit danou kiivkou plochu kolmou na nékterou ze souradnicovych
rovin. V zdkladnich pfipadech jde o feSeni parcidlni diferencialni rovnice prvniho stupné.
Priklad: Najdéte reseni rovnice

0z

= =0,

ox
které prochdzi krivkou ©

r=0, z=1vy% wye(-1,1).

ResSeni. Kiivka © je v nasem piipadé parabola, ktera lezi v roviné Oyz. ReSenim je valcova
plocha, ktera prochazi kiivkou © a je rovnobézna s z-ovou osou. Jedna se o funkci

z=y“.
Zobrazenim grafu funkce si studenti souc¢asné i ujasni, ze feSenim je opravdu plocha a ze ana-
lyticky zapis je pouze rovnici jeji fidici primky.

Piiklad: Najdéte reseni rovnice

0z 9 9
o =2 tay -y,
ox

které prochdzi krivkou © zadanou parametricky

r=t, y=t, z=t, t>0.

Reseni. Kiivka © je v tomto pifpadé osou prvniho oktantu.

2+

Obrézek 1: Pocédtecni kiivka
Reseni ziskame integraci podle proménné z:

3 z?
Zzg‘f‘?y—ny‘*‘H(y)-

Reseni musi prochazet kiivkou ©. Dosazenim za x, y, z parametrické vyjadieni kiivky © dostaneme,
ze musi platit
t= A 3+ H(t
=gty ot HHED.



Odtud dostédvame

+3
H(y)=t+ —.
6
Resenfm nasf tlohy je funkce
3 2 3
_r Ty 2 v
z= 3 + 5 Ty  +y+ =

Obrazek 2: Vysledna plocha
Piiklad: Najdéte resent rovnice

0z(x, .

M =322 + ysinz,
ox

které prochdzi krivkou z(0,y) = 3.

ResSeni. V tomto piipadé plati

x
o) = [ (36 +ysinge +17
0
Po integraci dostaneme feSeni ve tvaru
z(z,y) = 2° +y° + y(1 — cos z).

Jestlize tyto jednoduché piiklady vyvoldavaji u studentt potize, je ziejmé, ze pii urcovani
charakteristik a nebo pfi pfechodu k parcidlnim diferencidlnim rovnicim druhého fadu jde o
potize na podstatné vyssi trovni a tykaji se mnohem vétsiho poc¢tu studentu.

Ptitom pouzitim libovolného grafického systému se dafi vétSinu problému zcela nendsilné
odstranit. Odpadnou problémy s nazornosti vykladu a nedostatecnou geometrickou ptipravou
studentu.

Do ucebniho textu byla nové zafazena i samostatnd kapitola o feSeni parcidlnich difer-
encialnich rovnic druhého fddu metodou koneénych prvkua s vyuzitim programu MATLAB.

Musime si ale ddvat zvySeny pozor na to, abychom ve studentech nevzbudili falesnou predstavu,
ze kazda diferencidlni rovnice je feSitelna.

5 Zaveér
Problém rychlého zapominani, ktery se tyka vSech pfedméti, nejen diferencidlnich rovnic, je
hlavni potizi, se kterou se stfetdvame v navazujicim magisterském studiu.

Ptedchozi nedostatecnou geometrickou pfipravu se snazime nahradit pouzitim vhodného
matematického software.

Podékovani: Price byla podpofena grantem FRVS 2256 /2007.
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