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Abstrakt

Do navazuj́ıćıho magisterského studia na Fakultě elektrotechniky a komunikačńıch tech-
nologíı VUT v Brně byly zařazeny i čtyři matematické předměty. Při jejich výuce se přednášej́ıćı
i cvič́ıćı muśı vyrovnávat s problémy, které vznikaj́ı u student̊u přerušeńım jejich matematické
př́ıpravy a s t́ım spojenou určitou ztrátou matematických schopnost́ı a dovednost́ı. Jsou uve-
deny zkušenosti s výukou předmětu ”Diferenciálńı rovnice a jejich použit́ı v elektrotechnice“
a jsou popsány postupné inovace předmětu.
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1 Úvod

Po přechodu na dvojstupňový systém vysokoľskolského studia (od roku 2002) na Fakultě elek-
trotechniky a komunikačńıch technologíı (FEKT) VUT v Brně promovali prvńı sériov́ı bakaláři
v roce 2005. Na podzim téhož roku bylo zahájeno navazuj́ıćı magisterské studium.

Už v pr̊uběhu prvńıch ročńık̊u bakalářského studia bylo nutné provádět změny v osnovách a
pr̊uběžně upravovat studijńı plány. Podrobnosti viz [1], [3], [7].

Souběžně s úpravami bakalářského studia prob́ıhala i př́ıprava navazuj́ıćıho magisterského
studia. Protože se od inženýr̊u (tj. od absolvent̊u magisterského studia) očekává i hlubš́ı vhled
do zvoleného oboru, je nutná i jejich d̊ukladněǰśı teoretická př́ıprava, nebot’ muśı mezi jiným
zvládnout i teoretické základy technických obor̊u. K úspěšnému splněńı těchto ćıl̊u jsou nezbytné
i dokonaleǰśı matematické znalosti. K tomuto účelu byly do navazuj́ıćıho magisterského studia
zařazeny i čtyři volitelné matematické předměty:

• Diferenciálńı rovnice a jejich použit́ı v elektrotechnice.

• Pravděpodobnost, statistika a operačńı výzkum.



• Maticový a tenzorový počet.

• Moderńı numerické metody.

Prvńı dva předměty jsou zařazeny do zimńıho semestru a daľśı dva do letńıho. Od student̊u se
očekává, že zvolené předměty absolvuj́ı během prvńıho roku navazuj́ıćıho magisterského studia.
Pokud se jim nepodař́ı předměty absolvovat během prvńıho ročńıku, je možné si je zapsat i ve
druhém ročńıku.

2 Diferenciálńı rovnice a jejich použit́ı v elektrotechnice

Předmět Diferenciálńı rovnice a jejich použit́ı v elektrotechnice (fakultńı zkratka MDRE) byl
vytvořen tak, aby obsahoval vhodný matematický aparát pro popis elektrotechnických jev̊u
v navazuj́ıćım magisterském studiu na FEKT VUT a pro jejich řešeńı v rámci r̊uzných aplikaćı.

Při př́ıpravě předmětu MDRE jsme vycházeli z tehdy platných osnov pro bakalářské studium
(práce na př́ıpravě byly zahájeny už během roku 2004) a z požadavk̊u finálńıch ústav̊u na konečný
profil absolventa. Tomu jsme přizp̊usobili př́ıpravu obsahu a stylu výuky.

Z druhé strany jsme v té době nevěděli, jaká bude úroveň budoućıch posluchač̊u a neměli
jsme žádnou možnost srovnáńı. Jen jsme věděli, že studenti budou mı́t přetržku v matematickém
vzděláváńı, která může být až v délce tři semestr̊u, pokud si nezaṕı̌śı volitelný předmět Vybrané
partie z matematiky. Tušili jsme, že dojde ke změně jejich matematických a početńıch návyk̊u,
ale neměli jsme žádnou představu o tom, jaká bude rychlost zapomı́náńı a s č́ım můžeme poč́ıtat
jako se společným vědomostńım základem.

Od školńıho roku 2005/2006, kdy byl předmět MDRE poprvé přednášen v zimńım semestru
prvńıho ročńıku navazuj́ıćıho magisterského studia, je jeho rozsah 3 hodiny přednášek týdně a
1 hodina poč́ıtačových cvičeńı týdně při 13 týdenńım výukovém semestru. Předmět je zakončen
zkouškou. Studenti mohou źıskat až 30 bod̊u ze cvičeńı a až 70 bod̊u při závěrečné zkoušce.
Přičemž zkoušky se na naš́ı fakultě konaj́ı výhradně ṕısemnou formou.

Přednášky neobsahovaly některé základńı poznatky o diferenciálńıch rovnićıch a jejich systé-
mech, které byly předneseny v jednotlivých předmětech bakalářského studia. Jedná se např́ıklad
o rovnice se separovanými proměnnými, homogenńı rovnice, lineárńı rovnice, Cauchyovu úlohu,
existenci řešeńı apod.

Náš p̊uvodńı předpoklad byl, že studenti si budou dané postupy pamatovat a budou ovládat
jejich praktické použ́ıváńı, popř́ıpadě že po krátkém připomenut́ı je bude možné pokládat za
známé. Ve skutečnosti bylo nutné je d̊ukladně připomenout a zopakovat. Řada student̊u ale
p̊usobila dojmem, že slyš́ı daný materiál poprvé.

Původńı náplň přednášek a poč́ıtačových cvičeńı předmětu MDRE je uveden např́ıklad v [4].
Jako pro všechny předměty na fakultě byl i pro předmět MDRE vytvořen elektronický učebńı

text [8]. Je př́ıstupný na fakultńı poč́ıtačové śıti, k ńıž má př́ıstupové heslo každý student i
zaměstnanec FEKT. Do učebńıho textu bylo hned od počátku zapracováno i větš́ı množstv́ı
př́ıklad̊u (řešených i neřešených, ale s uvedenými výsledky), aby mohl sloužit nejen pro výuku,
ale také pro samostatnou domáćı př́ıpravu student̊u.

3 Inovace

Při př́ıpravě bakalářského studia byl obsah teoretických předmět̊u, a obzvláště matematiky,
pouze nahuštěn do mnohem menš́ıho počtu vyučovaćıch hodin.1 V praxi se potom ukázalo, že

1Během celého bakalářského studia maj́ı studenti pouze 195 hodin výuky povinných matematických předmět̊u.
Pro srovnáńı - před započet́ım reforem bylo jen v prvńım semestru 225 hodin matematiky.



látku je sice možné odpřednášet, ale studenti nejsou schopni zvládnout požadovaný objem učiva,
viz [10].

Proto bylo nutno přistoupit k úpravám osnov. Byly provedeny určité změny a některé partie
matematiky byly přesunuty z povinných předmět̊u do výše zmı́něného volitelného předmětu a
jiné byly úplně vynechány.

T́ım došlo k tomu, že některé tématické celky, které byly součást́ı výuky v 1. a 2. ročńıku
dř́ıvěǰśıho pětiletého inženýrského studia a které jsou nutné k pochopeńı matematických předmět̊u
i aplikaćı v navazuj́ıćım magisterském studiu, nebyly v̊ubec součást́ı osnov.

Na základě rozboru výsledk̊u a zkušenost́ı z prvńıch dvou ročńık̊u navazuj́ıćıho magisterského
studia bylo navrženo provést inovaci předmětu MDRE. S ohledem na změněnou strukturu
matematických předmět̊u v bakalářském a magisterském studiu byl návrh vedeńım fakulty přijat.

K tomuto závěru vedlo zjǐstěńı, že v celém kurzu matematiky (bráno souhrnně bakalářské
a magisterské studium) nejsou obsaženy některé oblasti, týkaj́ıćı se obyčejných diferenciálńıch
rovnic, které jsou nezbytným matematickým aparátem mnoha finálńıch specializaćı fakulty. Jde
hlavně o rozš́ı̌reńı metod řešeńı systémů diferenciálńıch rovnic s konstantńımi koeficienty, výklad
stability obyčejných diferenciálńıch rovnic, limitńıch cykl̊u a periodických řešeńı. Část dř́ıvěǰśı
látky bude vynechána, dř́ıve probrané partie učiva se budou pokládat za známé a nebudou se
znovu opakovat, i když od jejich výuky už uběhly tři semestry (týká se část́ı učiva z bakalářského
studia). Inovace se bude týkat zhruba poloviny látky. Daľśım výstupem je zjǐstěńı, že bude
nutné provádět inovace předmět̊u častěji v pravidelných intervalech, jejichž délka bude záviset
na změnách ve znalostech student̊u a na požadavćıch finálńıch ústav̊u.

Po provedených úpravách je osnova MDRE ve tvaru:
Přednášky:

I. Diferenciálńı rovnice prvńıho řádu.
Základńı pojmy. Existence řešeńı. Postupné aproximace. Přehled nejd̊uležitěǰśıch typ̊u
rovnic prvńıho řádu, které lze řešit analyticky. Rovnice vyšš́ıch řád̊u. Řešeńı lineárńıch
rovnic druhého řádu pomoćı mocninných řad. Besselova rovnice a Besselovy funkce.

II. Existence a jednoznačnost řešeńı systémů diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu.
Lineárńı systémy obyčejných diferenciálńıch rovnic. Obecné vlastnosti řešeńı a jeho struk-
tura. Přenosová matice. Řešeńı počátečńı úlohy užit́ım přenosové matice. Lineárńı systémy
s konstantńımi koeficienty (homogenńı systémy - eliminačńı metoda, metoda charakter-
istických č́ısel, využit́ı exponenciály matice, Putzer̊uv algoritmus řešeńı, nehomogenńı
systémy - metoda neurčitých koeficient̊u, metoda variace konstant). Popis elektrických
obvod̊u lineárńımi systémy.

III. Stabilita řešeńı systémů diferenciálńıch rovnic.
Autonomńı systémy. Ljapunovova př́ımá metoda pro autonomńı systémy. Ljapunovovská
funkce. Ljapunovova př́ımá metoda pro neautonomńı systémy. Stabilita lineárńıch systémů.
Hurwitzovo kritérium. Michajlovovo kritérium. Stabilita podle lineárńı aproximace. Fázová
analýza lineárńıho dvourozměrného autonomńıho systému s konstantńımi koeficienty a
př́ıpady stability.

IV. Limitńı cykly a periodická řešeńı. Poincarého-Bendixsonova věta. Liénardova-Levin-
sonova-Smithova věta. Aplikace na nelineárńı rovnice popisuj́ıćı periodické režimy elek-
trotechnických proces̊u.

V. Parciálńı diferenciálńı rovnice prvńıho řádu.
Počátečńı úloha. Nejjednodušš́ı typy rovnic. Charakteristický systém. Existence řešeńı.
Obecné řešeńı. Prvńı integrály. Pfaffova rovnice.



VI. Parciálńı diferenciálńı rovnice druhého řádu.
Klasifikace rovnic. Transformace proměnných. Vlnová rovnice, D’Alembert̊uv vzorec. Rov-
nice vedeńı tepla, Dirichletova úloha. Laplaceova rovnice. Řešeńı Fourierovou metodou
separace proměnných.

Témata pro poč́ıtačová cvičeńı:

1. Přesná řešeńı rovnic prvńıho řádu a vyšš́ıch řád̊u.

2. Směrová pole diferenciálńıch rovnic.

3. Přibližné řešeńı rovnic prvńıho řádu a vyšš́ıch řád̊u.

4. Popis elektrických obvod̊u diferenciálńımi rovnicemi.

5. Rovnice matematického kyvadla.

6. Van der Poolova rovnice.

7. Řešeńı ve tvaru nekonečných řad.

8. Besselova rovnice, Besselovy funkce.

9. Diskuse přednost́ı a slabin matematického software.

10. Analýza dvourozměrného lineárńıho dynamického systému.

11. Algoritmy řešeńı v́ıcerozměrného lineárńıho systému s konstantńımi koeficienty.

12. Kriteria stability, softwarové rozhodováńı o stabilitě.

13. Parciálńı rovnice prvńıho řádu.

14. Softwarové řešeńı základńıch typ̊u parciálńıch rovnic druhého řádu.

Protože cvičeńı se konaj́ı jen každý druhý týden, předpokládá se, že během jednoho cvičeńı
budou probrána dvě až tři témata. Z toho hned vyplývá, že stěžejńı jsou přednášky a samostatná
př́ıprava student̊u.

V souladu s požadavky fakulty byl odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem inovován elektronický učebńı
text. Bylo vytvořeno 13 část́ı učebńıho textu, které odpov́ıdaj́ı třináctitýdenńımu výukovému
semestru, plus úvodńı a závěrečná část. Jednotlivé části vznikly přepracováńım p̊uvodńıho textu,
do kterého jsou vloženy vytvořené nové části, přitom podstatná část dř́ıvěǰśı látky byla nově
přeskupena a přepracována v souladu s nově stanovenými ćıli.

Cvičeńım je v osnovách věnována pouze třetina doby vyčleněné pro přednášky. Plán přitom
poč́ıtá pouze s poč́ıtačovými cvičeńımi. Numerická cvičeńı nebyla do plánu v̊ubec zahrnuta.
Proto bylo nutné materiál koncipovat tak, aby byl co nejv́ıce využitelný i pro samostatnou
domáćı práci posluchač̊u. Tomuto záměru opět odpov́ıdá i dostatečný počet př́ıklad̊u, které
jsou zařazeny do textu. Jedná se jednak o řešené ukázkové př́ıklady, zahrnuté př́ımo do textu
a ilustruj́ıćı odvozené teoretické postupy, a jednak o neřešené př́ıklady s uvedenými výsledky.
Výsledný učebńı text je opět umı́stěn na fakultńı śıti. Viz [9]. Jeho př́ıpadné zpř́ıstupněńı všem
zájemc̊um, bez nutnosti mı́t př́ıstupové heslo, je záležitost́ı vedeńı fakulty. Elektronická adresa
učebńıch text̊u [8] a [9] je stejná. Ale na śıti je vždy umı́stěna pouze posledńı verze učebńıho
textu. Př́ıpadńı zájemci o p̊uvodńı text se mohou obrátit př́ımo na autory.



4 Softwarová podpora výuky

O předmět MDRE je mezi studenty velký zájem. Studenti si už sami uvědomuj́ı, jak je d̊uležitý
kvalitńı teoretický základ a podle toho i přistupuj́ı ke studiu. Je vidět velkou změnu oproti
bakalářskému studiu v tom, že studenti jsou zodpovědněǰśı a dospěleǰśı. Svoji roli samozřejmě
sehrává i to, že v pr̊uběhu bakalářského studia byla provedena selekce a nejslabš́ı studenti bud’
sami zanechali studia a nebo jim bylo studium ukončeno z d̊uvod̊u nesplněńı studijńıch povin-
nost́ı.

Současně s t́ımto pozitivńım jevem se u student̊u stále v́ıce projevuj́ı d̊usledky uspěchaného
bakalářského studia. Snaž́ıme se proto zvýšit využ́ıváńı vhodného matematického software př́ımo
ve výuce. Zde jsme omezováni dostupnost́ı jednotlivých programů. Některé programy můžeme
běžně použ́ıvat na přednáškách a ve cvičeńıch, ale studenti s nimi nemohou pracovat doma,
protože jde o licencované produkty. V prvńım ročńıku bakalářského studia se použ́ıvá hlavně
program MAPLE, přičemž studenti jej využ́ıvaj́ı hlavně jako lepš́ı kalkulačku. V daľśıch ročńıćıch
se přecháźı na MATLAB, protože s ńım pracuj́ı naše finálńı ústavy.

Baĺık programů MATHEMATICA máme sice na ústavu, ale vzhledem k jeho ceně s ńım
nemůžeme obecně pracovat ani ve výuce, protože jde o produkt, který je vždy vázán na konkrétńı
poč́ıtač. Nákup multilicence byl vedeńım školy zamı́tnut právě z cenových d̊uvod̊u. Můžeme ale
využ́ıvat výstupy - řešeńı, grafy, obrázky a pod.

Snaž́ıme se proto vybudovat on-line internetové aplikace aspoň pro odstraněńı některých
obt́ıžných mechanických postup̊u. Jde o slepou uličku, která nám má jen pomoc překonat
současné obt́ıže.

Jinak se dlouhodobě orientujeme na použ́ıváńı vhodného software př́ımo ve výuce. Vzhle-
dem k rozš́ı̌reńı a dostupnosti výpočetńı techniky je možné řadu mechanických výpočt̊u (které
jsou sice nezbytné pro zdárné vyřešeńı zadáńı, ale které jinak nepřinášej́ı nic nového), nahradit
použit́ım výpočetńı techniky.

Když upozorňujeme na nutnost provádět ověřeńı podmı́nek existence a jednoznačnosti řešeńı
Cauchyovy úlohy, pokládaj́ı to studenti zpočátku pouze na zbytečné obtěžováńı, pokud se jim
nepředvede ukázka, že mohou doj́ıt ke zcela chybným závěr̊um.

Když jim naopak dáme jednoduchou lineárńı rovnici

y′ = 5y − x2 + 0.4x, y(0) = 0,

která má přesné analytické řešeńı
y(x) = 0.2x2

a ukážeme jim, že řešeńı této rovnice jim známou numerickou metodou Rungeovou - Kuttovou
bude havarovat (Protože bez ohledu na velikost kroku h dojde vždy k tomu, že numerické řešeńı
sklouzne do záporné oblasti, ačkoliv má být vždy nezáporné.), potom většinu př́ıtomných zaujme
vysvětleńı stability řešeńı pro určité tř́ıdy rovnic.

Daľśı oblast́ı, kde s úspěchem využ́ıváme softwarové vybaveńı, je kresleńı graf̊u a celková
vizualizace řešeńı. Důvodem je postupné omezováńı výuky geometrie na všech stupńıch škol a
z toho plynoućı problémy našich student̊u. Pro mnohé z nich je problematické si poř́ıdit vlastńı
náčrtek. A to dokonce i v př́ıpadě funkce jedné proměnné. Jakmile se dostáváme k parciálńım
diferenciálńım rovnićım, a tedy k funkćım v́ıce proměnných, tak už maj́ı problémy prakticky
všichni studenti. Přitom se ve výuce většinou omezujeme na funce dvou proměnných, jejichž
grafické vyjádřeńı je možné si nakreslit.

U student̊u celkově patř́ı posledńı dva okruhy, které jsou věnované parciálńım diferenciálńım
rovnićım, k nejméně obĺıbeným partíım z celého kurzu. Do značné mı́ry je tato situace podmı́něna
t́ım, že studenti nemaj́ı dostatečné znalosti z geometrie a proto si obt́ıžně představuj́ı řešeńı a
operace s jeho hledáńım. Jako př́ıklad může sloužit parametricky zadaná počátečńı křivka u
parciálńıch diferenciálńıch rovnic. Většině student̊u dělá problém si v̊ubec umět představit tvar



takové křivky. Protože se nemůžeme oṕırat o názornou geometrickou představu, snaž́ıme se ji
nahradit poč́ıtačovoým vykresleńım hledané křivky. Při standardńım axonometrickém promı́táńı
už studenti dokáž́ı i např́ıklad proložit danou křivkou plochu kolmou na některou ze souřadnicových
rovin. V základńıch př́ıpadech jde o řešeńı parciálńı diferenciálńı rovnice prvńıho stupně.
Př́ıklad: Najděte řešeńı rovnice

∂z

∂x
= 0,

které procháźı křivkou Θ
x = 0, z = y2, y ∈ (−1, 1).

Řešeńı. Křivka Θ je v našem př́ıpadě parabola, která lež́ı v rovině Oyz. Řešeńım je válcová
plocha, která procháźı křivkou Θ a je rovnoběžná s x-ovou osou. Jedná se o funkci

z = y2.

Zobrazeńım grafu funkce si studenti současně i ujasńı, že řešeńım je opravdu plocha a že ana-
lytický zápis je pouze rovnićı jej́ı ř́ıd́ıćı př́ımky.
Př́ıklad: Najděte řešeńı rovnice

∂z

∂x
= x2 + xy − y2,

které procháźı křivkou Θ zadanou parametricky

x = t, y = t, z = t, t > 0.

Řešeńı. Křivka Θ je v tomto př́ıpadě osou prvńıho oktantu.

0
0

0

1

1

2

1 2

3

32

3

Obrázek 1: Počátečńı křivka

Řešeńı źıskáme integraćı podle proměnné x:

z =
x3

3
+

x2y

2
− xy2 + H(y).

Řešeńı muśı procházet křivkou Θ. Dosazeńım za x, y, z parametrické vyjádřeńı křivky Θ dostaneme,
že muśı platit

t =
t3

3
+

t3

2
− t3 + H(t).



Odtud dostáváme

H(y) = t +
t3

6
.

Řešeńım naš́ı úlohy je funkce

z =
x3

3
+

x2y

2
− xy2 + y +

y3

6
.
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Obrázek 2: Výsledná plocha

Př́ıklad: Najděte řešeńı rovnice

∂z(x, y)
∂x

= 3x2 + y sinx,

které procháźı křivkou z(0, y) = y3.
Řešeńı. V tomto př́ıpadě plat́ı

z(x, y) =
∫ x

0
(3ξ2 + y sin ξ)dξ + y3.

Po integraci dostaneme řešeńı ve tvaru

z(x, y) = x3 + y3 + y(1− cos x).

Jestliže tyto jednoduché př́ıklady vyvolávaj́ı u student̊u pot́ıže, je zřejmé, že při určováńı
charakteristik a nebo při přechodu k parciálńım diferenciálńım rovnićım druhého řádu jde o
pot́ıže na podstatně vyšš́ı úrovni a týkaj́ı se mnohem větš́ıho počtu student̊u.

Přitom použit́ım libovolného grafického systému se dař́ı většinu problémů zcela nenásilně
odstranit. Odpadnou problémy s názornost́ı výkladu a nedostatečnou geometrickou př́ıpravou
student̊u.

Do učebńıho textu byla nově zařazena i samostatná kapitola o řešeńı parciálńıch difer-
enciálńıch rovnic druhého řádu metodou konečných prvk̊u s využit́ım programu MATLAB.

Muśıme si ale dávat zvýšený pozor na to, abychom ve studentech nevzbudili falešnou představu,
že každá diferenciálńı rovnice je řešitelná.

5 Závěr

Problém rychlého zapomı́náńı, který se týká všech předmět̊u, nejen diferenciálńıch rovnic, je
hlavńı pot́ıž́ı, se kterou se střetáváme v navazuj́ıćım magisterském studiu.

Předchoźı nedostatečnou geometrickou př́ıpravu se snaž́ıme nahradit použit́ım vhodného
matematického software.

Poděkováńı: Práce byla podpořena grantem FRVŠ 2256/2007.
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VUT. Sborńık př́ıspěvk̊u na CD-ROM. The 4th International Mathematical Workshop.
Brno: FAST VUT, 2005, 1 - 7, ISBN 80-214-2998-4.
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