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Abstrakt
Tato prace pojednava o digitalni topologii, konkrétné o zpracovani digitalnich obrazt.
Protoze tyto obrazy nejsou spojité, musime fesit nasledujici definice: jak spolu souviseji sou-
sedni body, ¢im je definovana kiivka a jaké problémy se diky diskrétnimu prostoru objevuji.
Jako jeden z hlavnich pojmu se v digitalni topologii objevuje Jordanova kfivka. Za pomoci
Jordanovy krivky lze napiiklad dosdhnout velké uspory mista pfi ukladani obrazt v pocitaci.

1 Uvod

Pojem digitalni topologie byl zaveden pro potifeby studia geometrickych a topologickych vlast-
nosti digitalnich obrazti. Digitalni topologie pojednava o vlastnostech diskrétnich obrazovych
matic (poli) ve dvou a vice rozmérech. Poskytuje teoretické zaklady pro feSeni problému zpra-
covani obrazili, jako je rozpoznavani objektli, vypliovani obryst, snimani obrysi, ztencovani a
rozSifovani obrazi, skeletonizace atd. Uplatnéni nachazi také pii feseni problému tspory paméti
pri ukladani obrazu v pocitaci.

Pres sviij nazev je tradiéni pristup k této problematice zaloZen vice na teorii grafti nez na sa-
motné topologii. Zde se budu zabyvat zpracovanim dvourozmeérnych digitalnich obrazi, které se
v praxi vyskytuji nejéastéji. Obrazy jsou tvoreny body - pixely, ke kterym je prifazena néjaka
barva. Napf. ¢ernobilé obrazy jsou tvofeny ¢ernymi body (obvykle znac¢ime jako 1) a bilymi
body (vétsinou znaceny jako 0). V aplikacich se nejéastéji pouzivaji 2-dimenzionélni, pfipadné
3-dimenzionalni obrazy, jsou vSak mozné i vicedimenzionalni obrazy. Ty se uzivaji napiiklad
pro zaznam pohybu trojrozmérného objektu v case. VSechny zde prezentované vysledky lze
prirozenou cestou rozsirit i na vicedimenzionalni prostory.

Hlavnim problémem digitalni topologie je aplikovani pojmi nélezicich spojitému prostoru
do prostoru disktrétniho, digitalniho. V praci bude nejdfive definovana pfilehlost bodt, souvis-
lost mnoziny a Jordanova k¥ivka. S jejim vyuzitim je ukdzana tspora paméti pii ukladani obraz
v pocitaci za pomoci detekce hran obrazu.

2 Piilehlost v rovind Z2 a Jordanova kiivka

Pr1i praci s digitalnimi obrazy musime predevsim respektovat to, Ze obraz neni spojity. Co byla
v realné roviné spojitd mnozina, to se zde jevi jako skupina osamocenych bodt. Dtsledkem
toho je, ze zakladni geometrické ¢i topologické vlastnosti nelze volné prevést do digitalni roviny.
Cilem préce je definovat zakladni topologické vlastnosti pomoci binarnich relaci. Duvod je celkem
prosty. Binarni relace jsou jednoduse programovatelné a snaze ovéritelné.

Zakladem préace s diskrétnim prostorem je snaha o jeho ,zespojiténi“, neboli uréeni, které
body jsou prilehlé, jak se poznd spojitd mnozina, jak lze v diskrétnim prostoru definovat kiivku
a jak s ni déle pracovat. Zavedeme tedy nejdiive relaci prilehlosti.



Definice: Binarni relace R na mnoziné M se nazyva prilehlost, jestlize R je ireflexivni a
symetricka. Pokud pro z,y € M plati z Ry, fikdme, Ze body x a y jsou prilehlé.

Definice: Necht M je mnoZina, na které je definovana relace piilehlosti R. Rikdme, Ze
mnoZina M je souvisld vzhledem k R, jestlize pro libovolny jeji rozklad M = AU B, kde A # (),
B # 0 a AN B =0, existuji body 21 € A, 20 € B, které jsou piilehlé.

Maximélni souvisla mnozina vzhledem k R se nazyva komponenta mnoziny M vzhledem
k relaci R. Je-li M jedinou svoji komponentou, pak fikdme, ze M je souvisla vzhledem k R.

M

Definice: Necht R je relace prilehlosti na mnoziné M. Jednoduché k¥ivka v M vzhledem k R
je kone¢na posloupnost riznych bodi pg, p1,...,pn € M takova, ze kazdy bod p; (i =1,2,...,
n — 1) mé pravé 2 prilehlé body p;—1 a piy+1. Body pg a p, nazyvame koncové body. Jednoducha
uzaviend kifivka v M vzhledem k R je takové jednoducha ktivka, kde body pg a p,, jsou prilehlé,
tj. kazdy z bodu pg, p1, ..., pn, ma pravé 2 prilehlé body.

Lze dokéazat, Ze mnozina M je souvisld, pravé kdyz jeji libovolné dva rtzné body lze spojit
jednoduchou kfivkou, tvofenou body M.

Véta: Mnozina M je souvisld, jestlize libovolné dva jeji riizné body lze spojit jednoduchou
kfivkou, tvorenou body M.

Dukaz: Zvolme dva libovolné body mnoziny a,b € M. Mnozinu vSech bodu, které jsou
prilehlé k bodu a, oznac¢ime jako P;. Dle definice je mnozina P; souvisla. Pokud mnozina P;
neobsahuje bod b, sestrojime mnozinu vsech bodt z M pfilehlych ke vS§em bodim mnoziny P;.
Tuto mnozinu oznac¢ime jako P, P; C P» C M. Mnozina P je souvislad. Postup opakujeme,
dokud mnozina P, neobsahuje bod b. Ziskali jsme tedy posloupnost souvislych mnozin P; C
P, C ... C P, C M. Lze sestrojit posloupnost bodt a, p1 € P, ps € P,..., b = p, € P,.
Protoze jsme body a a b zvolili ndhodné, pro kazdou takovou dvojici muzeme sestrojit danou
posloupnost bodi, neboli kiivku, a mnozina M je tedy souvisla. [

Dtlezitym pojmem v digitalni topologii je tzv. Jordanova kfivka. Jeji definice velice usnadni
praci s digitalnimi obrazy, napt pfi rozpoznavani obrazii, obrysi objektt apod.

Definice: Necht J je jednoduché uzaviena kfivka v mnoziné M vzhledem k néjaké prilehlosti
R. Pokud je mnozina M \ J tvofena pravé dvéma komponentami vzhledem ke zuzeni relace R
na M \ J, fikdme, ze J je Jordanova kiivka vzhledem k R.

Poznamka: Piedchozi definice je analogii definice Jordanovy kiivky v realné roviné R2
V realné roviné plati, ze pokud vyjmeme jednoduchou uzavienou kiivku C' z roviny R?, tvofi
R?\ C pravé dvé komponenty.



V roviné Z? se da definovat nékolik typii pfilehlosti, hlavni je ale 4-pfilehlost a 8-pfilehlost.

Definice: Nechf K je relace piilehlosti v roviné Z2. Rekneme, Ze relace K je 4-pfilehlost,
jestlize ke kazdému bodu (z,y) € Z? jsou pfilehlé pravé étyti body (z—1,y), (z,y—1), (z,y+1)
a (z+1,y).

Rekneme, Ze relace K je relace 8-piilehlosti, jestlize ke kazdému bodu (z,y) € Z? exis-
tuje pravé 8 pfilehlych bodu (z — 1,y — 1), (x — 1,y), (x —Ly+1), (z,y—1), (z,y + 1),
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Pokud v roviné Z? definujeme kiivku, musime specifikovat, jakou ptilehlost pouzivame.
Definice: Necht R je relace k-piilehlosti na Z?, k € {4,8}. Potom jednoduchou k-kfivkou,

resp. jednoduchou uzavienou k-kiivkou, resp. k-komponentou (v Z2) rozumime jednoduchou
kiivku, resp. jednoduchou uzavienou kiivku, resp. komponentu (v Z?) vzhledem ke k-ptilehlosti.

Pro rtizny stupen prilehlosti k& se k-komponenty obecné lisi, viz. nasledujici obrazek.
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Na obrazku je skupina ¢ernych bod obklopena bilymi. Pokud budeme uvazovat k = 8, tvofi
¢erné body jednu 8-komponentu. Pokud ale zvolime k£ = 4, dostaneme tii 4-komponenty - na
obrazku jsou zakrouzkované.



Uvazujme nyni analogii Jordanovy kiivky v roviné Z? za pouziti k-pfilehlosti, k& € {4, 8}. Po-
kud je J k-kiivka, méla by rozdélit rovinu na dvé k-komponenty. To bohuzel neplati. Rozebereme
situaci zvlast pro k = 4 a pro k = 8.
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Obr. 1. Obr. 2.

Nejdiive uvazujme 8-piilehlost a situaci na obrazku 1. Cerné body zde tvoii k¥ivku s 8-piile-
hlosti. Tato kiivka by méla rozdélit rovinu Z? na dvé 8-komponenty, tj. oblasti, ve kterych lze
kazdé dva body spojit 8-kfivkou bodu, které v této oblasti lezi. Z obrazku je ale zfejmé, Ze zde
vznikne pouze jedna 8-komponenta, bily bod p je po diagonélach 8-pfilehly k okolnim bilym
bodtm. MuzZeme si ale v§imnout, Ze bilé body tvori dvé 4-komponenty. Pfi uziti 4-pfilehlosti na
bilé body je bod p osamoceny, ¢ili tvori trividlni 4-komponentu, a ostatni bilé body tvofi druhou
4-komponentu.

Uvazujme nyni 4-pfilehlost pro ¢erné body, ¢ili budeme mit 4-kiivku - viz. obrazek 2. Cerné
body jsou 4-ptilehlé, ¢ili tvoti jednoduchou 4-kfivku. Podivejme se na bilé body. Pokud budeme
uvazovat 4-ptilehlost pro bilé body, mame zde 3 komponenty. Body obklopené ¢ernou kiivkou
jsou od sebe oddéleny a tvori tedy dvé samostatné 4-komponenty. Dohromady tedy bilé body
tvori tii 4-komponenty. Pouzijme nyni pro bilé body 8-pfilehlost. V tomto piipadé€ jsou bilé
body uvniti ¢erné kiivky 8-prilehlé a tvori jednu komponentu, druhi je tvofena biljmi body vné
kiivky.

Véta: (Analogie Jordanovy véty v Z?2) Necht J je jednoduchd uzaviena k-kiivka, k € {4, 8},
majici minimélné (12 — k) bodi. Potom Z? \ J m4 pravé dvé (12 — k)-komponenty.

Poznamka: Minimalni pocet bodu kiivky J vzhledem k dané k-pfilehlosti je dan pozadavky
na jednoduchost kiivky. Pokud zvolime 4-ptilehlost, pak nejmensi mozné kiivka mé 4 body. Tato
kiivka ale neméa zadny vnitfni bod. Nejmensi 4-kfivka majici alesponi 1 vnitfni bod mé 8 bodt.
Obdobné je tomu u 8-prilehlost. Nejmensi mozna kiivka mé 3 body, ale také neobsahuje zadny
vnitini bod. To splnuje jednoducha krivka, kterd mé 4 body.

Nyni jsme definovali kiivku v digitalni roviné a popsali problémy s paradoxy pfilehlosti.
Miuzeme tedy znalosti o digitalni kiivce vyuzit pii ukladéni obrazi v pocitaci.



3 Uspora paméti pri ukladani obrazu v poditaci

Vyuziti znalosti Jordanovy kiivky lze demonstrovat napiiklad pii ukladani digitédlnich obrazi
v pocitaci. Uvazujme pouze Cernobilé obrazy konecné velikosti. Jednotlivé prvky obrazu nazy-
vame obrazové pixely. Pokud budeme dtisledni, u kazdého pixelu uloZime informaci o jeho barvé.
Lze jednoduse urcit, kolik mista ndm takovato operace zabere. Sta¢i vyndasobit pocet radkt a
pocet sloupct velikosti informace o barvé a ptidat dalsi znaky, jako uvozeni souboru, délici
symboly apod.

Snadno ale mtuzeme velikost ukladanych informaci zmensit. Nejdiive provedeme analyzu ob-
razu. Zjistime, jaka barva je na pozadi, a detekujeme jednotlivé objekty. Kazdy samostatny
objekt tvori jednu komponentu. Hranici takové komponenty je uzaviena kiivka. Pti prechodu
této hranice se vzdy méni barva. Nyni stac¢i ulozit informaci o barvé pozadi a o hranici. Pokud
obraz rekonstruujeme, budeme vykreslovat jednotlivé pixely napfiklad po fadcich. Jestlize na-
razime na hranici, okamzité zménime barvu. Situace je jednoduché u ¢ernobilych obrazi, kde se
vzdy zméni barva z ¢erné na bilou a naopak.

Jako priklad uvedu nékolik obrazt. Budu porovnavat velikost soubort dvou formatt. Prvni
format uklada informace o kazdém pixelu. Protoze pouzivam pouze 2 barvy, jeden symbol urcuje
barvu a dalsi je oddélovaci znaménko. Druhy format uklada informace o obrysech objekt. Po
fadcich se prochazi obrazek a pokud se narazi na zménu barvy, automaticky se ulozi pozice
zmeény.

Uvedené obrazky jsou prevedeny do cernobilé podoby. Prvni jsou budovy Fakulty strojniho
inZenyrstvi, dale obrazek Alberta Einsteina a nakonec kopie stranky Einsteinova rukopisu. Tento
rukopis hovofi o specialni teorii relativity; Einstein jej zacal psat v Praze v roce 1912 pro
Handbuch der Radiologie.

-
[ SR Aefieman flparat Hniasn £IFF,
XA, B ders M.A.Mmqﬁw/w.,,w

PRRPRI I - — - [P
e e O e vt By

Ay o Bl i)l P T

L.anu.,‘:..
L. -l- s .
!rnArL 3 9._ M-—' -r-—. '41 o k—ﬂ:“_f%

Albert Einstein Rukopis



Nézev H VUT FSI ‘ Albert Einstein Rukopis

Rozméry v pixelech 440 x 260 350 x 453 | 350 x 540
Pocet znaku pii plném formétu 228808 317108 378008
Pocet znakt pri ukladani hranic 24394 31203 61436

Z tabulky celkem jasné vyplyvaji vyhody hledani komponent. Praktic¢téjsi je ukladat pouze
okraje objektd namisto plné informace. Rozdil velikosti formét u prvnich dvou obrazku je
priblizné desetinasobny, u rukopisu jde priblizné o Sestinasobek. Neplati to ale vzdy. Podivejme
se na extrémni piipad, kdy je obrazek tvofen podobné jako Sachovnice a sousedni pixely maji
rozdilné barvy.

Tento zdanlive Sedy obrazek je Sachovnicovy obrazek o velikosti 200x 200. Kazdé dva sousedni
pixely maji jinou barvu. Plny formét ma velikost 80008 znakt a forméat hranic ma dokonce 138200
symbolti. Tady metoda hledéni hranic selze.

Nelze tedy obecné fici, ze ukladani pouze hranice objektd vzdy snizi velikost vysledného
souboru u jakéhokoli obrazku. Pokud je obrazek pfili§ diferencovany, nemusi byt tento postup
nejvhodnéjsi.

Literatura

[1] Eckhardt. U., Latecka. L. J.: Topologies for the digital spaces Z? and 73, Computer Vision
and Image Understanding 90, 295-312 (2003)

[2] Kong, T. Y., Kopperman, R., Meyer P. R., A Topological Approach to Digital Topology,
American Mathematical Monthly Vol. 98, No. 10, 901-917 (1991)

[3] Kong, T. Y., Rosenfeld, A.: Digital Topology: Introduction and Survey, Computer Vision,
Graphics, and Image Processing 48, 357-393 (1989)

[4] Marchand-Maillet, S., Sharaiha, Y.M.: Binary digital Image Processing, Academic Press
(2000)

[5] Rosenfeld, A.: Digital Topology, American Mathematical Monthly Vol. 86, 612-630 (1979)

[6] Slapal, J.: An alternative digital topology, Electronic Notes in Discrete Mathematics Vol
12 (2003)

[7] Slapal, J.: Digital Jordan curves, Elsevier Science (2004)



