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Abstrakt
V klasickém Shewhartově regulačním diagramu při použití regulačních mezí pro 3 je teoreticky pravděpodobnost zbytečného signálu (chyba I. druhu) =0,0027. Ve skutečnosti hodnota  se mění podle toho, zda posuzujeme v regulačním diagramu 
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, R nebo s. Hodnotu pravděpodobnosti ovlivňuje nejen nesplnění předpokladu normálního rozdělení a to, jaký je rozsah n podskupiny, ale i počet k podskupin, z nichž vypočítáváme  regulační meze. Pro tyto všechny případy jsou metodou Monte Carlo a následně nelineárními optimalizačními metodami určeny závislosti (n,k).

Klíčová slova: regulační diagram, riziko zbytečného signálu, rozdělení, simulace, nelineární model.

1. Úvod
Ve výrobě je nutné používat regulační diagramy k tomu, aby se zjistilo působení vymezitelných (nenáhodných) příčin v procesu a jejich případným odstraněním se snížila variabilita procesu na nejmenší možnou míru. Tou nejmenší možnou mírou rozumíme stav, kdy na proces působí pouze náhodné příčiny. Takový proces se pak nazývá stabilním procesem, protože je reprodukovatelný  a kolísání jeho výstupů je předvídatelné.

Základním předpokladem pro použití klasických Shewhartových regulačních diagramů je předpoklad normálního rozdělení a nekorelovanosti naměřených hodnot z procesu. Častým způsobem aplikace je, že se zvolí při sběru dat rozsah podskupiny n=5 a po záznamu k=25 až 30 podskupin se provede výpočet regulačních mezí pro aritmetický průměr 
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 a rozpětí R. Většinou se volí regulační diagram při použití regulačních mezí pro 3, tzn. pro pravděpodobnost zbytečného signálu (chybu I. druhu) =0,0027. Sledovat tuto pravděpodobnost lze pomocí hodnoty průměrného počtu bodů v regulačním diagramu, kdy narazíme na bod, jenž je mimo regulační meze. Tato hodnota se označuje ARL (Average Run Length). Jestliže pozorované hodnoty procesu jsou nekorelované, pak platí jednoduchý vztah pro teoretickou hodnotu
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Znamená to, že stabilní proces bude v regulačním diagramu průměrně po 370 podskupinách vykazovat bod mimo regulační meze. Hodnotu 370 musíme brát opatrně, poněvadž náhodná proměnná x=RL, tj. počet bodů (podskupin) za sebou ležících uvnitř regulačních mezí v regulačním diagramu, má geometrické rozdělení s monotónně klesající pravděpodobnostní funkcí 
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a parametrem p=. Směrodatná odchylka  tohoto rozdělení je přibližně rovna střední hodnotě  pro malé hodnoty pravděpodobnosti p:
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V našem případě je 
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. Znamená to, že hodnoty RL velmi hodně kolísají kolem své střední hodnoty. A navíc, geometrické rozdělení je silně nesymetrické rozdělení, což má za následek fakt, že průměrná hodnota není nejlepším reprezentantem náhodné proměnné (lepší by byl medián, jenž má hodnotu 256). Průměr má však v tomto případě jednu důležitou vlastnost, a to tu, že existuje jednoduchý vztah (1) mezi rizikem zbytečného signálu  a průměrnou hodnotou ARL. 

V regulačním diagramu při použití regulačních mezí pro 3 není pravděpodobnost zbytečného signálu ve skutečnosti rovna vždy přesně teoretické hodnotě 0.0027. Záleží nejen na tom, jestli je splněn předpoklad normálního rozdělení, ale též na dalších okolnostech.

Jak se však mění hodnota pravděpodobnosti , jestliže 

· není splněn předpoklad normálního rozdělení dat,

· podskupina, z níž počítáme aritmetický průměr 
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, má jiný rozsah než n=5,

· počet těchto podskupin bude jiný než k=30,

· použijeme diagram (
[image: image8.wmf]x

, s), místo (
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, R)?
Na všechny tyto otázky se pokusíme dát odpověď. Odpověď nebude jednoduchá, protože se mohou prolínat navzájem všechny naznačené možnosti. Abychom pronikli hlouběji do podstaty věci, musíme být schopni vždy identifikovat, která z možností nastala či kterou jsme použili. A právě k tomu nám bude sloužit dosti silný simulační nástroj – metoda Monte Carlo.

2. Aplikace metody Monte Carlo

Nejdříve si musíme ujasnit, co chceme simulovat. Chceme simulovat proces, který bude mít předem dané statistické rozdělení (např. normální, rovnoměrné, lognormální apod.). Velikost podskupiny, z níž počítáme aritmetický průměr 
[image: image10.wmf]x

, bude mít postupně rozsah n=3, n=5, n=10 a n=15. Pomocí regulačního diagramu (
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, R), resp. (
[image: image12.wmf]x

, s), chceme dlouhodobě sledovat výrobní proces, přičemž regulační meze se vypočtou z prvních k podskupin dat sledovaného procesu. Většinou se doporučuje volit k=25 až 30. V naší simulaci budeme volit hodnoty k od k=10 až do k=100. po 5 a pak od k=100 do k=1000 po 100. Jinými slovy, budeme sledovat, jaký má vliv na velikost pravděpodobnosti zbytečného signálu  skutečnost, že regulační meze jsme nechali (pro stejná data) vypočíst z prvních k=10, nebo k=15, nebo k=20, atd. hodnot procesu. 


Abychom dostali věrohodné výsledky, bylo pro jednu zvolenou hodnotu n vygenerováno s daným rozdělením 20 000 n-členných skupin dat. Pro takto získaná data se postupně pro jednotlivé hodnoty k vypočetly příslušné regulační meze a pomocí těchto regulačních mezí se zjišťovalo, kolikrát v celkem 20 000 bodech regulačního diagramu se vyskytnou hodnoty mimo regulační diagram (zvlášť pro 
[image: image13.wmf]x

 a zvlášť pro R či s). To znamená, že pro různé hodnoty k se zjistily vždy jiné počty přesahu bodů vně regulačního diagramu. 

Tento postup se opakoval vždy celkem 300 krát a pak se určil průměrný počet ARL (již nikoliv teoretický) výskytu sledovaných parametrů (
[image: image14.wmf]x

 a R nebo s) mimo regulační meze. Náhodná veličina RL má směrodatnou odchylku i střední hodnotu podle (3) přibližně 370, a proto průměrná hodnota RL z 20 000 podskupin má směrodatnou odchylku přibližně (jestliže =0,0027)
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Průměrné hodnoty ze 300 veličin již vykazují normální rozdělení, takže 95%-ní interval spolehlivosti pro ARL je přibližně (za předpokladu =0,0027, tzn. pro vysoké hodnoty k)
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Intervaly spolehlivosti pro ARL se liší nejen pro zvolenou hodnotu k, či pro zvolený rozsah podskupiny n, ale i pro 
[image: image17.wmf]x

, R nebo s.  Pro každou vybranou hodnotu n (rozsah podskupiny) se určila (pro všechny výše stanovené hodnoty parametru k) příslušná přibližná hodnota pravděpodobnosti zbytečného signálu 
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3. Logaritmicko normální rozdělení
[image: image43.jpg]0.151

0.1

0.05 1

normal

lognormal

~—o




[image: image44.jpg]0.016
alfa(n,k) |

0.014

0.012 1

0.01

0.008 -

0.006 -

0.004

0.0027]

0.002 1

10

20 30 40 50 60

70




[image: image45.jpg]riziko alfa pro xbar z/diagramu xbar,s --------7-------

riziko alfa pro xbar z|diagramu xbar,R




V praxi se dost často vyskytují rozdělení, která nejsou normální. Jako reprezentanta si uvedeme rozdělení logaritmicko normální (lognormální). Je to rozdělení, jež není symetrické. Je zřejmé, že silně nesymetrické rozdělení nemůže mít ty vlastnosti, kterými se vyznačuje normální rozdělení. Můžeme však uvažovat lognormální rozdělení, jež se „mnoho neliší“ od normálního rozdělení. Na obr. 1 je takové lognormální rozdělení znázorněno spolu 

Obr. 1.  Funkce hustoty pravděpodobnosti

s normálním rozdělením. Z obr. 1 je vidět, že vybrané lognormální rozdělení je mírně nesymetrické (má kladnou šikmost 0,3). Chceme zjistit, jaký vliv bude mít tak malé zešikmení na chybu  v regulačním diagramech 
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,R a 
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,s. 

4. Diagramy 
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,R a 
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Na obr. 2 je vidět průběh chyby  pro aritmetický průměr 
[image: image23.wmf]x

 z diagramu 
[image: image24.wmf]x

,R v závislosti na k pro rozsahy podskupin n=3, 5, 10 a 15. Můžeme si povšimnout, že riziko  neklesá k teoretické hodnotě 0,0027 ani pro vysoké hodnoty k. Průběh rizika zbytečného signálu pro rozpětí R z diagramu 
[image: image25.wmf]x

,R v závislosti na k, 
[image: image26.wmf],
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 pro rozsahy podskupin n=3, 5, 10 a 15 je znázorněn na obr. 3. Náplní obr. 4, resp. obr. 5, je porovnání rizika  pro 
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, resp. R či s, z diagramů 
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,R a 
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,s pro  
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 n=3, 5, 10, 15. Podle obr. 18 je pro menší rozsah podskupiny (n=3 a n=5) hodnota pro 
[image: image31.wmf]x

  (zanedbatelně ) menší v diagramu 
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,R než v diagramu 
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,s. Pro n=10 a n=15 je hodnota pro 
[image: image34.wmf]x

  neodlišitelná pro oba diagramy. Zcela jinou situaci prezentuje obr. 6. Pro n=10 a n=15 je hodnota pro směrodatnou odchylku s výrazně menší než pro rozpětí R. Jestliže velikost podskupiny je n=5, pak R i s vykazují stejné riziko .
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Obr. 2.  Chyba I. druhu pro xbar diagramu xbar, R pro různé rozsahy podskupin v závislosti na počtech podskupin

Obr. 3.  Chyba I. druhu pro  R diagramu xbar, R pro různé rozsahy podskupin v závislosti na počtech podskupin

5. Diagram x,MR

Nyní si ještě ukážeme, jak důležitý je předpoklad normálního rozdělení pro diagram individuálních hodnot a klouzavého rozpětí. Poučné může být srovnání velikosti rizika zbytečného signálu diagramu 
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,R a diagramu pro individuální hodnoty za předpokladu lognormálního rozdělení. V tomto případě je vlastně velikost podskupiny n=1 a místo rozpětí R se musí použít klouzavé rozpětí MR. 


Obr. 4.  Porovnání chyby I. druhu pro xbar diagramů xbar, R a xbar, s


Obr. 5.  Porovnání chyby I. druhu pro R a  s diagramů xbar, R a xbar, s

Podle obr. 6 můžeme posoudit změnu velikosti hodnot  pro individuální hodnoty x (n=1) diagramu x, MR a 
[image: image37.wmf]x

 diagramu 
[image: image38.wmf]x

, R pro n=3, n=5 a n=10. Hodnota zbytečného signálu pro individuální hodnoty je více než desetinásobná vzhledem k průměrným hodnotám. Obdobná je situace pro rozpětí, jen s tím rozdílem, že u klouzavého rozpětí MR se riziko zbytečného signálu pro velké hodnoty k ustálí na dosti vysoké  hodnotě =0,0545. 

6. Závěr


Prezentované lognormální rozdělení s malou šikmostí bylo vybráno z toho důvodu, aby bylo vidět, jaký vliv má i malá nesouměrnost rozdělení sledovaných hodnot v procesu na změnu rizika zbytečného signálu Přitom histogramy pro tato dvě rozdělení jsou skoro 
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Obr. 6: Porovnání chyby I. druhu pro individuální hodnoty a xbar  diagramů x, MR a xbar, R

totožné – tak malý je rozdíl mezi zvoleným nesymetrickým rozdělením a normálním rozdělením.

 
Ze všech obrázků je vidět, že pro nejčastěji užívané rozsahy podskupin n=5 a n=10 je u diagramů 
[image: image40.wmf]x

,R či 
[image: image41.wmf]x

,s vždy riziko  významně větší jak pro 
[image: image42.wmf]x

, tak pro R nebo s, jestliže sledované hodnoty v procesu mají lognormální rozdělení – ve vztahu k hodnotám s normálním rozdělením.

Aplikovat diagram x,MR pro hodnoty, jež nesplňují normální rozdělení, je víc než problematické, poněvadž tento diagram produkuje tolik nadbytečných signálů, že nemůžeme poznat, zda jde o vymezitelnou (nenáhodnou) příčinu.
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