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V tomto prispévku popiseme konstrukci obecného teseni soustavy dvou diskrétnich rovnic pomoci
vlastnich vektorii. Necht je ddna soustava linearnich diferenénich rovnic s konstantnimi koeficienty

x(n +1) = Ax(n), (1)

kde A je realna ¢tvercova matice fadu 2 a x = [z, 25| je hledany vektor FeSeni, ktery zavisi na
proménné n, tj. x = x(n), n > ng, ng € Z. Pfedpokladédme, Ze netrivialni feSeni x # 0 soustavy (1)
ma tvar

x=v\", (2)

kde A je vhodné redlné ¢islo a v je vhodny konstantni vektor. Dosadime-li tvar (2) do soustavy
(1) a soustavu upravime, dostaneme

(A —AI)v =0, (3)

kde I je ¢tvercova jednotkova matice rozméru 2 x 2 a 0 je nulovy vektor. Systém (3) jiz neobsahuje
nezavislou proménnou n a je linearni algebraickou soustavou rovnic vzhledem ke slozkam vektoru
v. Koreny charakteristické rovnice

det(A — AI) =0 (4)

nazyvame vlastnimi ¢isly matice A. Pokud je A = \* vlastnim c¢islem matice A a vektor v = v* je
nenulovym feSenim soustavy (A — A\*I)v = 0, pak nazyvame vektor v* vlastnim vektorem matice
A. Vektorova funkce x = v*(A*)" je jednim z feSeni soustavy (1).

V pripadé, ze charakteristickd rovnice (4) mé dva navzajem rizné realné kofeny Aj, Ay a dva
odpovidajici (nenulové) vlastni vektory vyq, va, je konstrukce obecného FeSeni soustavy rovnic (1)
jednoducha. Dvé vektorové funkce vq A, vo Al tvori fundamentalni systém feseni soustavy rovnic
(1). Obecné feSeni této soustavy lze vyjadiit ve tvaru

X(n) = K1V1>\;L + KQVz)\gL,

kde K, K5 jsou libovolné konstanty.

Konstrukce fundamentalniho systému feseni je komplikovanéjsi tehdy, kdyz jsou kofeny charakte-
ristické rovnice nasobné. Vlastnimu ¢islu A nasobnosti 2 odpovidaji dvé linearné nezavisla feseni.
Jedno z nich m4 tvar, ktery jsme predpokladali, tj. tvar (2).

Uvedme analogii feSeného problému se systémem diferenciélnich rovnic. Necht je dan systém dvou
diferencialnich rovnic s konstantnimi koeficienty

y' =Ay
a necht mé charakteristickd rovnice tohoto systému dvojnasobny kofen A. Potom vektorové funkce

vie, (vit + vz)e”,



kde v1, v jsou tzv. zobecnéné (nenulové) vlastni vektory, tvori fundamentéalni systém feseni. Tyto
vektory vyhovuji (viz napf. [2]) vztahim

(A—-X)vy = 0,
(A= X)vy = wv;. (5)

Nyni bude ukézano, ze v pripadé systému diskrétnich rovnic se konstrukce zobecnénych vlastnich
vektort odlisuje od konstrukce zobecnénych vlastnich vektori ve spojitém piipadé a systém (5)
je nutné nahradit jinym systémem. Uvazujme systém (1). Jak jiz bylo uvedeno vyse, plati

(A —AM)vy =0,
kde vy je vlastni vektor matice A, prislusejici vlastnimu ¢islu A. Vektor
x1(n) = viA"
je tedy FeSenim soustavy (1). Definujme vektor
Xz(n) = (Vin 4 vz)A", (6)

kde v, je vhodny nenulovy vektor. Dosazenim vektoru (6) do systému (1) a ipravami ziskdme dva
systémy

(A—AM)v; = 0,

(A — )\I)V2 = )\Vl. (7)

Ma-li tedy matice A vlastni ¢islo A nasobnosti dvé, pak dvé linearné nezavisla feseni tvorici
fundamentalni systém feseni maji tvar

x1(n) = viA",
Xa(n) = (vin+ va)A™

Vektor vy vyhovuje systému (7), ktery je odlisny od systému (5). Obecné feSeni vychoziho sys-
tému (1) zapiSeme ve tvaru

x(n) = K1viA" + Ko(vin + va) A",
kde K a K» jsou libovolné konstanty.
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