
8. Technické aplikace určitého integrálu. 1

Př́ıklad 1. (Těžǐstě homogenńı hmotné oblasti.) Najděte souřadnice těžǐstě T homogenńı hmotné oblasti omezené
grafy funkćı x = 0, y = 0 a x+ y = 6.
Řešeńı.
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(f(x)− g(x)) dx,

Sx =
1

2
σ

b∫
a

(
f2(x)− g2(x)

)
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Sy = σ

b∫
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x (f(x)− g(x)) dx.

Výpočet:

• homogenńı hmotná oblast→ hustota je konstantńı→ na hustotu σ pohĺıžejte jako na konstantu, proto je (na rozd́ıl
od nehomogenńı hmotné oblasti) před integrálem.

”
Horńı“ funkci označme f(x) = 6− x,

”
dolńı“ funkci g(x) = 0.

• hmotnost: m = σ

6∫
0

(6− x) dx = · · · = 18σ

• statický moment Sx: Sx =
1

2
σ

6∫
0

(6− x)
2

dx = · · · = 36σ

• statický moment Sy: Sy = σ

6∫
0

x (6− x) dx = · · · = 36σ

• souřadnice těžǐstě:
xT =

Sy
m = 36σ

18σ = 2,
yT = Sx

m = 36σ
18σ = 2

}
→ T = [2, 2]

Př́ıklad 2. (Těžǐstě homogenńı hmotné oblasti.) Najděte souřadnice těžǐstě T homogenńı hmotné oblasti omezené
grafy funkćı y = ex, y = e2x a x = 1.
Řešeńı.
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Výpočet:

• homogenńı hmotná oblast → hustota je konstantńı → na hustotu σ pohĺıžejte jako na konstantu; f(x) = e2x,
g(x) = ex
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• hmotnost: m = σ

1∫
0

(
e2x − ex

)
dx = σ

[
1

2
e2x − ex

]1
0

=
1

2
σ (e− 1)

2

• statistický moment Sx: Sx =
1

2
σ

1∫
0

(
e4x − e2x

)
dx =

1

2
σ

[
1

4
e4x − 1

2
e2x
]1
0

=
1

8
σ
(
e2 − 1

)2
• statický moment Sy:

Sy = σ

1∫
0

x
(
e2x − ex

)
dx = σ

1∫
0

(
xe2x − xex

)
dx = σ

(
1

4
e2 +

1

4
− 1

)
=

1

4
σ
(
e2 − 3

)
1∫

0

xe2x dx =

∣∣∣∣ u(x) = x v′(x) = e2x

u′(x) = 1 v(x) = 1
2e2x

∣∣∣∣ =
1

2

[
xe2x

]1
0
− 1

2

1∫
0

e2x dx =
1

2
e2 − 1

4
e2 +

1

4
=

1

4
e2 +

1

4

1∫
0

xex dx =

∣∣∣∣ u(x) = x v′(x) = ex

u′(x) = 1 v(x) = ex

∣∣∣∣ = [xex]
1
0 −

1∫
0

ex dx = e− e + 1 = 1

• souřadnice těžǐstě:
xT =

Sy
m =

1
4σ(e2+1)
1
2σ(e−1)

2 = e2−3
2(e−1)2

yT = Sx
m =

1
8σ(e2−1)

2

1
2σ(e−1)

2 = 1
4 (e + 1)

2

→ T =

[
e2 − 3

2 (e− 1)
2 ,

1

4
(e + 1)

2

]

Př́ıklad 3. (Těžǐstě nehomogenńı hmotné oblasti.) Najděte souřadnice těžǐstě T nehomogenńı hmotné oblasti

omezené grafy funkćı y = x2

4 + 2, y = x2

4 , x = 1 a x = 4, jestliže je hustota v každém bodě rovna souřadnici x.

Řešeńı.
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b∫
a

σ(x) (f(x)− g(x)) dx,

Sx =
1

2

b∫
a

σ(x)
(
f2(x)− g2(x)

)
dx,

Sy =

b∫
a

σ(x)x (f(x)− g(x)) dx.

Výpočet:

• nehomogenńı hmotná oblast → hustota σ(x) je funkćı proměnné x, muśı tedy být uvnitř integrálu; f(x) = x2

4 + 2,

g(x) = x2

4

• hmotnost: m =

4∫
1

x

(
x2

4
+ 2− x2

4

)
dx = · · · = 18

• statický moment Sx: Sx =
1

2

4∫
1

x

((
x2

4
+ 2

)2

−
(
x2

4

)2
)

dx = · · · = 375

8

• statický moment Sy: Sy =

4∫
1

x2
(
x2

4
+ 2− x2

4

)
dx = · · · = 42
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• souřadnice těžǐstě:
xT =

Sy
m = 14

5 ,
yT = Sx

m = 25
8

}
→ T =

[
14

5
,

25

8

]
Př́ıklad 4. (Těžǐstě nehomogenńı hmotné oblasti.) Najděte souřadnici y těžǐstě T nehomogenńı hmotné oblasti
omezené křivkami y = ex, y = 0, x ∈ [−π, π], kde hustota je rovna σ(x) = sinx. Odvážlivci mohou naj́ıt i souřadnici x :)
Řešeńı.
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m =

b∫
a

σ(x) (f(x)− g(x)) dx,

Sx =
1

2

b∫
a

σ(x)
(
f2(x)− g2(x)

)
dx,

Sy =

b∫
a

σ(x)x (f(x)− g(x)) dx.

• nehomogenńı hmotná oblast → hustota σ(x) je funkćı proměnné x, muśı tedy být uvnitř integrálu; f(x) = ex,
g(x) = 0

• hmotnost:

m =

π∫
−π

sinx · ex dx =

∣∣∣∣ u(x) = ex v′(x) = sinx
u′(x) = ex v(x) = − cosx

∣∣∣∣ = − [ex · cosx]
π
−π +

π∫
−π

ex · cosx dx =

∣∣∣∣ u(x) = ex v′(x) = cosx
u′(x) = ex v(x) = sinx

∣∣∣∣
= −

(
−eπ + e−π

)
+ [ex · sinx]

π
−π −

π∫
−π

ex · sinxdx = eπ − e−π −
π∫
−π

ex · sinx dx = |dále řeš́ıme jako rovnici|

⇒
π∫
−π

e · sinx dx =
1

2

(
eπ − e−π

)
⇒ m =

1

2

(
eπ − e−π

)
• statický moment Sx:

Sx =
1

2

π∫
−π

sinx · e2x dx = |2x per partes| = 1

2

(
e2π − e−2π

)
− 2

π∫
−π

e2x · sinxdx = |dále řeš́ıme jako rovnici|

⇒
π∫
−π

e2x · sinxdx =
1

5

(
e2π − e−2π

)
⇒ Sx =

1

5

(
e2π − e−2π

)
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• statický moment Sy:

Sy =

π∫
−π

x sinxex dx =

∣∣∣∣ u(x) = x sinx v′(x) = ex

u′(x) = sinx+ x cosx v(x) = ex

∣∣∣∣ = [x sinxex]
π
−π︸ ︷︷ ︸

=0

−
π∫
−π

(sinx+ x cosx) ex dx

= −
π∫
−π

ex sinxdx

︸ ︷︷ ︸
1
2 (e

π−e−π)

−
π∫
−π

xex cosxdx =

∣∣∣∣ u(x) = x cosx v′(x) = ex

u′(x) = cosx− x sinx v(x) = ex

∣∣∣∣

= −1

2

(
eπ − e−π

)
−

[xex cosx]
π
−π︸ ︷︷ ︸

=−πeπ−πe−π

−
π∫
−π

(cosx− x sinx) ex dx


= −1

2

(
eπ − e−π

)
+ π

(
eπ + e−π

)
+

π∫
−π

ex cosx dx

︸ ︷︷ ︸
− 1

2 (e
π−e−π)

−
π∫
−π

xex sinx dx

∣∣∣∣∣∣pomocný výpočet:

π∫
−π

ex cosx dx =
1

2
ex (sinx+ cosx) + c⇒

π∫
−π

ex cosxdx = −1

2

(
eπ − e−π

)∣∣∣∣∣∣
= |dále řeš́ıme jako rovnici: | = 2

π∫
−π

xex sinx dx = −1

2

(
eπ − e−π

)
+ π

(
eπ + e−π

)
− 1

2

(
eπ − e−π

)
π∫
−π

xex sinxdx =
π

2

(
eπ + e−π

)
− 1

2

(
eπ + e−π

)
⇒ Sy =

π

2

(
eπ + e−π

)
− 1

2

(
eπ + e−π

)
• souřadnice těžǐstě:

xT =
Sy
m =

π
2 (eπ+e−π)− 1

2 (eπ+e−π)
1
2 (e

π−e−π) = π − eπ+e−π

eπ−e−π

yT = Sx
m =

1
5 (e2π−e−2π)
1
2 (e

π−e−π) = 2
5

(eπ−e−π)(eπ+e−π)
eπ−e−π = 2

5 (eπ + e−π) = 2
5 ·

e2π+1
eπ

→ T =

[
π − eπ + e−π

eπ − e−π
,

2

5
· e2π + 1

eπ

]
Př́ıklad 5. (Těžǐstě homogenńıho hmotného oblouku) Najděte souřadnice těžǐstě T hmotného oblouku daného
p̊ulkružnićı dané parametricky x = r cosϕ, y = r sinϕ, ϕ ∈ [0, π].
Řešeńı.

−r 0 r x

y

● T

v ϕ

m = σ

β∫
α

√
(ϕ′(t))

2
+ (ψ′(t))

2
dt,

Sx = σ

β∫
α

ψ(t)

√
(ϕ′(t))

2
+ (ψ′(t))

2
dt,

Sy = σ

β∫
α

ϕ(t)

√
(ϕ′(t))

2
+ (ψ′(t))

2
dt.

Výpočet:

• nehomogenńı hmotný oblouk → hustota σ je konstantńı; pro parametrické vyjádřeńı je vždy x = ϕ(t) a y = ψ(t),
v tomto př́ıpadě tedy ϕ(t) = r cos t, ψ(t) = r sin t, t ∈ [0, π]

• hmotnost: m = σ

π∫
0

√
r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕdϕ = σ

π∫
0

√
r2 dϕ = rσ [ϕ]

π
0 = rπσ
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• statistický moment Sx: Sx = σ

π∫
0

r sinϕ

√
r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕdϕ = σ

π∫
0

r sinϕ · r dϕ = −σr2 [cosϕ]
π
0 = 2σr2

• statistický moment Sy: Sy = σ

π∫
0

r cosϕ

√
r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕdϕ = σr2 [sinϕ]

π
0 = 0

• souřadnice těžǐstě:
xT =

Sy
m = 0

yT = Sx
m = 2σr2

rπσ = 2r
π

}
→ T =

[
0, 2rπ

]
Poznámka. Vyzkoušejte spoč́ıtat těžǐstě tohoto hmotného oblouku pro explicitńı vyjádřeńı. Nástin řešeńı:

• výpočet dosazeńım do vztah̊u:

m = σ
b∫
a

√
1 + (f ′(x))

2
dx, Sx = σ

b∫
a

f(x)

√
1 + (f ′(x))

2
dx, Sy = σ

b∫
a

x

√
1 + (f ′(x))

2
dx

• oebcná rovnice kružnice: x2 + y2 = r2 → explicitńı vyjádřeńı: f(x) =
√
r2 − x2 → f ′(x) = − x

r2−x2

• hmotnost: m = σ

r∫
−r

√
1 +

x2

r2 − x2
dx = rσ

r∫
−r

1√
r2 − x2

dx = σ

2∫
−r

1√
1−

(
x
r

)2 dx = σr
[
arcsin

(x
r

)]r
−r

= σπr

• statický moment Sx: Sx = σ
2∫
−r

√
r2 − x2

√
r2

r2−x2 = σr [x]
r
−r = 2σr2

• statický moment Sy: Sy = σ
r∫
−r
x
√

r2

r2−x2 dx =
∣∣substituce: r2 − x2 = t2

∣∣ = −rσ
0∫
0

dt = 0

Př́ıklad 6. (Těžǐstě nehomogenńıho hmotného oblouku) Najděte souřadnice těžǐstě T hmotného oblouku daného
čtvrtkružnićı x2 + y2 = r2 v 1. kvadrantu, je-li hustota v každém bodě úměrná součinu souřadnic př́ıslušného bodu.
Řešeńı.

r

0 r x

y

●

T

m =

b∫
a

σ(x)

√
1 + (f ′(x))

2
dx,

Sx =

b∫
a

σ(x)f(x)

√
1 + (f ′(x))

2
dx,

Sy =

b∫
a

σ(x)x

√
1 + (f ′(x))

2
dx.

Výpočet:

• explicitńı vyjádřeńı rovnice kružnice: x2 + y2 = r2 → y =
√
r2 − x2 → f ′(x) = − x√

r2−x2
→ (f ′(x))2 = x2

r2−x2

• tvar funkce hustoty hmotného oblouku: σ(x) = k · x · y = k · x ·
√
r2 − x2, k vyjadřuje koeficient úměrnosti

• hmotnost:

m =

r∫
0

k · x ·
√
r2 − x2 ·

√
1 +

x2

r2 − x2
dx =

r∫
0

k · x ·
√
r2 − x2 ·

√
r2 − x2 + x2

r2 − x2
dx = k · r · 1

2

[
x2
]r
0

=
1

2
r3k
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• statický moment Sx:

Sx =

r∫
0

k · x ·
√
r2 − x2 ·

√
r2 − x2 ·

√
1 +

x2

r2 − x2
dx =

r∫
0

k · x ·
(
r2 − x2

)
·
√
r2 − x2 + x2

r2 − x2
dx

= k · r
r∫

0

x ·
√
r2 − x2 dx =

∣∣∣∣ r2 − x2 = z2 x = 0⇒ z = r
dx = − z

x dz x = r ⇒ z = 0

∣∣∣∣ = k · r
r∫

0

z2 dz = k · r · 1

3

[
z3
]r
0

=
1

3
r4k

• statický moment Sy:

Sy =

r∫
0

k · x ·
√
r2 − x2 · x ·

√
1 +

x2

r2 − x2
dx =

r∫
0

k · x2 ·
√
r2 − x2 + x2 dx = k · r · 1

3

[
x3
]r
0

=
1

3
r4k

• souřadnice těžǐstě:
xT =

Sy
m =

1
3 r

4k
1
2 r

3k
= 2

3r

yT = sx
m =

1
3 r

4k
1
2 r

3k
= 2

3r

→ T =

[
2

3
r,

2

3
r

]
Poznámka. Vyzkoušejte spoč́ıtat těžǐstě tohoto hmotného oblouku pro explicitńı vyjádřeńı. Nástin řešeńı:

• výpočet dosazeńım do vztah̊u: m =

β∫
α

σ(t)

√
(ϕ′(t))

2
+ (ψ′(t))

2
dt, Sx =

β∫
α

σ(t)ψ(t)

√
(ϕ′(t))

2
+ (ψ′(t))

2
dt,

Sy =

β∫
α

σ(t)ϕ(t)

√
(ϕ′(t))

2
+ (ψ′(t))

2
dt

• parametrické vyjádřeńı rovnice kružnice: x = ϕ(t) = r cos t, y = ψ(t) = r sin t, t ∈
[
0, π2

]
• hmotnost: m =

π/2∫
0

kr2 cos t sin t · r dt = kr3
π/2∫
0

sin t cos tdt = |substituce: cos t = u| = 1

2
kr3

• statický moment Sx: Sx =

π/2∫
0

kr2 sin t cos tr sin tr dt = kr4
π/2∫
0

sin2 t cos tdt = |substituce: sin t = u| = 1

3
kr4

• statický moment Sy: Sy =

π/2∫
0

kr2 sin t cos tr cos tr dt = kr4
π/2∫
0

sin t cos2 tdt = |substituce: cos t = u| = 1

3
kr4

Zdroj: Hřeb́ıčková, Slaběňáková, Šafářová. Sb́ırka př́ıklad̊u z matematiky II, CERM, 2008.
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