
7. Geometrické aplikace určitého integrálu. 1

Obsah rovinného obrazce

(A) P(A) =

b∫
a

f(x) dx

(B) P(A) =

b∫
a

|f(x)|dx =

c∫
a

f(x) dx −
b∫
c

f(x) dx . . . použijeme v př́ıpadě, kdy se část funkce f nacháźı nad osou x,

část pod osou x

(C) P(A) =

b∫
a

(f(x)− g(x)) dx . . . obsah plochy mezi dvěma křivkami, v integrálu je
”
horńı funkce minus dolńı funkce“.

Nezálež́ı na tom, zda jsou funkce nad/pod osou x, zálež́ı pouze na tom, která je
”
výše“ a která je

”
ńıže“.
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Postup pro určeńı obsahu:

1. Zakresleńı graf̊u funkćı ohraničuj́ıćı danou oblast.

2. Určeńı pr̊useč́ık̊u funkćı – často souviśı s mezemi určitého integrálu.

3. Sestaveńı integrálu a jeho výpočet. Pro kontrolu: obsah je nezáporné č́ıslo!

Délka oblouku rovinné křivky

a b

C

| |

L(C) =

b∫
a

√
1 + (f ′(x))

2
dx L(C) =

b∫
a

√
(ϕ′(t))

2
+ (ψ′(t))

2
dt

Objem rotačńıho tělesa

a b

f(x)

| |

^

• rotace kolem osy x : Vx = π

b∫
a

f2(x) dx

• rotace kolem osy y : Vy = π

d∫
c

f2(y) dy
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7. Geometrické aplikace určitého integrálu. 2

Povrch rotačńıho tělesa

a b

f(x)

| |

^

• rotace kolem osy x :

Px = 2π

b∫
a

f(x)

√
1 + (f ′(x))

2
dx

• rotace kolem osy y :

Py = 2π

d∫
c

g(y)

√
1 + (g′(y))

2
dy

Př́ıklady

1. Určete obsah plochy A ohraničené grafy funkćı y = 4− x2 a y = 0.

2. Určete obsah plochy A ohraničené grafy funkćı y = x2 a y2 = x.

3. Určete obsah plochy A ohraničené grafy funkćı y2 = 2x a y = x− 4.

4. Určete délku oblouku rovinné křivky na intervalu [0, 1] pro explicitně zadanou křivku C : y =
√
x− x2 + arcsin

√
x.

5. Určete délku oblouku 1
8 kružnice.

6. Určete objem tělesa, které vznikne rotaćı plochy A kolem osy x. Plocha A je ohraničena křivkami xy = 4, x =
1, x = 4, y = 0.

7. Určete objem tělesa, které vznikne rotaćı plochy A kolem osy x. Plocha A je ohraničena křivkami y = −x2 + 1, y =
−2x2 + 2.

8. Určete objem tělesa, které vznikne rotaćı plochy A kolem osy y. Plocha A je ohraničena křivkami y2 = 4−x, x = 0.

9. Určete (a) povrch pláště a (b) celkový povrch komolého rotačńıho kužele s poloměrem podstav r1 = 4 cm, r2 = 2
cm a výškou v = 3 cm.
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7. Geometrické aplikace určitého integrálu. 3

Řešené př́ıklady pro parametricky zadané křivky

Př́ıklad 1. (Obsah rovinného obrazce - parametrické vyjádřeńı.)
Spoč́ıtejte obsah oblasti v rovině ohraničené jednou větv́ı cykloidy x = r (t− sin t), y = r (1− cos t), t ∈ [0, 2π].

Řešeńı.

P =

∫ β

α

ψ(t) |ϕ′(t)| dt

| | | | | | |
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Jak vzniká cykloida? Zájemci se mohou pod́ıvat na https://cs.wikipedia.org/wiki/Cykloida.

P(A) =

∫ 2π

0

r (1− cos t) |r (1− cos t)| dt = r2
∫ 2π

0

(1− cos t)
2

dt = r2
∫ 2π

0

(
1− 2 cos t+ cos2 t

)
dt

= r2
∫ 2π

0

(
1− 2 cos t+

1

2
(1 + cos 2t)

)
dt = r2

∫ 2π

0

(
3

2
− 2 cos t+

1

2
cos 2t

)
dt

= r2
(

3

2
[t]

2π
0 − 2 [sin t]

2π
0 +

1

4
[sin 2t]

2π
0

)
= 3πr2

Př́ıklad 2. (Objem rotačńıho tělesa - parametrické vyjádřeńı.)
Spoč́ıtejte objem elipsoidu vzniklého rotaćı elipsy dané parametrickými rovnicemi x = 4 cos t, y = 2 sin t, t ∈ [0, π] kolem
osy x.

Řešeńı.

Vx = π

∫ β

α

ψ2(t) |ϕ′(t)| dt

| |

−4 4
0

−
2

x

y

^

Vx = π

∫ π

0

4 sin2 t |−4 sin t| dt = 16π

∫ π

0

sin3 tdt =

∣∣∣∣ cos t = v t = 0→ v = 1
dt = − 1

sin t dv t = π → v = −1

∣∣∣∣ = −16π

∫ −1
1

(
1− v2

)
dv

= 16π

∫ 1

−1

(
1− v2

)
dv = 16π

(
[v]

1
−1 −

1

3

[
v3
]1
−1

)
= 16π

(
2

3
+

2

3

)
=

64

3
π
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Př́ıklad 3. (Povrch rotačńıho tělesa - parametrické vyjádřeńı.)
Spoč́ıtejte povrch tělesa, které vznikne rotaćı křivky x = t2, y = 1

3 t
(
t2 − 3

)
, t ∈

[
0,
√

3
]

kolem osy x.

Řešeńı.

Px = 2π

∫ β

α

|ψ(t)|
√

(ϕ′(t))
2

+ (ψ′(t))
2

dt

| | | |

−1 1 2 30

−−0.5

x

y

v

ϕ(t) = t2 ⇒ ϕ′(t) = 2t

ψ(t) = t3

3 − t⇒ ψ′(t) = t2 − 1, (ψ′(t))
2

=
(
t2 − 1

)2
= t4 − 2t2 + 1

}
(ϕ′(t))

2
+ (ψ′(t))

2
= t4 + 2t2 + 1 =

(
t2 + 1

)2

Px = 2π

∫ √3

0

∣∣∣∣ t33 − t
∣∣∣∣√(t2 + 1)

2
dt = 2π

∫ √3

0

∣∣∣∣ t33 − t
∣∣∣∣ (t2 + 1

)
dt

!!!
= 2π

∫ √3

0

-

(
t3

3
− t
)(

t2 + 1
)

dt

= −2

3
π

∫ √3

0

(
t5 − 2t3 − 3t

)
dt = −2

3

(
1

6

[
t6
]√3

0
− 1

2

[
t4
]√3

0
− 3

2

[
t2
]√3

0

)
= 3π

Poznámka. Je výraz
t3

3
− t na

[
0,
√

3
]

kladný?

t3

3
− t =

t3 − 3t

3
=

1

3
t(t2 − 3) = 0→ nulové body: 0,±

√
3

| | |

− 3 0 3

− + − +
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