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Integrace racionálńı lomené funkce

• rozklad racionálńı lomené funkce na parciálńı zlomky:

TYP I:

∫
A

(ax + b)
k

dx, k ∈ N, a 6= 0, A 6= 0 - vede na integrály typu
∫
f(ax + b) dx nebo substituci ax + b = t

TYP II:

∫
Bx + C

(px2 + qx + r)
k

dx, k ∈ N, p 6= 0, q2 − 4pr < 0, B2 + C2 6= 0:

◦ k = 1 - integrand vhodné upravit na tvar

K

∫
f ′(x)

f(x)
dx︸ ︷︷ ︸

=ln|f(x)|

+L

∫
1

f(x)
dx︸ ︷︷ ︸

integrály vedoućı na arctg

◦ k > 1, k ∈ N - úprava integrandu na tvar

K

∫
f ′(x)

(f(x))
k

dx + L

∫
1

(f(x))
k

dx︸ ︷︷ ︸
uprav́ıme na tvar 1

(t2+a2)k
a primitivńı funkci urč́ıme užit́ım rekurentńıho vztahu

∫
1

(t2 + a2)
k+1

dt =
1

2ka2

(
t

(t2 + a2)
k

+ (2k − 1)

∫
1

(t2 + a2)k
dt

)



3. Integrace racionálńı lomené funkce. 2

∫
x4 + 1

x3 − x2 + x− 1
dx

Řešeńı:
• děleńı polynomů:

• rozklad polynomu ve jmenovateli na součin kořenových činitel̊u:

x3 − x2 + x− 1 =

• rozklad na parciálńı zlomky:

2

(x− 1) (x2 + 1)
=

⇒ 2

(x− 1) (x2 + 1)
=

1

(x− 1)
− x + 1

x2 + 1

• úprava výrazu x+1
x2+1 (integrace racionálńı funkce, typ II):

x + 1

x2 + 1
=

• celkem dostáváme integrál:∫
x4 + 1

x3 − x2 + x− 1
dx =

∫ (
x + 1 +

1

x− 1
− x + 1

x2 + 1

)
dx

=

∫ (
x + 1 +

1

x− 1
− 1

2
· 2x

x2 + 1
− 1

x2 + 1

)
dx

=
1

2
x2 + x + ln |x− 1| − 1

2
ln
∣∣x2 + 1

∣∣− arctg x + c

=
1

2
x2 + x + ln

|x− 1|√
x2 + 1

− arctg x + c
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∫
x

x3 − 1
dx

Řešeńı:
• rozklad polynomu ve jmenovateli na součin kořenových činitel̊u:

x3 − 1 = (x− 1)
(
x2 + x + 1

)
• rozklad na parciálńı zlomky:

x

(x− 1) (x2 + x + 1)
=

⇒ x

(x− 1) (x2 + x + 1)
=

1

3 (x− 1)
− 1

3
· x− 1

x2 + x + 1

• úprava výrazu x−1
x2+x+1 (integrace racionálńı funkce, typ II):

x− 1

x2 + x + 1
=

• úprava výrazu
1

x2 + x + 1
:

◦ úprava na čtverec:

◦ daľśı úpravy:

⇒ dostáváme:
1

x2 + x + 1
=

1

3
4

[
1 +

(
2√
3
x + 1√

3

)2
] =

4

3
· 1

1 +
(

2√
3
x + 1√

3

)2

• celkem dostáváme integrál:∫
x

x3 − 1
dx =

∫ (
1

3
· 1

x− 1
− 1

3
· x− 1

x2 + x + 1

)
dx =

∫ (
1

3
· 1

x− 1
− 1

3

(
1

2
· 2x + 1

x2 + x + 1
− 3

2
· 1

x2 + x + 1

))
dx

=

∫ 1

3
· 1

x− 1
− 1

6
· 2x + 1

x2 + x + 1
+

1

2
· 4

3
· 1

1 +
(

2√
3
x + 1√

3

)2

 dx

=
1

3
ln |x− 1| − 1

6
ln
∣∣x2 + x + 1

∣∣+
2

3
· 1

2√
3

arctg

(
2√
3
x +

1√
3

)
+ c

=
1

3
ln

|x− 1|√
x2 + x + 1

+

√
3

3
arctg

2x + 1√
3

+ c
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∫
3x + 1

(x2 + 2)
2 dx

Řešeńı:

∫
3x + 1

(x2 + 2)
2 dx =

∫
2x · 3

2 + 1

(x2 + 2)2
dx =

3

2

∫
2x

(x2 + 2)
2 dx +

∫
1

(x2 + 2)
2 dx =

3

2
I1 + I2

• I1 =

∫
2x

(x2 + 2)
2 dx =

∣∣x2 + 2 = t
∣∣ =

∫
1

t2
dt =

∫
t−2 dt = −1

t
+ c = − 1

x2 + 2
+ c

• I2 =

∫
1

(x2 + 2)
2 dx =

1

2 · 1 · 2

(
x

x2 + 2
+ (2 · 1− 1)

∫
1

x2 + 2
dx

)
=

1

4

(
x

x2 + 2
+

∫
1

2
(
x2

2 + 1
) dx

)

=
1

4

(
x

x2 + 2
+

1

2

√
2 arctg

x√
2

)
+ c

Celkem tedy ∫
3x + 1

(x2 + 2)
2 dx = −3

2
· 1

x2 + 2
+

1

4
· x

x2 + 2
+

√
2

8
arctg

x√
2

+ c =
1

4
· x− 6

x2 + 2
+

√
2

8
arctg

x√
2

+ c

Pozn. Integrál I2 poč́ıtáme s využit́ım vztahu∫
1

(t2 + a2)
k+1

dt =
1

2ka2

(
t

(t2 + a2)
k

+ (2k − 1)

∫
1

(t2 + a2)k
dt

)
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