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8.1 Rovina v E3

Zápis
𝜌 = [𝐴; 𝑢⃗; 𝑣⃗]

značí, že rovina 𝜌 je v prostoru E3 určena bodem 𝐴 = [𝑥𝐴, 𝑦𝐴, 𝑧𝐴] a dvěma
nekolineárními vektory 𝑢⃗ = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3), 𝑣⃗ = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3).
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8.1 Rovina v E3

Libovolný bod 𝑋 = [𝑥, 𝑦, 𝑧] ∈ 𝜌 ⇔
−−→
𝐴𝑋, 𝑢⃗, 𝑣⃗ jsou komplanární, tj.

−−→
𝐴𝑋 = 𝑡𝑢⃗+ 𝑠𝑣⃗, 𝑡, 𝑠 ∈ R.

1. Parametrické vyjádření roviny

𝑋 = 𝐴 + 𝑡𝑢⃗ + 𝑠𝑣⃗

𝑡, 𝑠 ∈ R jsou parametry.
Rozepsáno do souřadnic

𝑥 = 𝑥𝐴 + 𝑡𝑢1 + 𝑠𝑣1

𝑦 = 𝑦𝐴 + 𝑡𝑢2 + 𝑠𝑣2

𝑧 = 𝑧𝐴 + 𝑡𝑢3 + 𝑠𝑣3
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8.1 Rovina v E3

2. Obecná rovnice roviny

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0

Koeficienty 𝑎, 𝑏, 𝑐, jsou souřadnice normálového vektoru roviny 𝜌, tj.

𝑛⃗ = (𝑎, 𝑏, 𝑐)

kde vektor 𝑛⃗ ⊥ 𝜌 je kolineární s vektorem 𝑢⃗× 𝑣⃗.
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8.1 Rovina v E3

3. Úsekový tvar roviny

𝑥

𝑝
+

𝑦

𝑞
+

𝑧

𝑟
= 1

𝑝, 𝑞, 𝑟 jsou nenulová čísla nazývaná úseky na osách.

Body 𝑃 = [𝑝, 0, 0], 𝑄 = [0, 𝑞, 0], 𝑅 = [0, 0, 𝑟] jsou průsečíky roviny 𝜌 se
souřadnicovými osami 𝑥, 𝑦, 𝑧.
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8.1 Rovina v E3

Příklad 8.1
Určete obecnou rovnici roviny 𝛼.

𝛼 : 𝑥 = 2 + 3𝑡− 4𝑠
𝑦 = 4 − 𝑠

𝑧 = 2 + 3𝑡

Příklad 8.2
Určete obecnou rovnici roviny 𝛼 = 𝐴𝐵𝐶;
𝐴 = [1,−2, 0], 𝐵 = [2, 3, 1], 𝐶 = [2, 1,−1].
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8.2 Přímka v E3

Zápis
𝑝 = [𝐴; 𝑢⃗]

značí, že přímka 𝑝 je v prostoru E3 určena bodem 𝐴 = [𝑥𝐴, 𝑦𝐴, 𝑧𝐴] a
směrovým vektorem 𝑢⃗ = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3).
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8.2 Přímka v E3

Libovolný bod 𝑋 = [𝑥, 𝑦, 𝑧] ∈ 𝑝 ⇔
−−→
𝐴𝑋, 𝑢⃗ jsou kolineární, tj.

−−→
𝐴𝑋 = 𝑡𝑢⃗, 𝑡 ∈ R.

1. Parametrické vyjádření přímky

𝑋 = 𝐴 + 𝑡𝑢⃗

𝑡 ∈ R je parametr.
Rozepsáno do souřadnic

𝑥 = 𝑥𝐴 + 𝑡𝑢1

𝑦 = 𝑦𝐴 + 𝑡𝑢2

𝑧 = 𝑧𝐴 + 𝑡𝑢3
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8.2 Přímka v E3

2. Obecná rovnice přímky

Často je přímka zadána jako průsečnice dvou rovin

𝑝 :

⎧⎨⎩𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1𝑧 + 𝑑1 = 0
𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑐2𝑧 + 𝑑2 = 0

které nejsou rovnoběžné nebo totožné. To je splněno, když normálové
vektory 𝑛⃗1 = (𝑎1, 𝑏1, 𝑐1), 𝑛⃗2 = (𝑎2, 𝑏2, 𝑐2) rovin nejsou kolineární.

Směrový vektor 𝑢⃗ přímky je kolineární s vektorem 𝑛⃗1 × 𝑛⃗2.
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8.2 Přímka v E3

Příklad 8.3
Určete parametrické vyjádření přímky 𝑝.

𝑝 :

⎧⎨⎩ 𝑥+ 𝑦 − 𝑧 + 5 = 0
2𝑥− 𝑦 + 2𝑧 − 2 = 0
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8.3 Dvě přímky

Vzájemná poloha dvou přímek
Přímky 𝑝 = [𝐴; 𝑢⃗𝑝], 𝑞 = [𝐵; 𝑢⃗𝑞] jsou:

1. rovnoběžné totožné ⇐⇒ 𝑢⃗𝑝 = 𝑘𝑢⃗𝑞 a 𝑝 ∩ 𝑞 = 𝑝 = 𝑞

2. rovnoběžné různé ⇐⇒ 𝑢⃗𝑝 = 𝑘𝑢⃗𝑞 a 𝑝 ∩ 𝑞 = ∅
→ Určujeme vzdálenost rovnoběžek.

3. různoběžné ⇐⇒ 𝑢⃗𝑝 ̸= 𝑘𝑢⃗𝑞 a 𝑝 ∩ 𝑞 = {𝑅}
→ Určujeme úhel a průsečík různoběžek.

4. mimoběžné ⇐⇒ 𝑢⃗𝑝 ̸= 𝑘𝑢⃗𝑞 a 𝑝 ∩ 𝑞 = ∅
→ Určujeme úhel mimoběžek a jejich nejkratší vzdálenost.
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8.3 Dvě přímky

Úhel dvou přímek

Úhel 𝜙 ∈ ⟨0, 𝜋
2 ⟩ přímek 𝑝, 𝑞 je úhlem jejich směrových vektorů 𝑢⃗𝑝, 𝑢⃗𝑞.

cos 𝜙 =
|𝑢⃗𝑝 · 𝑢⃗𝑞|

‖𝑢⃗𝑝‖ · ‖𝑢⃗𝑞‖
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8.3 Dvě přímky

Příklad 8.4 !
Určete vzájemnou polohu dvou přímek 𝑝, 𝑞.
– V případě rovnoběžek určete jejich vzdálenost.
– V případě různoběžek určete jejich průsečík a úhel.
– V případě mimoběžek určete jejich nejkratší vzdálenost a úhel.

a) 𝑝 ≡ 𝐴𝐵, 𝐴 = [2, 1, 7], 𝐵 = [−4,−7, 9]
𝑞 ≡ {𝑥 = 1 + 3𝑡, 𝑦 = 8 + 4𝑡, 𝑧 = 6 − 𝑡}

b) 𝑝 ≡ {𝑥 = −1 + 3𝑡, 𝑦 = −7 + 2𝑡, 𝑧 = 4 − 𝑡}
𝑞 ≡ {𝑥 = 2 + 3𝑠, 𝑦 = −5 − 2𝑠, 𝑧 = 3 − 𝑠}

c) 𝑝 ≡ {𝑥 = 𝑡− 1, 𝑦 = 𝑡, 𝑧 = 2𝑡+ 1}
𝑞 ≡ {𝑥 = 𝑠, 𝑦 = 3𝑠− 1, 𝑧 = 4𝑠+ 2}
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8.4 Přímka a rovina

Vzájemná poloha přímky a roviny
Přímka 𝑝 = [𝐴; 𝑢⃗] a rovina 𝛼 : 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 s normálovým vek-
torem 𝑛⃗:

1. přímka 𝑝 leží v rovině 𝛼 ⇐⇒ 𝑢⃗ ⊥ 𝑛⃗ a 𝑝 ∩ 𝛼 = 𝑝

2. přímka 𝑝 je rovnoběžná s rovinou 𝛼 ⇐⇒ 𝑢⃗ ⊥ 𝑛⃗ a 𝑝 ∩ 𝛼 = ∅
→ Určujeme vzdálenost přímky a roviny.

3. přímka 𝑝 je různoběžná s rovinou 𝛼 ⇐⇒ 𝑢⃗ ̸⊥ 𝑛⃗

→ Určujeme úhel a průsečík přímky a roviny.
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8.4 Přímka a rovina

Úhel přímky a roviny

Úhel 𝜙 ∈ ⟨0, 𝜋
2 ⟩ přímky 𝑝 a roviny 𝛼 je doplňkem úhlu 𝜓 směrového vek-

toru přímky a normálového vektoru roviny do 𝜋
2 , tj. 𝜙 = 𝜋

2 − 𝜓.

Protože

𝑢⃗ · 𝑛⃗ = ‖𝑢⃗‖ · ‖𝑛⃗‖ · cos𝜓 = ‖𝑢⃗‖ · ‖𝑛⃗‖ · cos(𝜋2 − 𝜙) = ‖𝑢⃗‖ · ‖𝑛⃗‖ · sin𝜙,

platí

sin 𝜙 =
|𝑢⃗ · 𝑛⃗|

‖𝑢⃗‖ · ‖𝑛⃗‖
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8.4 Přímka a rovina

Příklad 8.5
Určete vzájemnou polohu přímky 𝑝 a roviny 𝛼.
– V případě rovnoběžnosti určete jejich vzdálenost.
– V případě různoběžnosti určete jejich průsečík a úhel.

𝑝 ≡ {𝑥 = 1 + 𝑡, 𝑦 = −1 − 2𝑡, 𝑧 = 6𝑡}
𝛼 : 2𝑥+ 3𝑦 + 𝑧 − 1 = 0
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8.4 Přímka a rovina

Příklad 8.6 !
Je dán bod 𝑀 = [−2, 0, 8] a rovina 𝜌 : −𝑥− 𝑦 + 2𝑧 = 0. Určete
a) kolmý průmět bodu 𝑀 do roviny 𝜌,
b) vzdálenost bodu 𝑀 od roviny 𝜌.

Příklad 8.7 !
Je dán bod 𝑀 = [7,−3, 3] a přímka 𝑝 ≡ {𝑥 = 1 + 𝑡, 𝑦 = −3 + 2𝑡, 𝑧 =
−3 + 2𝑡}. Určete
a) kolmý průmět bodu 𝑀 na přímku 𝑝,
b) vzdálenost bodu 𝑀 od přímky 𝑝.
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8.5 Dvě roviny

Vzájemná poloha dvou rovin
Roviny 𝛼 a 𝛽 s normálovými vektory 𝑛⃗𝛼, 𝑛⃗𝛽 jsou:

1. rovnoběžné totožné ⇐⇒ 𝑛⃗𝛼 = 𝑘𝑛⃗𝛽 a 𝛼 ∩ 𝛽 = 𝛼 = 𝛽

2. rovnoběžné různé ⇐⇒ 𝑛⃗𝛼 = 𝑘𝑛⃗𝛽 a 𝛼 ∩ 𝛽 = ∅
→ Určujeme vzdálenost rovin.

3. různoběžné ⇐⇒ 𝑛⃗𝛼 ̸= 𝑘𝑛⃗𝛽

→ Určujeme úhel a průsečnici rovin.
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8.5 Dvě roviny

Úhel dvou rovin
Úhel 𝜙 ∈ ⟨0, 𝜋

2 ⟩ rovin 𝛼, 𝛽 je úhlem jejich normálových vektorů 𝑛⃗𝛼, 𝑛⃗𝛽 .

cos 𝜙 =
|𝑛⃗𝛼 · 𝑛⃗𝛽|

‖𝑛⃗𝛼‖ · ‖𝑛⃗𝛽‖
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8.5 Dvě roviny

Příklad 8.8
Určete vzájemnou polohu dvou rovin 𝛼, 𝛽.
– V případě rovnoběžných rovin určete jejich vzdálenost.
– V případě různoběžých rovin určete jejich průsečnici a úhel.

a) 𝛼 : 4𝑥+ 2𝑦 − 4𝑧 + 5 = 0
𝛽 : 2𝑥+ 𝑦 + 2𝑧 − 1 = 0

b) 𝛼 : 𝑥− 3𝑧 + 2 = 0
𝛽 : 2𝑥− 6𝑧 − 7 = 0
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