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6.1 Limita funkce

Definice

Rozsifenou mnoZinou redlnych ¢isel R* rozumime mnozinu realnych
¢isel R rozsifenou o body oo a —oo, tj.

R* =R U {0, —o0}.

Body +o00 nazyvdme nevlastni ¢isla, zatimco body mnoziny R nazyvédme
vlastni ¢isla.
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6.1 Limita funkce

Prozp € R, § € R, § > 0 definujeme
® okoli bodu x, jako

U(xg,0) = (xg — 0, 29 + 6),
= pravé okoli bodu x, jako
U (z9,0) = (xg, 7o + I),
= ]Jevé okoli bodu x jako
U (x0,0) = (zo — 6, xo).
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6.1 Limita funkce

|
Prozp € R, 6 € R, § > 0 definujeme

= prstencové okoli bodu x jako
P(x,0) = (xo — 0, ®o + 0) — {zo},
= pravé prstencové okoli bodu x, jako
Pt (xg,8) = (wo, To + 9),
= Jevé prstencové okoli bodu x, jako

7)_(1'0, 5) = (560 — (5, ZC()).
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6.1 Limita funkce

]
Pro £o00, 0 € R, 6 > 0 definujeme

= (prstencové) okoli bodu oo jako
Z/[(OO,5) — P(OO,5) - (la OO),
= (prstencové) okoli bodu —oo jako

U(—00,0) = P(—00,6) = (—o0, —3).

=
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6.1 Limita funkce

Definice (Cauchyho definice limity)

Funkce f : y = f(x) ma v bodé zy € R* limitu rovnu ¢&islu L € R¥, jestlize
pro kazdé ¢ € R, ¢ > 0, existuje 6 € R, 0 > 0 takové, Ze pro vSechna
x € P(xp,9) je funkce f definovana a plati f(z) € U(L,¢).

Piseme lim f(x) = L.
Tr—rTo

lim f(x) =L & VeeRY 3§ e RY; Vo € P(xg,9) : z € D(f)A f(x) e U(L,¢)

T—rXQ
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6.1 Limita funkce

Kazd4 funkce ma v bodé zy € R* nejvyse jednu limitu.

I
Limitu g;li—%lo f(z) = L nazyvame
1) vlastni limita ve vlastnim bodé <— 2y € RaL R
2) nevlastni limita ve vlastnim bodé <— xp € Ra L = +o0
3) vlastni limita v nevlastnim bodé <— 2o =tocca lL € R

4) nevlastni limita v nevlastnim bodé <— zy = t+ococa L = +o0
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6.1 Limita funkce

1) vlastni limita ve vlastnim bodé: o € R, L € R
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T—rXQ
Mgr. BLANKA MORAVKOVA, Ph.D. BAA101 - Matematika 1

6.1 Limita funkce

1) vlastni limita ve vlastnim bodé: 2o € R, L € R

Y
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A, fl@) =1 diyg, fl@) =1
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6.1 Limita funkce

1) vlastni limita ve vlastnim bodé: o € R, L € R

iy Y

f(wo)‘ ................................... .

L > &
lim f(z) A Jim f(z) A
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6.1 Limita funkce

2) nevlastni limita ve vlastnim bodé: »y € R, L = +o0

yi

\ xg— 0 To xg+ 0 / -

xg— 0 ;o o+ 9

Jim f(2) = o0 Jim f(r) = —oc
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6.1 Limita funkce

3) vlastni limita v nevlastnim bodé: 2y = +oo, L € R
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6.1 Limita funkce

4) nevlastni limita v nevlastnim bodé: xy = +o00, L = +00

y f ? 1
Yy 5 .
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3 f

g, (@) = o0 g, (@) = —eo
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6.1 Limita funkce

4) nevlastni limita v nevlastnim bodé:
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6.1 Limita funkce

Poznédmka

Je-li zg € R a zaménime-li v definici limity P(zo) za P*(x), resp. P~ (o),
dostaneme definici limity zprava, resp. limity zleva, (jednostranné
limity).

PiSeme lim f(x) = L,resp. lim f(x) = L.

w—)wo :v—):z:o

Véta
Pro zp € R, L € R* platt:
lim, f(z) = lim f(z)=L < lim f(z)=1L

T—T] T Ty L0
lim f(z) # lim f(x) = lim f(x) A
x—mé‘ T—Ty L0
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6.1 Limita funkce
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6.1 Limita funkce

Funkce f zadand grafem
D(f):R_{_lal}
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6.1 Limita funkce

Priklad 6.1

Z grafu funkce urcete limity.

i : 1\x
a) glﬂilng; ) :}1_{20(5)
3 . 1\x
235, o Jim (5)
lir(1)1+ Inz )
T— 1
b 1 d) lim (- +1)
im tgx _
=5 Jim (5 +1)
lim tgx :
= Jm (G +1)
a}l—% tg e) lim arctgx

lim arctgx
Tr——00
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6.2 Spojitost funkce

Definice

Funkce f je spojita v bodé z, € R, jestliZe
a) fje definovand v néjakém okoli U(xy),

b) lim f(z) = f(zo).

T—rXQ

Definice

Funkce f je spojita zprava v bodé 2, € R, resp. spojita zleva v bodé
zo € R, jestlize
a) fje definovand v pravém okoli U™ (xy), resp. v levém okoli U~ (zy),

b) lim f(x) = f(zo), resp. lim f(x) = f(xo).

%’-)JIO Z‘—)CEO
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6.2 Spojitost funkce

Definice
Funkce f je spojitd na otevieném intervalu (a,b) C D(f), je-li spojita
v kazdém bodé tohoto intervalu.

Definice
Funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a,b) C D(f), je-li spojitd na
intervalu (a, b) a soucasné je spojitd zprava v bodé a a zleva v bodé b.

Je-li funkce f spojitd v bodé z,, pak ma v tomto bodé limitu rovnu funkéni
hodnoté f(xy).
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6.2 Spojitost funkce

Funkce f zadana grafem

D(f)=R—-{-1,1}

® neni spojitd v bodech -3, —1,1, 3
= v bodé 3 je spojita zleva
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6.3 Vlastnosti limity funkce

Je-li lim f(z) = Ly, lim g(x) = Ly, pfiCemz Ly, Lo, xy € R*, pak plati:

T—TQ T—rTQ

1. xligjlo[ ( )] L1 + L2

(z) +
2. lim [f(2) - ()] = Ly - Le
3. lim ﬂ ! pro Ly # 0

T—To (x L2

4. lim |f(x)| = |L4|.

T—rIQ

Pokud zy € R, plati uvedend tvrzeni i pro jednostranné limity.
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6.3 Vlastnosti limity funkce

Limita slozené funkce

lim f(g(x)) = f(lim g(x))

Tr—rx0 T—rIQ

Je-li lim f (x) = 0, o € R* a existuje-li prstencové okoli P(z,) takové, Ze
T—TQ

Vo € P(x) plati
1

= f(x) >0, pak xllgclo @) = 00,
= f(z) <0, pak mlggo% .

Mgr. BLANKA MORAVKOVA, Ph.D. BAA101 - Matematika 1 23 /26



6.3 Vlastnosti limity funkce

Definované operace

z Y7

pro redlna ¢isla k € R a nevlastni ¢isla co a —oo:

Boo+00 =00, —00—00=—00

B+ oo=200+k==20

B o0-00=00, 00 (—00)=(—00):00=—00,
(~o0) - (~00) = 00, —(—00) = o0
® k. (£oo) = (£o0) k=200 prok >0
k- (£o0) = (£o0) -k =Foo prok <0
k
.:I:oo:O

i =0 pro0<k<1
k> =00 prok >1

00 = 0
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6.3 Vlastnosti limity funkce

Neurcité vyrazy
Nejsou definovdny (tzv. neurcité) vyrazy:
B o0o—00, —00+ 00
" (0-00, 0-(—00)
. +oo £0o0
+o00' Foo
koo
0’ 0
(£00)°, 07
m 1% k> prok <0

Neurcité vyrazy a vyrazy obsahujici prvky co a —oco budeme zapisovat do

L]
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6.3 Vlastnosti limity funkce

Ptiklad 6.2
Vypoctéte limity:
a) 9611_>1r£10(132 —z+1)

b) lim ex

T—r00

) i x3 — 8
¢ m1—>n%x2—4

& lim 2~

z—=1t x — 1
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