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1.7 Polynomy

Definice

Realny polynom n-tého stupné je redlna funkce definovand v R tvaru

f(z) =Py(x) = anz™ + ap_1z2™ '+ - -+ axx? + a1z +ap= ) apx”,
k=0

kde n € Ny; aq,...,a, € R, a, # 0.

" qg,...,a, ....koeficienty polynomu
B0 e, absolutni ¢len
mpn=stf ...... stupen polynomu
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1.7 Polynomy

Poznamka:
Polynom stupné
= 0 je konstantni funkce ... napt. Fy(z) =7
® 1je linedrni funkce ... napt. Pi(x) = bz — 1

= 2 je kvadraticka funkce ... napf. Py(z) = 32% — 4x + 2
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1.7 Polynomy —» Operace s polynomy

Operace s polynomy

f(x) = P,(z) = ki arz®, g(r) = Qum(x) = Ii: brx”

1) S¢itani, odeitani polynomu

n

f(x) £ g(x) = kz_:(ak + b)2" pro n>m

Scitdme / odCitdme koeficienty u odpovidajicich si mocnin.

2) Nasobeni polynomu konstantou

r- f(z)=> rau” pro r eR

k=0
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1.7 Polynomy —» Operace s polynomy

3) Nasobeni polynomii

n+m

k
f(x)-g(x) = Z cpx®, kde ¢ = Zaibk_i
k=0 =0

Ndsobime postupné kazdy scitanec proniho polynomu vsemi scitanci druhého
polynomu.

st(f + g) < max(st f, st g)
st(f-g)=stf+stg
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1.7 Polynomy - Operace s polynomy

4) Déleni polynomu

Jsou-li P,, @, polynomy stupiit n > m > 0, pak existuji pravé dva
polynomy H,,_,,, R; (stuptiti n —m, j < m) pro které plati

Pn:Qm'Hn—m+Rj7 t]

G = Hum+ 5 pokud Qn #0

Qm ... délitel
H,_,, ... podilovy polynom
R; ... zbytek

R; =0 ... polynom P, je délitelny polynomem @),,

Mgr. BLANKA MORAVKOVA, Ph.D. BAA001 Matematika I 6/ 24
1.7 Polynomy —» Operace s polynomy FAST

5) Rovnost polynomi
P,=0Q, & 1l.n=m
2.a; =b;, proi =0,1,...,n

Stupné polynomii a koeficienty u stejniyjch mocnin jsou si roony.

Priklad 1.4
Jsou dény polynomy f(z) = 2% —52* — 3z + 1, g(x) = 3z — 2. Vypoctéte:
a) f(z) +g(z),  b)f(z) g(x).

Jsou dany polynomy f(z) = 6z* + 72® — 62> + 8z — 5, g(x) =22* —xz + 1.
Vypoctéte M
9(@)
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1.7 Polynomy —» Kofenové vlastnosti polynomd

Definice

Je-li P, polynom stupnén > 1, pak
m ¢islo zp € C nazveme kofenem polynomu F,, jestliZe plati P, (zy) = 0;
m ¢islo 2y € C nazveme k-nasobnym kofenem polynomu F,, jestlize
plati P,(z) = (z — x0)* - Q,_x (), pFitemZ Q,, i (wo) # 0;
® vyraz r — o nazyvame kofenovym ¢initelem.
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1.7 Polynomy —» Kofenové vlastnosti polynomd FAST

Kofenové vlastnosti polynomu

= V C ma kazdy polynom n-tého stupné pravé n kofenu (pficemz kazdy
kofen je pocitan tolikrét, jaka je jeho ndsobnost) a plati

P.(x) =ap(x —x1) ... (x — x,).

Jde o tzv. rozklad polynomu na soucin kofenovych ciniteli.
= S kazdym k-ndsobnym kofenem a + bi ma polynom také k-nasobny
kofen a — bu.
= Polynom lichého stupné ma alespor jeden redlny koten.
® Ma-li polynom P, celociselné koeficienty a; € Z, i =0,...,na
= kofen zg € Z = xplao,
= kofen zg = g, kdep € Z, g € N = plag, q|ay.
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1.7 Polynomy -» Kofenové vlastnosti polynomdi

Kofenové vlastnosti polynomui

® Rozklad polynomu v redlném oboru:
Po(z) = an(z—x)-. . .- (z—2,) - ((x—a1)* +02)2-. . .- (z—as)> +b2)",

kde polynom P, ma redlné kofeny x4, ..., z, ndsobnosti k1, ..., k,,
komplexni kofeny a; &£ 1%, . .., as £ bsi ndsobnosti /4, . . ., ¢,
aplatiky +-- -+ k. + 20, + -+ +2(, = n.

Jde tedy o soucin polynom tvaru
= (ex+d)* e#0, ke N
= (ax? +brx+c)f,a#0, D=0b—4ac<0, L €N
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1.7 Polynomy -» Kofenové vlastnosti polynomi FAST

Ptiklad 1.6

Najdéte redlné kofeny polynomu f(z) a urcete jejich nasobnost.
f(x)=(z—1)*(z+4) 2z —1)3*+z + 1)(52* + 3)?
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1.7 Polynomy -» Kofenové vlastnosti polynomdi

Hornerovo schéma

P(x)=(x—c) - Hy, 1(x)+d, H, 1(x)=0by 12"+ +bx+b

bo =C- bl “+ a;
d=c-by+ ag je-li d = 0 pak c je kofen polynomu P, (z)
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1.7 Polynomy -» Kofenové vlastnosti polynomi

Ptiklad 1.7

Urcete kofeny a rozklad v redlném oboru polynomu f(z).
flx)=2x+z* —b5x3+ 22—+ 2
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1.7 Polynomy -» Kofenové vlastnosti polynomdi

(a:l:b)2:a,2:|:2ab—|—b2

(a £ b)® = a® £ 3a°b + 3ab® £+ b*

a’ —b*> = (a + b)(a — b)

a® £ b°> = (a & b)(a® F ab + b?)
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1.7 Polynomy —» Znaménko polynomu FAST

Véta
Na zménu znaménka polynomu maji vliv pouze redlné kofeny liché
nédsobnosti.

Ptiklad 1.8

Urcete znaménko polynomu
flz) =23(x—2)°(z—5)*(x+4)(z—6)%(x+1)%(x —3)" (2> —z +1)%(z% +9)3.
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1.7 Polynomy

Ptiklad 1.9

Urcete kofeny, rozklad v redlném oboru a znaménko polynomu f(x).
a) f(x) =23 —2? -4z +4

b) flz)=ax®+2*—223 — 22— +2

c) flx)=12%—3x—2
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1.8 Racionalni funkce

Definice

Py,
Raciondlni funkci f(x) = —— nazyvame podil dvou nenulovych

n

polynomt P,,, Q, stupniti m, n.

" m <n ... ryziraciondlni funkce

" m >n ... neryziraciondlni funkce

Véta
Kazda neryzi raciondlni funkce je bud” polynom nebo ji 1ze vyjadrit jako
soucet polynomu a ryzi racionalni funkce.
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1.8 Racionalni funkce

Ptiklad 1.10
Rozlozte raciondlni funkci f(x) na soucet polynomu a ryzi racionalni
funkce.

22% + 22 + 1
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1.8 Raciondlni funkce + Znaménko racionélni funkce

Véta

P
Na zménu znaménka racionalni funkce f(z) = Q—m, kde polynomy P,,, @,

n

nemaji spolecné kofeny, maji vliv pouze redlné kofeny liché ndsobnosti
Citatele a jmenovatele.

Priklad 1.11
Urcete znaménko funkce f(z).
(x4 2)(z—5)*(22° +1)
a) f(x) T 33'4<5L’ . 1)3
2 —1

3+ 1

b) f(z) =
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1.8 Raciondlni funkce -» Rozklad na parcidlni zlomky

: : B, . :
Kazdou ryzi raciondlni funkci f(z) = —= lze rozloZit na soucet parcial-
n

nich zlomkd.

= Vrozkladu @, je (ex + d)¥, e #0 —
— v rozkladu f(z) je soucet k parcidlnich zlomkda:

Cy n C o Ck
ex+d (ex+d)? (ex + d)*

= Vrozkladu Q, je (az? + bz +¢)’, a £ 0,D <0 —
— v rozkladu f(z) je soucet ¢ parcidlnich zlomkd:

Al.fE + Bl i A2$ == Bg 4 Ag(L’ = Bg
ax? +bxr+c  (ax?+bxr + c)? (az? + bz + ¢)*
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1.8 Raciondlni funkce -» Rozklad na parcidlni zlomky

Ptiklad 1.12

Napiste obecny tvar rozkladu raciondlni funkce f(x) na parcidlni zlomky:
f(z) = 2 + 5
C(z+D(z—3)3(x2+z+1)(z2+1)2
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1.8 Raciondlni funkce -» Rozklad na parcidlni zlomky

Ptiklad 1.13

Rozhodnéte, které z raciondlnich funkci jsou parcidlni zlomky.

2) 4 e) 2 i) 2z — 3
(z +2)3 3z —4 3z +7)°
or — 1 242 3 - z
b) x2f2x+4 2 93(4;;1:;)6 D a;24;1
d) x—x|—5 h) :1:31+1 D (:B2—|C—E2J;5—3)4
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1.8 Raciondlni funkce -» Rozklad na parcidlni zlomky

Postup pfi rozkladu raciondlni funkce na parcidlni zlomky:

1. Je funkce f(z) = % ryzi? Pokud neni, vydélime P, : Q,, a rozkladdme
zbytek (RRF).

2. Rozklad jmenovatele (),, na souc¢in v R.
3. Obecny tvar (schéma) rozkladu.
4. Vypocet neurcitych koeficientti (konstant).
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1.8 Raciondlni funkce -» Rozklad na parcidlni zlomky

Priklad 1.14
Rozlozte funkdi f(z) = ool na parcidlni zlomk
YTz —6 p OmEY:

Priklad 1.15

Urcete znaménko funkce f(x) a rozloZte ji na parcidlni zlomky, resp. na
soucet polynomu s parcidlnimi zlomky.
23— 22% — 9z + 18
x4 322
ot 4a?
23+ 322+ 31+ 1

|
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