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1. REALNA FUNKCE JEDNE REALNE
PROMENNE

Funkce a jeji graf. Zakladni vlastnosti funkci.

Elementarni funkce.
SloZend a inverzni funkce.
Cyklometrické funkce.

Parametrické zadani funkce
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Funkce a jeji graf

Rekneme, Ze funkénim pfedpisem y = f(z) je uréena redlna funkce f
jedné redlné proménné z, jestlize
a) je dan obor A C E, ,pfipustnych” redlnych hodnot nezavisle
promeénné z;
b) kazdému = € A je pfifazena prdvé jedna redlnd hodnota zavisle
proménné y podle funkéniho predpisu y = f(z).

y = f(z) ... explicitni zadani

A=D(f) ... defini¢ni obor
Pokud neni defini¢ni obor zadan, bereme pfirozeny defini¢ni
obor = mnoZzina vSech realnych ¢isel, pro které ma funkeni

predpis y = f(z) smysl.
f(A)=H(f) ... obor funkénich hodnot
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Funkce a jeji graf
Graf funkce

B /ndzornéni funkce

= Grf={[z,y] € Ey; x € D(f), y = f(2)}
= Kazda rovnobézka s osou y protne graf funkce nejvyse v jednom bodé.
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je graf funkce
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Zakladni vlastnosti funkci

Funkce f je na mnoziné M C D(f)

® rostouci — Yz, 20 € M @ 1 < 2 = f(x1) < f(x2)
= klesajici — Vai,20 € M : 21 < @3 = f(x1) > f(x2)

Y f Y
FIC ) S ;
flay) oreees i
g e .
X
T X2 x
Rostouci funkce Klesajici funkce

® ryze monotdnni, je-li rostouci nebo klesajici
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Zakladni vlastnosti funkci

= neklesajici — Vo, 10 € M : 1 < x2 = f(x1) < f(x2)
® nerostouci — V1,20 € M : @1 < 3 = f(x1) > f(x2)

/—/ ]\__\ -
7 " AN

Neklesajici funkce Nerostouci funkce

® monoténni, je-li neklesajici nebo nerostouci
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Zakladni vlastnosti funkci

B prostd — Vi, 20 € M : 1 # x2 = f(x1) # f(x2)
» Kazda rovnobéZka s osou z protne graf prosté funkce nejvyse v jednom
bodé.
= fje ryze monoténni = f je prosta.
= Opak (f je prostd = f je ryze monoténni) neplati.

y

: S
1 \ fjena (—3,2) prostd, ale neni

na (—3, 2) ryze monoténni.
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Zakladni vlastnosti funkci

® zdola ohranitend - 3d e R; f(x) >d Ve e M
® shora ohranitend — 3L eR; f(x) < h Ve e M
® ohrani¢end — 3d,heR;d < f(x) < h Ve M

L/ —

T

d T y=d
Zdola ohranic¢end funkce Shora ohrani¢enéa funkce
y
h y=nh

__ ’

d[ y=d

Ohrani¢end funkce
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Zakladni vlastnosti funkci

2. f(—x) = f(x) VeeM
Suda

— graf je symetricky vzhledem k ose y
\/ 0 \/ “ funkce

= Suda ‘
l.xeM=—-—xecM \ f/
/TN

= Licha
l.zeM=—-zcM
2. f(—x) = —f(x) YVee M
— graf je symetricky vzhledem k potatku Licha
’ " funkce
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Zakladni vlastnosti funkci

® Periodicka
IpeR":
l.L.xeM=z+pe M
2. f(@+p) = f(z) VoeM
- p...perioda

Periodické funkce
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Elementarni funkce

Linearni funkce y = ax + b

mgbeR
D(f)=R

@\'

graf: pfimka

a = 0: Konstantni funkce y = b

b = 0: Pfima tmérnost y = ax
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Elementarni funkce

Absolutni hodnota y = |z|

= D(f)=R
Pozndmka:
la] = a proa >0
—a proa<0
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Elementarni funkce

Kvadraticka funkce y = ax? 4+ bx + ¢

"abceR, a#0
" D(f)=R
= graf: parabola

) )

a>0 /
\0 T 0 T
a<0
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Elementarni funkce

L . ax +b
Linedrni lomena funkce y = Y
cr+d !
" abc,deER, c#£0, ad—bc#0 i
d |
son=r-{-gh e
® graf: rovnoosd hyperbola ﬁ i ‘
= zvlatni pifpad: o ;
Nep#ima imérnost y = — \i 4

ke R - {0}
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Elementarni funkce

Mocninna funkce y = z"
"neN "nel”
= D(f) =R D(f) =R~ {0}
= graf: parabola n-tého stupné graf: hyperbola n-tého stupné

y y Yy y
0 €T 0 T 0 T 0 x
n €N neN nez" n ez
n — sudé n — liché n — sudé n — liché
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Elementarni funkce

n-td odmocnina y = /z

EneN n>2
= graf: parabola n-tého stupné

= nsudé...D(f) =R
= nliché...D(f) =R

n — sudé
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Inverzni funkce

Definice

Je-li f prostd funkce v D(f), pak k ni existuje inverzni funkce f~*
definovand na H(f), pti¢emz plati

[z,y] € Gr f <= [y,z] € Gr f*

= D(f7%) = H(f). H(f™) = D(f)
" f(f @) =, 2 €D(fY) a f(F(@) =, z € D(f)
s (fH) T =F
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Inverzni funkce

= Je-li funkce f rostouci/klesajici, pak je také f~! rostouci/klesajici.

= Grafy funkci f a f! jsou symetrické podle osy I a III. kvadrantu
(§. pfimky y = ).
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Inverzni funkce

Poznamka: Potfebujeme-li najit inverzni funkci k funkci f, kterd neni prosta
na celém D(f), je tfeba nejprve funkci f omezit na interval, na némz je

prosta.

f:y=2"-2, D(f)=R
nent prostd
1

gy=a"—=2, D(g) =(0,00)
je prostd
1

g y=Va+2 D(g) = (-2,00)

Mgr. EVA JANSOVA, Ph.D. BAA001 Matematika I 17 / 42



Elementarni funkce - Exponencidlni funkce

Exponencidlni funkce y = a”
® g e R —{1}
" D(f)=R, H(f)=R*

a>1 0<a<l1

_/1 1\

0 x 0 T
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Elementarni funkce - Exponencidlni funkce

|
Vo, xy, 20 € R:

a® . g2 = g*1t*2
a™t

— g1 %2
a”2

(aml )wz — azrwz

a”-b° = (a-b)”
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Elementarni funkce -» Logaritmickd funkce

Logaritmicka funkce y = log, x oaV=x
" g e R —{1}
= D(f) =R", H(f)=R
® Pfirozeny logaritmus: y =Inxz =log, z, e =2,71
® Dekadicky logaritmus: y = logx = log,, =

Y Y

/ 0<a<1

0 1 x

a>1

Mgr. EVA JANSOVA, Ph.D. BAA001 Matematika I 20/ 42



Elementarni funkce -» Logaritmickd funkce

|
Vo, z1,79 € R :

log,(x; + 2) = log, 1 + log, x>
T

loga _1 = loga L1 — loga T2
T2

log, ¥ = k - log, x

log,
log, x =

log, a
log, x = —log: x
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Inverzni funkce

Mgr. EVA JANSOVA, Ph.D.

a8 —

log, a”

I
8
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Inverzni funkce

Vypocet inverzni funkce f~' z funkce f:

1. V zapisu funkce y = f(z) zaménime z a y, ¢imz dostaneme z = f(y).

2. Zrovnice x = f(y) vyjadiime y a mame ptedpis y = f~!(z).

Priklad
Uréete inverzni funkci f~! k funkci f a defini¢ni obor funkci f a f~*.
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Elementarni funkce -+ Goniometrické funkce

Sinus y =sinx
= D(f) =R, H(f)=(-11)
® Jicha

® periodicka na R s periodou 27

Y
/—\ 1
/27T 3 -7 T 0 m ™ 3m 2 @
) 2 1 2 2
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Elementarni funkce -+ Goniometrické funkce

Kosinus y = cosx

" D(f) =R, H(f)=(-L1)
= suda
® periodicka na R s periodou 27
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Elementarni funkce -+ Goniometrické funkce

sin x

Tangens y = tgx =
cosx

z D(f):R—{(zkﬂ)g; k:ez}, H(f) =R

®= licha
® periodicka na R s periodou

—2m

/,31
2

™ T
2 2

|
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Elementarni funkce -+ Goniometrické funkce

cos T
Kotangens y = cotgx = —
sin
" D(f)=R—{km ke Z}, H(f)=R

® Jichd

® periodickd na R s periodou 7

—27

3m

2

ol
ME]

1 |
I I
I I
I I
1 I
I I
I I
I I
I I
1 1
I I
1 | T
1 1
1 1
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1 1
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1 1
1 1

w
8
T <
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Elementarni funkce -+ Goniometrické funkce

o | T | T | | % 3
o 6 4 3 2 i 2"
1 V2 | V3
i - B P 1 -1
sin x 0 5 5 5 0
V3 V2 1
1 B I - -1
COS T 5 5 5 0 0
3
tgz || 0 \g O V- R RV
3
cotgx || V3 1 \é_ 0 e 0
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Elementarni funkce -+ Goniometrické funkce

]
sinx +cos’z =1
sin 2x = 2sin x cos x

cos2x = cos’x — sin’x

5 1 — cos2x

sin“x = ———
2

n 1 + cos2x

cos m:T
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Inverzni funkce —+ Cyklometrické funkce

Cyklometrické funkce

— funkce inverzni ke goniometrickym funkcim

Arkussinus y = arcsinx

= D(f) = (-1, H(H=(-5.7)

7 | arcsinax
o y=ux
2 S
S 1 e fil _sinz
e . ™ /2 3m .
R —— : =2n
/z \\ 2 -1 : s\ D) ,,,
. P %
< *— « 7
o 3 - P 0 1 7 7T R
’ 2 NS 7 2 et
== —1 .-
,
T _r
2
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Inverzni funkce —+ Cyklometrické funkce

Arkuskosinus y = arccosx

" D(f) = (=11), H(f)=(0,m)

arccos
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FAST

Inverzni funkce —+ Cyklometrické funkce

Arkuskotangens y = arccotgx

" D(f) =R, H(f)=(0,7)

33 /42
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Inverzni funkce —+ Cyklometrické funkce

Mgr. EVA JANSOVA, Ph.D.

1 V2 | V3
x 0 = — | = 1
2 2 2
) T T T T
arcsin 0 3 1 3 5
T T T T
arccos T 5 3 1 s 0
r 0 v3 1 V3
3
T T T
arctg xXr O g Z g
T T T T
arccotg x 5 3 1 3
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Priklad
Urcete inverzni funkci f~! k funkci f a defini¢ni obor funkci f a f~1.

® f:y=arcsin(l —x)
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Slozena funkce

1
[ry=fl(u)

o — fog:y= flg(z))
g:u=g(x)

.. sloZzend funkce

—~
o
s

f ... vnéjsi slozka sloZené funkce
.. vnitfni sloZka sloZené funkce

f(z) = 2? (f o 9)(x) = flg(x)) = (sinz)? = sin’a
glz)=sinz  (go f)(x) = g(f(x)) = sin(s?) = sin 2

= Zalezi na pofadi, v jakém funkce skldddme!

... neni totéz!
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SloZzena funkce

Priklad

Urcete defini¢ni obor funkce f.
a) f:y=+sinz

b) f:y=logy(4—2?)
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SloZend funkce —» Transformace grafu funkce

Posunuti ve sméru osy x: Posunuti ve sméru osy y:
y=f(xta), acR" y=f(x) X a, aeR"
y L Y=z ! y=e'+1
g

-1 |o /1 3 x ) v 1
_
y =In(z + 2) y=In(xz—2) —/

0 z

Mgr. EVA JANSOVA, Ph.D. BAA001 Matematika I 38 /42



SloZend funkce —» Transformace grafu funkce

Stlateni / roztaZeni ve sméru osy z: y = f(axz), a € R
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SloZend funkce —» Transformace grafu funkce

Pteklopeni podle osy x: Pteklopeni podle osy y:
y=—f(=) y = f(—z)
! v=f(z) ! v=J()

Mo N
T

y=—f(z)
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Parametrické zadani funkce

Proménné r a y vyjaddfime pomoci nové proménné ¢:

x = p(t)
y =(t)

Pfirozena parametrizace:

y:f(m)v LS <a7b>
4

r=t

y:f<t>7 te <a7b>
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