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6. Dil¢i dlohy prabéhu funkce.

Mgr. EVA JANSOVA, Ph.D.

Funkce rostouci a klesajici, extrémy funkce T|FCE

Definice

Funkce f je rostouci v bodé z, existuje-li okoli U (z) C D(f) takové, ze
1) Vx, € U(l‘o),$1 < Xp : f(xl) < f(iEO)/
2) Vxy € U(Zlfo),flfg > Iy - f(.??g) > f(!lfo)

Funkce f je klesajici v bodé z, existuje-li okoli U(zy) C D(f) takové, ze
1) Va, € U(CIZQ),SBl < Xp: f(il?l) > f(fll'o),
2) Voo € U(xg), w0 > o0 f(x2) < f(20)-
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Vztah derivace a monotonie funkce T |FCE|

Je-li funkce f spojitd na intervalu (a, b) a ma-li v intervalu (a, b) derivaci:
(a) Je-li f'(z) > 0 pro kazdé x € (a, b), pakje f rostouci na (a, b).
(b) Je-li f'(x) < 0 pro kazdé z € (a, b), pakje f klesajici na (a, b).
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Lokalni extrémy T|FCE

Definice

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé z, lokdlni maximum (minimum), jestliZe

existuje O(xg) takové, ze f(z) < f(xg) (resp. f(x) > f(xg)) proVz € O(xy).
Jsou-li nerovnosti pro x # zy ostré, mluvime o ostrém lokdlnim maximu,

resp. minimu.
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Lokalni extrémy T|FCE

Je-li funkce f spojitd v bodé =y € R a existuje-li prstencové okoli P(z, )
takové, ze f je

® v P~ (xg,0) rostouci a v P (zy, ) klesajici, pak ma f v bodé x, ostré
lokalni maximum,

® v P~ (x0,0) klesajici a v P*(xg, d) rostouci, pak ma f v bodé x, ostré
lokalni minimum.
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Lokalni extrémy T|FCE

Necht’ mé funkce f v bodé z, lokdlni extrém a necht’ existuje derivace
fI(ZL’()). Pak
f/(l’()) = O

Poznamka

® Bod x s vlastnosti f'(x¢) = 0 se nazyjvd staciondrni bod funkce.
® Opacné véta neplati: ve staciondrnim bodé funkce nemusi nastat extrém.

= Funkce miiZe mit lokdlni extrémy ve staciondrnich bodech nebo v bodech, ve
kterych derivace neexistuje.
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Podminky pro existenci lokdlniho extrému FCE

Véta
Meéni-li derivace funkce pfi pfechodu pfes stacionarni bod znaménko, méa
zde funkce lokalni extrém.

Véta
Necht' f'(z9) = 0, tj. x( je stacionarni bod.

® Je-li f"(xo) > 0, pak ma funkce f v bodé z, ostré lokdlni minimum.

® Je-li f"(x¢) < 0, pak ma funkce f v bodé z ostré lokalni maximum.
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Monotonie funkce - pfiklady FCE

Ptiklad
Urcete lokdlni extrémy a intervaly monotonie funkce f:
1. f(z) =2
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Konvexnost a konkavnost funkce T |FCE|

Definice

Rekneme, Ze funkce f je konvexni na intervalu /, jestlize graf funkce leZi
nad tecnou v libovolném bodé tohoto intervalu, tj. plati

f(x) > f(xo) + f(mo)(x —x9) Pproz, xo € 1.

Rekneme, Ze funkce f je konkavni na intervalu /, jestliZe graf funkce leZi
pod tecnou v libovolném bodé tohoto intervalu, tj. plati

f(x) < fxo) + f(mo)(x —x9) proz, xg € 1.
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Konvexnost a konkavnost funkce T |FCE|

Necht' [ je otevieny interval a f ma druhou derivacina I.
(a) Je-li f"(z) > 0 pro kazdé x € I, pak je f konvexnina I.
(b) Je-li f"(x) < 0 pro kazdé = € I, pakje f konkdvnina I.
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Inflexni body funkce T|FCE

Rekneme, Ze z je inflexnim bodem funkce f, jestliZe je vlevo od bodu z
konkdvni a vpravo od tohoto bodu je konvexni, anebo naopak. Stru¢né
fikame, Ze funkce f ma v bodé x inflexi.
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Inflexni body funkce T|FCE

1. Necht' z; je inflexni bod, pak plati:
1.1 Necht existuje f”(zo). Pak f”(zo) = 0.
1.2 f"(zo) neexistuje.
2. Necht' f"(zy) = 0, v levém okoli bodu z, plati f“(z) < 0 a v pravém
okoli bodu z plati f”(xy) > 0, nebo naopak. Pak je z, inflexnim
bodem funkce f.
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Funkce konvexni a konkavni, inflexni body FCE

Priklad

Urcete intervaly konvexnosti/konkdvnosti a inflexni body funkce

f(z)=zln(z—-1).
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Asymptoty grafu funkce FCE

Definice (Asymptota bez smérnice)

Primka
r = Lo

se nazyva asymptota bez smérnice funkce f v bodé z;, € R, jestlize ma
funkce f v bodé x, alespor jednu jednostrannou limitu nevlastni, tj.

lim+ f(x) = o0 nebo lim f(z) = too

w—)wo .’I)—)il:o

Asymptoty bez smérnice
® nazyvame také svislé asymptoty
= mohou byt v bodech nespojitosti funkce, tj. v bodech xzy ¢ D(f), nebo
na okraji defini¢nitho oboru
® jsou rovnobézné s osou y
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Asymptoty grafu funkce T|FCE

Definice (Asymptota se smérnici)

Piimka
y=ax+b abeR

se nazyva asymptota se smérnici funkce f pro x — oo, resp. pro x — —oo,
pravé tehdy, kdyz

@) .
o=lim =" b=lmlf(z)—ad]
resp.
- f(@) .
s= Al s 0 Yo LmfiE)=en
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Asymptoty grafu funkce T|FCE

Asymptoty se smérnici
® pro a = 0 nazyvdme také vodorovné asymptoty
= pro a # 0 nazyvame také Sikmé asymptoty
= vodorovné asymptoty y = b jsou rovnobézné s osou x
= Sikmé asymptoty y = ax + b protinaji osy z a y
= pokud pfi vypoctu koeficienti a,b jedna z limit neexistuje nebo je
nevlastni, pak funkce asymptotu se smérnici nema
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Asymptoty grafu funkce

y
y = arctg
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Asymptoty grafu funkce FCE
r=—1 Y . 2
v= z+1
y=x—1
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Asymptoty grafu funkce FCE

y = x 4 2arccotgz

y=x+27m

/ x
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Asymptoty grafu funkce FCE

Priklad

Urcete asymptoty funkce f.

2
2) fla)= 5
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