Integrace racionalnich funkci

Obecny postup

Racionélni funkci vyjadiime jako soucet polynomu a ryze lomené raciondlni funkce, kterou pak roz-
lozime na soucet parcialnich zlomka. Ziskany rozklad integrujeme ¢len po ¢lenu.

Parcialni zlomky

P1i rozkladu ryze lomené racionalni funkce postupujeme tak, Ze nejprve rozlozime jmenovatele v R,
napiSeme si formalni tvar rozkladu na parcialni zlomky a ur¢ime konstanty. V tomto rozkladu vystupuji
zlomky tvaru:
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kde A, B,C,p,q jsou realné konstanty, n, m jsou pfirozena ¢isla a polynom 22 + px + ¢ nemé reélné
koreny.

Jak integrovat jednotlivé zlomky:

1. Integrace zlomku ﬁ a (x—%o)n je pomérné jednoducha. Pouzijeme substituci x — zg = t a
obdrzime:
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2. Zlomek % nejprve upravime takto:
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Nyni integrujeme
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Pro vypocet prvniho integralu pouzijeme substituci

t=a?+pr+q
dt = (2z +p)dzx

a plati tedy
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Zbyvéa nam vytesit vypocet druhého integralu. Nejprve vyraz
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3. Podobné upravime zlomek
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a integrujeme podobné jako u predchazejiciho zlomku. Vyjde ndm tedy
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Pro vypocet prvniho integralu opét pouzijeme substituci

t=a’+pr+q
dt = (2z +p) dz,

kterd nam dava
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P1i vypoctu druhého integralu postupujeme opét stejné, pouzijeme stejné nahrazeni, poté stejnou
substituci a dostavame
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Posledni problém: uréit K,(z) = [ (ﬂd%)n, pron =1, 2, 3,.... Pro vypocet tohoto integralu
jsme v ptikladu ?? odvodili rekurentni vzorec
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Priklad 1. Vypoctéte neurdity integral [ 3%31 dz pro x # —1.
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Priklad 2. Vypoctéte neurdity integral [ ﬁ dz pro = # 3.
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Priklad 3. Vypoctéte neurdity integral [ dz na intervalu (—oo, 00).
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Piiklad 4. Vypoctéte neurdity integral [ — fi‘j 5 dz na intervalu (—oo, c0).
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Priklad 5. Vypoctéte neurdity integral [ % dx pro z # —3.
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Nejprve rozlozime funkci @9 @2—2075) DA parcidlni zlomky. Nalezneme konstanty A, B, C tak, aby

platila identicky rovnost
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To znamena:

2 =3z 4+1=A(x? - 22+ 5)+ (Bx + C)(x +3)
2 =3z +1=A(x* — 22 +5) + B(z* + 3z) + C(z + 3)
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Srovnanim koeficient@t u 22, ! a 2° dostavame soustavu t¥f linearnich rovnic

1=A+B
—3=-2A+3B+C
=5A+3C.



Resenim této soustavy dostaneme A = %8, B= %, C= %’. Plati tedy rozklad
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Piiklad 6. Vypoctéte neurmty integral [ @ > dz na intervalu (—oo, 00).
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Nejprve rozlozime funkci W na parcialni zlomky takto:
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Tuto rovnici vynéasobime (22 + 1)? a obdrzime
= (Az+ B)(2* +1) +Cz+ D
= Az® + Ba* + (A+ C)x + (B + D).
Porovnanim koeficienti dostaneme A =0, B=1, C =0, D = —1 a plati tedy rozklad
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a podle prikladu 7?7 dale obdrzime
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Priklad 7. Vypoctéte neurdity integral [ m dz na intervalu (—oo, 00).

/ 1 do — / dz
xt + 64 (2% 4 8)2 — 1622
B dx
/ (22 4+ 8 — 4x) (22 + 8 + 4x)

_/ Ax + B Cx+ D
a 2 —4x +8 l‘2+4l‘+8

Rozkladem na parcidlni zlomky obdrzime A = 6 1 B = iﬁ C= 6 D= E a tedy
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Priklady k procviceni
Vypoctéte neurcité integraly:
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