Integrace goniometrickych funkci

Integraci funkci typu R (sinz, cos x) lze vzdy pfevést na integraci racionalnich funkei pouzitim vhodné
substituce.

Substituce specialni

e Je-li R(sinz, cosz) lichou funkei vzhledem ke cos z, pak zavedenim substituce

sinex =1t

cosxdx =dt
pievedeme integral [ R(sinz, cosz)dz na integral z racionalni funkce.
e Je-li R(sinz, cosz) lichou funkci vzhledem k sin x, pak substituce

t =coszx

dt = —sinz dx
pievede vypodet integralu [ R(sinz, cosz)dz na integraci racionalni funkce.

e Pii integraci funkce tvaru R(tgx) pouZzijeme substituci

tgx =1
x = arctgit
dt
de = ——.
Ty

Tim integral [ R(tgx)dx prevedeme na integral racionalni funkce.
Priklad 1. Vypoctéte neurdity integral [ sin? z cos® z dz na R.

2 2

Zvolime substituci ¢ = sin z, potom dt = cos z dz; sin®? z = t?; cos?z = 1 —sin’z = 1 — ¢2.

/sinzxcosgxdx: /tQ(l—tQ)dt

:/(tZ—t4) dt

1 1

=t ——tO+e

3 5

1 . 3 ]. . 5

= _—sin"x — —-sinx + ¢
3 5

Priklad 2. Vypoctéte neurcity integral [ % dz na intervalu
(—7/2+ km, m/2 + kn), k € Z.

Zavedeme substituci ¢ = cos z, odkud dt = —sinz dx; cos? x = ¢4,

sintz = (1 —t?)%
5 _2\2(_
/Slnxdx_/(l t9)*(—dt)
cost x t

1—¢24+¢4
:—/+dt
t4

= —/(t4 — 272 4 1)dt

-3

= 21—y
3 e

1

= 3 — —cosx +c¢
3cosPx coszx




Priklad 3. Vypoctéte neurdity integral [ — 8 prox#krax#kn/2 kel

sin? z cos? z

de . .:.4 .. t4
cos2 g ST = (t2+1)2"

dx 2 4+ 1)2
/ . 4 2 :/(4 ) dt
sin™ x cos* x t

= /(1 +2 2 ) de

Pouzijeme substituci t = tgx, potom dt =

1
:t—2t_1—§t_3+c

Integrace funkci typu sinmaz - sinnz

Plati pro m £ n # 0, x € R. Pfi integrovani téchto funkci se vyuzivaji souctové vzorce
cos (o — ) = cosacos B + sinasin 8
cos (a + ) = cosavcos B — sin asin .

Po odecteni druhé rovnice od prvni dostaneme

cos (a — ) — cos (a + )
2

= sin arsin 3.

Potom

1
/(sin ma sinnz) dr = 5 / (cos (mx — nz) — cos (mz + nx)) dx

1 1
= 2/cosx(m—n)dx—z/cosx(m+n)dx

1 sin(m—n)x 1 sin(m+n)z
== — = +ec
2 m-—n 2 m-+n

Priklad 4. Vypoctéte neurcity integral [ sinzsin3z dz na R.

1
/sinxsin3:c dz = 5 / (cos (z — 3z) — cos (x + 3z)) dx

1 1
=5 /cos (—2z)dx — 2/COS (4z) dx

1 sin2x 1 sindx
— — . - . +C

2 2 2 4

sin2x  sindx
g —_ + C

4 8

Integrace funkci typu cosmz - cosnz
Opét vyuzijeme souctové vzorce, ale tentokrat rovnice secteme a dostaneme

cos (o + f3) + cos (a — )
2

= cos a.cos 3.

Potom

1
/(cos max cosnz)dr = 3 / (cos (mx 4+ nx) 4 cos (mzx — nz)) dx

1 1
= 2/cosw(m+n)d:):—|—2/cosx(m—n)dw

1 sin(m+n 1 =i —
_ 1 ( )eri.Sln(m n)x+c'
2 m+n 2 m-—n




Priklad 5. Vypoctéte neurdity integral [ cos 2z cos 6z dz na R.

1
/cos 2z cosbrdr = 5 / (cos (2x 4 6x) + cos (22 — 6x)) dz

1 1
= 2/(:05 (8x)dx + 2/COS (—4x)dx

1 sin 8z n
2 8 2 4
- sin8r  sindx

=T Ts Tt

1 sindx

Integrace funkci typu sinmz - cosnx
Zde vyuzijeme vzorec
1
sin acos f = i[sin (a+ B) +sin (o — B)].
Potom

1
/(sin ma cosnx)dr = = / (sin (max + nx) + sin (mx — nx)) dz

\V)

1 1
= /sinx(m+n)d:1:—|—Q/Sinx(m—n)dx

1 cos(m+n)r 1 cos(m—n)z
=—z. . -.7 " .
2 m-+n 2 m—n
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Priklad 6. Vypoctéte neurcity integral [(sinbz cos3z)dz na R.

1
/(sin Sz cos3z)dr = 5 / (sin (5 4 3z) + sin (bz — 3z)) dx

1 1
:2/sin8xdx+2/sin2xdx

1 cos8x 1 cos2x

2 8 2 2
cos8xr  cos2x

TS ;¢
Priklady k procvic¢eni
Vypoctéte neurcité integraly:
. f%dx S;llx—smx—i—c]
o [ 1+3ifn2x [3 arctg(2tgz) + ]
o [ipde [z + ]
o [sinZcos % dx [3cos% — Jcosz + (]




