Integrace iracionalnich funkci

V nékterych pripadech lze vhodnymi substitucemi integraci iracionalnich funkci pfevést na integraci
racionélnich funkci.

Integrace funkci typu R(z, /z)

Symbol R znaéi raciondlni funkci dvou proménnych, n € N ~ {1}. Pfi integrovani funkci tohoto
typu pouzijeme substituci x = t", ¢imz prevedeme integral z iracionalni funkce na integral z funkce
racionalni.
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Priklad 1. Vypoctéte neurdity integral [ OS] dz na intervalu (0, co).
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Integrace funkci typu R (w, v/ %)

R znadi racionalni funkci dvou proménnych, a, b, ¢, d € R, n € N~ {1}.
Zahrnuje i integraly [ R (x, Vax + b) dz, (pro ¢ = 0, d = 1). Budeme pfedpokladat, ze ad — be # 0,
v opa¢ném pfipadé, tedy kdyby platilo ad — bc = 0, byl by vyraz pod odmocninou konstantni. Pomoci

substituce t = {/ 2+ tento integral prevedeme na integral racionalni funkce proménné ¢, ktery pocitat
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Nakonec

/R (x of ZZ'IS@) _ /R(Q(t), Q1) dt,

kde R (Q(t), t) Q'(t) je racionalni funkce.



Priklad 2. Vypoctéte neurdity integral [ m dz na intervalu (-1, 0) a (0, c0).
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Priklad 3. Vypoctéte neurcity integral [
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dz na intervalu (—1, 0) a (0, co).



Integrace funkci typu R (m, Vvaz? + b + c)
Omezime se pouze na piipad, kdy a, b, ¢ € R, a # 0; az? + bx + ¢ nemé dvojnisobny kotfen. Kdyby

az’ + bz +c = a(z — z0)? = Vaz? + bz + c = Va|z — o).
«) Nyni budeme piedpokladat, Ze polynom az? 4 bz + ¢ mé dva realné kofeny x1, 2, kde z1 < 2.

Potom
Vaz? + bz 4 ¢ = Ja(z — 21)(z — 29).

Pro a > 0 odmocnina existuje na intervalu (—oo, x1) a (x3, 00). Na libovolném z téchto dvou
intervalt plati:
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Provedeme substituci ¢t = ktera vede na integral z racionalni funkce proménné ¢. Potom

mx’

Xr — I9
t? =

x—x1

Nakonec

/R v, Var? + b+ c) dx—/R(Q(t), Q) — 21]t) Q'(1) dt.

Pro a < 0 odmocnina existuje na intervalu (z1, x2). Na tomto intervalu plati:
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Opét pouzijeme substituci e

) Necht polynom az?+bx +c nemé reilné koreny. Odmocnina v/ax? + bx + ¢ je definovana pro ka-
72dé x € R; a > 0, ¢ > 0. Metoda TeSeni téchto integrali spociva v tzv. Eulerovych substitucich
- nebudeme feit.

Priklady k procvic¢eni
Vypoctéte neurcité integraly:
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