Geometrické aplikace urcitého integralu

Uziti integralniho poc¢tu je velmi Siroké. Pomoci urc¢itého integralu lze spocitat obsahy rovinnych
Gtvarti, objemy a povrchy rotacnich téles a délky rovinnych kiivek. Vyuziti uréitého integralu je Siroké
rovnéz ve fyzice a fyzikalni chemii. My si ukdzeme geometrické vyuziti.

Obsah rovinnych obrazcu

Definice 1. Necht a, b € R, a < b. Je-li f(x) nezdporné funkce definovana na intervalu (a, b), pak
mnozina {[z, y) € R? :a <2 < b, 0 <y < f(r)} se nazyvd podgrafem (subgrafem) funkce f.

Véta 1. Je-li funkce f(x) na intervalu (a, b) nezapornd a integrovatelnd, pak obsah S rovinného
obrazce, ktery je podgrafem funkce f(x), je ddn vzorcem

b
S:/f(a:)dx. (1)

Dausledek 1. Jsou-li f(x) a g(z) funkce integrovatelné na intervalu (a, b) a spliiujici nerovnost 0 <
f(x) < g(x) pro Vz € (a, b), pak je zkoumany rovinny obrazec {[z, y] € R?:a <2 <b, f(z) <y <
g(z)} mnozinovym rozdilem pografu funkce f a podgrafu funkce g a pro jeho obsah plati

s = /b g(x) da /b f(z)da = /b (9(x) — f()) da. (2)

Pfi feSeni tloh se muzeme dostat do situaci, kdy integrovanad funkce f(z) neni v intervalu (a, b)
nezdpornd (muze nabyvat nekladnych hodnot). Pro pfislusny integral potom plati ff f(z)dx < 0.
V takovych piipadech pocitdme obsah daného ttvaru jako absolutni hodnotu piislusného urcitého
integralu. Obsah tedy vypocteme podle vzorce

S = /bf(a?)dsc :—/bf(a?)dsc. (3)

Samoziejmé existuji také funkce, které nabyvaji na intervalu (a, b) jak kladnych, tak zapornych hod-

not. V tomto pfipadé si rozdélime interval (a, b) na jednotlivé intervaly, ve kterych funkce nabyva

nezapornych, resp. nekladnych hodnot, a prislusné integraly spocteme jiz podle znamych vzorcu 1, 2

a 3.

Pozndmka. Pokud pro néktera = € (a, b) plati f(x) < 0, zapiseme: g(z) — f(z) = (g9(x) +¢) —

(f(z) + ¢), kde ¢ zvolime tak, aby f(z)+ ¢ > 0 pro Vz € (a, b). Posunutim obrazce se dany obsah
« b b

nezménil: [ ((9(z) +¢) — (f(z) +¢)) dz = [, (9(z) — f(2)) da.

Resené priklady

Priklad 1. Vypocététe obsah podgrafu funkce y = sinz na intervalu (0, 7).

Resend
Pro Vz € (a, b) je f(x) =sinz > 0.
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Pro obsah daného ttvaru plati

S = /sinxdx = [—cosz]f =1—(—1) = 252
0



nékolik ¢asti, jejichz obsahy uz lze pocitat podle pfedchozich pravidel.

Piiklad 2. Vypoctéte plosny obsah obrazce ohrani¢eného parabolou y = 22 — 62 + 8 a jejimi te¢nami
s body dotyku 77 = [1, 3], T> = [4, 0].
Resent
Nejprve upravime rovnici paraboly tak, abychom ziskali soutradnice vrcholu paraboly a jeji parametr:

y=(x—-32%+8-9

y=(r—-3)7°>-1

(x—32%=y+1.

Z posledni rovnice muzeme vy¢ist, Ze parabola ma vrchol V' = [3, —1] a jeji parametr je p = %
Nyni ndm zbyva najit rovnice tecen. Dosadime do zndmého vztahu pro rovnice tecen paraboly ¢ :

(x —m)(x¢ —m) = p(y + y+ — 2n), kde [m, n] jsou souradnice vrcholu a [z, y;] jsou soufadnice bodu
dotyku. Potom dostédvame rovnice tecen:

tl:(x—3)(1—3):%(y+3+2)
tr:(z— 34 —3) = Sy +0+2),

které upravime:

1 1
ti: =20 +6=_(y+5) t2rz—3=5(y+2)
dr—12=—-y -5 21 —-6=y+2
y=—4x+7 y =2z — 8.

Nyni se podivame, jak vypadaji grafy funkci:
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potom spocitat obsahy jednotlivych ¢asti obrazce, jez ndm vymezi teény a parabola.

—4xr+7=2x—8
—6x = —15

15 5
xrT = — = —



Priiseéik teden je tedy bod [, —3]. Obsah S spoéteme jako soucet obsahti Sy, So, kde S; je obsah
obrazce, ktery je vymezen parabolou a teénou t1 na intervalu (1, g), a Sy je obsah obrazce vymezeného
parabolou a tecnou ¢, na intervalu (3, 4):

5

2
Si= [ ((2* =6z +8) — (—4z + 7)) d$:/(x2—6x+8+4l‘—7) dz =
1

(x2—2:v+1) dz = [I—3—x2+x]2—
=13 =

— —
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Obsah rovinného obrazce vymezeného kiivkou popsanou parametrickymi rovnicemi

Je-li graf funkce f uréen parametrickymi rovnicemi x = ¢(t), y = ¥(t), t € (a, B), kde funkce ¥ je
spojité a nezapornd v intervalu (o, 3) a funkce ¢ méa v intervalu (o, 3) derivaci ¢’(t) rtiznou od nuly,
ktera je integrovatelnd v intervalu («, ), plati pro obsah obrazce ohrani¢eného grafem funkce f na
intervalu (o, 3) vzorec

B
s=/¢w¢@a. (4)

Priklad 3. Vypoctéte obsah cykloidy, jez je zadana parametrickymi rovnicemi p(t) = a(t—sint), ¥(t) =
a(l —cost), a >0 pro 0 <t <2m.

Reseni

Udélame si o kiivce predstavu:
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Abychom mohli spocitat obsah podle vzorce 4, musime nejprve spocitat derivaci ¢’ = a(1 — cost). A



nyni jiz mizeme do vzorce 4 dosadit a obsah spocitat:

2 27

S:/aQ(l—cost)2 dt:aQ/(1—2cost+C052t) dt =
0 0
2m 2m
1 2t 1
= a? [t—2sint]gw+/+zosdt =a? (27r—2sin27r)+2/(1+0082t) dt | =
0 0
9 1 I o 2 1 L. 2 2.:2
=a 27r+§ t—l—581n2t =a 27r+§ 27r+§sm47r =a“(27 4+ ) = 3wa”j°.
0

Priklad 4. Vypoctéte obsah obrazce ohrani¢eného kiivkou z(t) = a(2cost —cos2t), y(t) = a(2sint —
sin 2t), a > 0.
Podivame se na graf kiivky:

Vidime, ze kfivka je soumérna podle osy x, spocitdme tedy jeji obsah jako dvojnasobek obsahu pro
t € (0, 7). Nejprve musime najit derivaci 2'(t) = a(—2sint + 2sin2¢) a nyni jiz miZzeme dosadit do
vzorce 4:

™

S
5 = /a(—? sint + 2sin2t)a(2sint — sin 2¢) dt| =

0

s

=a’ / (—4sin®t + 2sintsin 2t + 2sin 2¢sint — 2(sin 2¢)) dt| =

0
™
=a’ /(—4sin2t+4sin2tsint—251n22t) =
0
s s ™ 4
1 —cos2t 1 — cos 4t
- —4a2/Czosdt+4a2/sin2tsintdt—2a2/(;Osdt =
0 0 0
s T ™
= —2a2/(1—0082t) dt—aQ/(l—cosélt) dt+4a2/28mtcostsintdt =
0 0 0
4 s
in2t]" in4t]”™
T Pl P P —l—8a2/sin2tcostdt .
2 0 4 0




Nyni si zvl4st vyfesime posledni integrédl, pouzijeme k tomu substituci sint = u:
sint = u

.92 _
/sm tcostdt = cost di — du /u du =
_ ui’ _ sin® ¢ _
=13 = |5 |-

. 3 ™
t
8a2/sin2tcostdt = 8a? [SH;] =0.
0

0
Budeme pokracovat ve vypoc¢tu obsahu

= |-2a*(m — 0) — a®(7 — 0) + 0| = |-37a®| = 3ma®;°

= 6ma’j>.

wn N

Délka krivky
Kiivka v kartézskych souradnicich

Véta 2. Je-li funkce f: (a, b) — R spolu s funkci f' na (a, b) spojitd, pak graf funkce f je krivka

s konecnou délkou danou vzorcem ,
- / J1+ (F(2))? da (5)

Pozndmka. Tento vzorec je mozné pouzit i v pfipadé, kdy funkce f(x) je spojitd na intervalu (a, b) a
derivace je spojita na intervalu (a, b).

v Vv ’ v _ . . 2
Priklad 5. Vypoctéte délku oblouku kfivky y = Insinx na intervalu (%5, 57).

Resend
Graf funkce y = Insinx pro z € (3, {) vypadé takto:
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Nejprve funkci zderivujeme:

Délku [ vypocteme dosazenim do vzorce 5:

2m/3 27r/3
cos x sin? 2 + cos? x
= ————dx =
smx sin® x
71'/3

w/3
2m/3 2m/3
1
= / le‘: / dx
sm- T S180 8
w/3 w/3

PouZijeme substituci cosx = t. Abychom do integralu dostali cos x, provedeme nékolik uprav. Nejprve
zlomek rozsifime vyrazem sinx a poté upravime:

2m/3 27 /3 2m/3
dx sin x sin x
- = ——dr = 72da:
sinx sin® x 1 —cos*zx
/3 /3 w/3



Pri dosazeni substituce potfebujeme najit nové meze:

cosr =t
—sinzdx = dt

—-1/2 1/2
/ —dt / dt
1—t2 (1—t)(1+1)
1/2 -1/2
Nyni se budeme vénovat vypoctu integralu a osvézime si rozklad racionalni funkce na parcialni zlomky.

1 A B

prd O: —
T—n0+6 1—t 1+¢
1=A(1+t)+B(1-1) 1=A+B
1 1
A=—-,B=—
2 2
Dostavame se k vyfeseni integralu:
1/2 1/2 1/2
dt 1 dt 1 dt 1 1/2
/1ﬁ 2] 1=t T2 ) T a0,
~1/2 —1/2 ~1/2
L[ [t+e]Y? 1 j1+d 1 1-1d
2 L=tl]_yp 2 [1=35| 2 |1+
1 1.1 1 1
=-In3—-In-=-In3 - -(-1 =
2r13 503 2r13 2( n3)
1 1
:§1n3+§1n3:1n3j.

Krivka zadana parametrickymi rovnicemi

Necht je nyni rovinnéd kiivka vyjddfena parametrickymi rovnicemi x = ¢(t), y = ¥(t), t € («a, 5).
Jsou-li funkce ¢', ¥’ spojité na intervalu («, 8), potom délka I oblouku kfivky zadané parametrickymi
rovnicemi je mezi body « a [ dana vzorcem

B
Z=/¢WMP+Wwa (6)

Pozndmka. Podobné miizeme zavést vzorec pro vypocet délky oblouku prostorové kiivky, jez je zadana
parametrickymi rovnicemi = = p(t), y = ¢¥(t), z = x(t), t € (o, ). Potom dostavame vzorec

B
1—/¢Wwf+wwf+wwfa (7)

Priklad 6. Vypoctéte délku oblouku kiivky, jez je zaddna parametrickymi rovnicemi z = a(t —
sint), y =a(l —cost), a >0 pro 0 <t < 2.

Reseni



Nejprve budeme derivovat: 2’ = a(1 — cost), ¥’ = asint. Nyni mizeme dosadit do vzorce 6:

2
l—/\/ (t))th:/\/a2(1—cost)2+agsin2tdt:

/a\/1—2cost+6052t+s1n tdt—a/\/2—2cos tdt =

0

:a/\/§\/1costdt:\@a/\/lcostdt.
0 0

3

Integrand rozsifime vyrazem oL tak dostaneme

27 27
1-— t t
:2a/\/2€OSdt:2a/sin2dt
0 0

a nyni pouzijeme substituci % = u, prepocitdme meze a nakonec dosadime:

t
1§:u 7 T
— idtjdu = 2a/s1nu2du—4a/smudu—
uy = 5 =0
uzz(%)QW: 0 °

Pozndmka. Kiivka, jejiz délku jsme pocitali v prikladu 6, se nazyva cykloida. Tato krivka je opisovana
bodem P, ktery lezi na kruznici o poloméru a a tato kruznice se kotali po primce.

Piiklad 7. Vypoctéte délku oblouku prostorové kiivky, jeZ je zaddna parametrickymi rovnicemi
x =acost, y=asint, z =bt, a, b> 0 pro t € (0, 27).

Reseni
Podivame se na graf kiivky:
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Nyni jiz mtzeme spocitat délku jednoho zavitu podle vzorce 7:

2 27
l:/\/a2sin2t+a2cos2t+b2dt:/\/a2 (sin2t+coszt)+l)2dt:
0 0
2
:/\/a2+b2dt:\/a2+b2 o™ = 27/ a? + b2j.
0

Objem rotacnich téles

Véta 3. Necht je ddna spojitd nezdpornd funkce f na intervalu (a, b) a necht T je téleso v R3, ktere
vznikne rotaci podgrafu funkce f kolem osy x. Potom objem télesa T je ddan vzorcem

b
V=nr / (f(2))? de. (®)

Resené piiklady
Piiklad 8. Vypoctéte objem rota¢niho télesa, jez vznikne rotaci obrazce omezeného kfivkami f: y =

1—2%ag:y =22 kolem osy =.

Resent
Nejprve nakreslime grafy obou funkci

fceg

feef

o1 08 o6 o4 o2 O 02 04 06 08 1

a ur¢ime pruseciky graft funkci. Jejich x-ové soutadnice ziskdme jako FeSeni rovnice f(z) = g(x), tj:

1— 22 =22
1 = 227
ol
2
V2
— :‘:7
T
Rovnice f(z) = g(x) mé dvé feSeni: z1 = —@ a ro = @ Na intervalu (—@, §> je horni funkei

h(x) = 1—2?% a dolni funkci d(z) = 2. Objem rota¢niho télesa vyjadiime jako V = 7

8=

(h*(z) — d*(z)) da.



Dosadime a upravime:

V2 V2
2 2
V:ﬂ/((l—a:Q)Z—x‘l)dx:w/(l 202 + 2t — 2t dx =
_V2 V2
2 2
V2
2 2

3vV2-v2  2v2 4
= 3 ™= 3 Ty

Piiklad 9. Vypoctéte objem rota¢niho télesa vytvofeného rotaci obrazce ohraniceného kiivkami
2y = 22 a 2z + 2y — 3 = 0 kolem osy z.

Resent ,
Vypocteme priiseciky grafii dvou funkei: f1:y =%, fo: y = % —x.
z? 3
2
2 2
*+2r-3=0
(r—1)(x+3)=0
Ir = —3, T9 = 1

Nyni nakreslime grafy obou funkci, z grafii uré¢ime, kterda funkce je vétsi a uréime objem stejné jako
v prikladu 8:

feef2

2 feefl
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Piiklad 10. Vypoctéte objem rotaéniho télesa vytvofeného rotaci obrazce ohraniceného kfivkou
2

i—;—l—%:l, a, b > 0 kolem osy =x.

Resent

Nejprve je potfebné udélat si o kfivce jasnou predstavu. K tomu ndm pomize jeji graf (vykresleny pro

presné hodnoty a = 3, b = 2):

Z grafu je vidét, ze kiivka je soumérnd podle osy y a protind osu x v bodech 3, —3, tedy obecné

v bodech —a, a. V prvnim kvadrantu mé ktivka rovnici y = b4/1 — z—z Miuzeme tedy objem télesa

vypocitat jako dvojnasobek objemu télesa vzniklého rotaci obrazce ohrani¢eného osou x a grafem
funkce f:y =by/1— %, & € (0, a) kolem osy z.

a2

a a
2

1 9 z? 9 9 T
0 0

312 3
= 7b? [a: — ;2] = 7b? <a — a> = g7mb2
a*|, a

4
V= gﬂ'ab2j3.

Pozndmka. Je-li graf funkce f uréen parametrickymi rovnicemi x = o(t), y = ¢¥(t), t € («, B), plati
pro objem télesa, které vznikne rotaci obrazce omezeného osou x, pfimkami x = a, x = b a grafem
spojité nezaporné funkce f kolem osy x vztah

vr| [veeou). (9)

pritom a = ¢(a), b = ¢(5).

10



Pi¥iklad 11. Vypoctéte objem télesa vytvoreného otacenim obrazce ohrani¢eného kiivkou z = asin®(t), y =
beos3(t), t € (0, 27) okolo osy = (a > 0, b > 0).

Resenit

Podivame se, jak vypada graf funkce pro pevné hodnoty a = 3, b = 2.

Kfivka je soumérna podle osy y, vzniklé téleso je soumérné podle roviny x = 0. MtzZeme proto spocitat
objem poloviny télesa dosazenim do vzorce 9 takto:

w/2 w/2

1

§V =7 / b? cos®(t)3asin’(t) cost dt = 3ab®m / sin?(t) cos” () dt =
0 0

smt—u 1
costdt = B2 9
= = 1— =
u1—81n0—0 w/u w?)” du =
ug =sinmw/2 =1 0
1

105 — 189 + 135 — 35 16 16
_ b2 — b2 —_ b2
= 3a 315 = 3abTmore = abTmone
32
V= _""ab?
105 i

Povrch plasté rotac¢niho télesa

1. Necht je funkce f(x) spojita na intervalu (a, b) a méa v tomto intervalu spojitou derivaci. Povrch
plasté rotacniho télesa, které vznikne rotaci kiivky, jez je grafem funkce f, kolem osy z, lze
vypocitat takto:

b
P= 27r/f(x)\/1 + (f'(x))? d. (10)

2. Jestlize je kiivka vyjadfena parametrickymi rovnicemi x = ¢(t), y = ¥(t), t € («a, 5) a funkce

11



©, ¥ maji v uvedeném intervalu spojité derivace, pro povrch plasté rotac¢niho télesa plati:

B
P=2n [ w07 + w0 (11)

«

Resené priklady

Priklad 12. Vypoctéte povrch plochy, kterou vytvori kiivka y = sinz, x € (0, 7) otafenim okolo osy

T.
Resend
K vypoc¢tu povrchu vzniklého télesa potiebujeme derivaci: 3y = cosz. Nyni miZeme dosadit do
vzorce 10:
K ™
P = 27r/sinx\/1 +cos?2xdx = 27r/ V' 1+ cos? zsinz dz.
0 0

Integral vyfesime pouzitim substituce:
cosxr =t 1

ot e [ Vi Ew

DM :cosO=tt=1
HM :cosm=t, t=—1 1

Nyni pfehodime meze a podle véty tedy plati:
-1 1
271'/—\/1 +t2dt = 277/\/1+t2dt
1 -1

Vzhledem k tomu, Ze integrované funkce je na intervalu (—1, 1) sudd, mtzeme podle véty o sudosti
funkce tento integral spocitat takto:

1 1
27T/\/1+t2dt:2-27r/\/1+t2dt
—1 0

12



Predchézejici integral vypocitdme zvlast nédsledovné: nejprve integrovany vyraz rozsifime vyrazem
V1 + t2, vznikly integral rozdélime na dva, pficemz ten druhy vyfesime metodou per partes:

1

/mdt Lt t—/dt +/ttdt =
Vite ) V142 ) V142

u=t u =1
= |,/ _ t _ 2
V= m V= 1+1

1
1 1
_ [ln’t—l—\/1+t2H0+ [t 1+t2}0—/\/1+t2dt
0

/\/1+t2dt In(1+v2) —Inl++v2

0

2/\/1+t2dt:1n(1+\@)+\/§

1

/\/1+t2dt (1n1+\f)+\f)

Koneény povrch tedy je:

—47r0/\/1—|—t2dt—47r <1n(1+\/§)+\/§) =2ﬂ(ln(1+\/§)+\/§)j2

Priklad 13. Vypoctéte povrch plochy vytvofené otac¢enim oblouku kiivky = = a(cost + tsint), y =
a(sint — tcost), t € (0, 7), a > 0 kolem osy x.

Reseni
Budeme potiebovat derivace: 2/ = a(—sint +sint + tcost) = atcost a y' = a(cost — cost + tsint) =
atsint. Nyni mizeme dosadit do vzorce 11 a povrch spocitat:

™

P=2r / a(sint — tcost) \/agt2 cos2t + a2t2sin?tdt =

0
s
=27 / a(sint — tcost)at\/ cos?t 4 sin? t dt =
0
s ™
= 27a® /t(sint — tcost)dt = 2ma® /tsintdt - /t2 costdt
0 0 0

13



Oba integraly spocitame zvlast metodou per partes:

iy
u=t u =1

/tsmtdt: v/ =sint v = —cost
0

™
= [—tcost]g+/costdt =
0

= —mcosT + [sint]y =7

i

=t? '=2t
/tQCostdt: v v
0

™

= [t2sint]g—/2tsintdt:

v/ =cost v =sint

0
T
=r?sinm — 2/tsintdt = —27.
0
Nyni mizeme naSe dosazené vysledky dosadit a spocitat povrch:
™ T
P =2ma? /tsintdt — /t2 costdt | = 2ma® (m + 27) = 67%a?j2.
0 0

Priklady k procvic¢eni s vysledky

1. Vypoctéte obsah rovinného obrazce, ktery je omezen kiivkami:

ey=2a’ x+y=2 (S =3]
o y=2"y=2,2=0 [522_ﬁ]
.y:e_2r_17y:e_m+17x:0 [S:1n4_%:|
oyztgaz,yz%cosx,sz [S:%—l—lng}

zadanych parametricky
x =a(cost+tsint), y = (sint —tcost), (0<t<2m)azr=a,y<0 [S = %(4%2 +37r)}

e zadanych parametricky

m:acosgt,y:asingt,tem, 27y, a >0 [S’z%mﬁ]
e zadanych parametricky

x =3 y=3t—1 [5:%\/3]

2. Vypoctéte délku oblouku kiivky:

S 1= 3@ +e—e?—e)]
e y=In(1—2%,2€(0, 3) [[=13— 3]
e y = %(3 — z)\/z mezi priseciky s osou z [1=2V3]
e y=Incosz, z€(0,a),0<a< [l:%lni:ﬂg}

3. Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci itvaru ohraniceného kiivkami:

o 2t +y* =a%2% a > 0 kolem osy x [V _ 27%(13}
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o L4+ %—j =1 kolem osy x [V = %mﬂb]

a2

e y=uz,y=2x+sin?z, x € (0, 7) kolem osy y [V:ﬂ;]
. Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci Gtvaru ohraniceného kiivkou:

e v =cos*t,y =sint, t € (0, 7) a osou x kolem osy z [V — %T]

ox:tQ,y:t—g,tew,ﬁ)kolemosyx [V:%’T]

. Vypoctéte povrch plasté rotacniho télesa, které vznikne rotaci tvaru ohrani¢eného horni polo-
vinou asteroidy o parametrickych rovnicich = ¢(t) = acos®t, y = (t) = asin®t, t € (0, 71) a

osou . [P = %mﬂ]
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