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Uvod

S prechodem na bakalarské studium doslo k mnoha zménam. Byly akreditovany
nové studijni programy pro bakalafské a pro navazujici magisterské studium.
Pokud jde o matematiku, tak se na nasi fakulté vcelku podatilo zachovat ob-
sah predchoziho studia, doslo vsak k jeho casovému prerozdéleni. Problematika
pravdépodobnosti a matematické statistiky se dostala do tietiho ro¢niku studia,
numerickd matematika do prvniho ro¢niku navazujiciho magisterského studia.

V souvislosti s bakalafskym studiem, které umoznuje studenttim ziskat nizsi
vysokoskolské vzdélani, vznikaji problémy s odpovidajici narocnosti vykladu
prednasené latky a s irovni pozadavkt kladenych na studenty ve srovnani s pred-
chozim inzenyrskym studiem. To také souvisi s mirou vyuzivani matematickych
poznatkl pfi zdivodnovani vysledkii prednasenych partii jednotlivych speciali-
zaci, na které jiz zbyva méné casu a pro bakalare se jevi jako prilis obtizné. Piitom
bakalarské studium je ¢tyfleté a vétsina studentii zpravidla pokracuje v navazuji-
cim trisemestrovém magisterském studiu. Absolvent navazujiciho magisterského
studia by mél byt schopen ¢ist i odbornou knizni a ¢asopiseckou literaturu svého
zameéreni, kterd se jiz matematice nevyhyba.

Je proto jisté dobré upozornovat studenty bakalarského studia na tlohy pred-
métl specializaci, které vyuzivaji poznatky prednasené v matematice. Tim je
mozné alespon u ¢asti studentit vzbudit vétsi zajem o prednasenou latku a do-
sahnout presvédceni o jeji uzitecnosti.

A k tomu by méla pfispét i tato sbirka. Jde pouze o jeji prvni variantu. Bylo
by vhodné ji déle rozsifovat, aby postupné obsahovala vice matematickych partii
ve vicero oborech specializaci vyucovanych na stavebni fakulté.

Je nasi milou povinnosti podékovat vsem kolegtim z ostatnich tstavi, kteri
nam byli jakkoliv ndpomocni pfi sestavovani této sbirky.

Kolektiv autoru
prosinec 2009
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Kapitola 1

Elementarni priklady

Piiklad 1 ([7], s. 9) O kolik se prodlouzi vlastni svisld ty¢ dlouhd 3,2 m, je-li .z
upevnénd na hornim konci? (Modul pruznosti tahu v oceli je E = 2 - 10! Pa,
hustota p = 7800 kg - m™—3, Al = Ol% (l—y)dy.)

Reseni:

l 271 2
_[re I PO Tl R
Al—/OE ( y)dy—E{ly QL— =

_ 7,8:10%kg- m™*-9,81m-s7%-(3,2m)?

=1,96-10"°
21011 Pq - 2 ’ m

Piiklad 2 ([7], s. 36) Drevény vdlec ponoteny ve vodé do 2/3 vysky vytdhneme @
z vody. Jakou prdci vykondme? Polomér vdlce je 10 cm, vyska vdlce je 60 cm,
hustota dreva je pp = 600 kg - m~—3. Predpokldddme, Ze hladina vody v nddobé se
nement.

Reseni: Celkova prace pii vytazeni o 2/3 vysky je dana vzorcem

-

Proto

h h
(w.r?h'pD~g—7r~r2~y'pv~g)dy=7rr2g/ (h-pp —y-pv)dy.
0

Wl
oo

2h
W = mr?g | hppy — y—va U g (2R — iy ) = 2artgh(op — Sov)
2|, 3 18 3 3

2 1
= §7r(0, 1m)?9,81m - s 2(0,6m)?(600 kg - m™> — 31000 kg-m™3) =19,7.J.

Priklad 3 ([7], s. 38, modifikovano) Jak velkou silou pusobi voda na hrdz .z
tdolni prehrady, kterd md tvar lichobézniku (viz obrdzky)?




8 Elementarni priklady

(F = Jy (%2y+ %) ypg dy.)

\ e [ | -
\‘—_"/ ! l S

Oznaéeni rozmeém hraze
Hraz tidolni nadrze

"la—b b
F = - dy =
/0(20 y+2)ypg Y
a0yt b1 1 ,fa—b, b]
*W[EL*P%{EO—W” T

90m — 60m 60m
_— 4 — | =2,98-108 N.
3 50m 0m + 5 } ,98-10

Reseni:

1
= 51000 kg-m™2-9,81m-s2(40m)? {

E] Priklad 4 ([8], s. 8, modifikovano) Vypoctéte rychlost a zrychleni pohybu

hmotného bodu, ktery je popsan rovnici

s(t) = (0,06m) - cos ((1, 5rs™ )t + §7r> :

Reseni: Rychlost hmotného bodu vypoéteme derivaci vychylky podle ¢asu

v(t) = dz(tt) =5'(t) = —(0,06m)(1,57s™ ") - sin ((1, 5rs™ )t + gw) :

2
v(t) = —(0,097m s~') - sin ((1, 5rs~ )t + gﬂ)

a zrychleni derivaci rychlosti

a(t) = =v'(t) = —(0,09mms )(1, 575~ 1) - cos ((1, Sms 1)t + ;71’) :

2
a(t) = —(0,1357* ms™?) - cos ((1, 5ms 1)t + 57‘[‘) _




Piiklad 5 ([8], s. 46) Naleznéte tvar vinové rovnice, jejimz resenim je rovinnd @
vina , kterd se siri ve sméru osy x dle rovnice

u=u(z,t)=U sin(w-t—k-z+ ).

Reseni: Vypoéteme parcidlni derivace funkce u podle jednotlivych promén-
nych
ou(zx,t)
ot

=U -w-cos(w-t—k-x+ ),

2
& %(;,_t) =-U-wsin(w-t—k-z+¢)=—w’ u(,t),
ou(z,t)

ox

=-U-k-cos(w-t—Fk-z+ ),

0?u(x,t)
Ox?
Vyjadienim vychylky w z druhé parcidlni derivace dle ¢asu ¢ a dosazenim do
druhé parcialni derivace dle polohy x dostaneme

=-U-k sin(w-t—k-z+¢)=—k* u(z,t).

Pu kK 0*u
0x2  w? o2’
kde vztahem ¢ = w/k je ddna fazova rychlost c. Vyslednd rovnice je
Pu 1 u
or? 2 ot

Priklad 6 ([9], s. 53) Pinéni a prdzdnéni prizmatické nddoby otvorem p7i @
Q, = konst.

Reseni: Ma-li nddoba staly prifez A, = konst. (valec, hranol, ... ), mtizeme
zapsat pro ¢as nutny ke zméné polohy hladiny z tirovné z; na 2y

(1.1)

P4 /22 dz
“ ). Qp— pAV2gz

kde pritok (), mlzeme vyjadrit pomoci plochy vytokového otvoru A a mezni
hladiny z,, na které by se hladina ustalila, pokud by pritok byl roven vytoku:

Qp = /’LA V 292u7

kde A je plocha vytokového otvoru a g soucinitel vytoku. Dosazenim tohoto
vztahu do integralu (1.1) obdrzime:

t—A/Z2 dz AL /zz dz
o 1AV29z, — pAV29z pAN2g ) VA7
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Pti feSeni integralu zavedeme substituci:

Y=+2u— V2, dz=-2(/z.—y)dy

a meze integrace jsou:

z H 21 ‘ z9
Y=VZu— V7 || 1= — 7 | Yo = Ve — 2

Reseni je tvaru:

24, zz)\/_ ydy— 24, y2(1_\/z_“> p
- uAV2g ), y 1tAN2g J,, y

24, I lVEVE — VA VA
- VR - o VA - vE - vE e

Pro prizmatickou naddobu bez piitoku (z, = 0) je ¢as potiebny ke zméné
polohy hladiny z tirovné z; do zs:

t A /22 dz z 1 d
= — =~ = _— z =
o HAV292 pAV2g )., Vz

2A, -
:MA\/%[\/E]ZQ_HA\/_(\/_ \/_)

Doba nutné pro tplné vyprazdnéni (z; = 0) pro prizmatickou nddobu bez
ptitoku (z, = 0) je:
24,7

T uAV2g

Priklad 7 ([9], s. 54) Plnént vdlcové cisterny pri (), = konst.

Reseni: Valcova nadoba s vodorovnou osou se prazdni otvorem v nejnizsim
misté, priCemz je postarano o privod vzduchu nad hladinu. Plocha hladiny je
s hladinou proménlivad A, = 2L+/z(2r — z), kde L je délka cisterny, r je polomér
cisterny a z poloha hladiny. Cas potfebny ke zméné polohy hladiny z trovné 2
do 7 dostaneme dosazenim A, do (1.1), kde @, = 0:

2 A.dz
t:—/ z / V2r — z dz.
o 1Az uA\/

Tento integral fesime substituci

y=2r—z, dz=—dy
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a meze integrace jsou:

z H 21 ‘ Z9
y:2r—zHy1:2r—zl‘y2:2r—zg

Cas potfebny ke zméné polohy hladiny z trovné z; do 2, je pak:
2L Y2 2 2L 372r—22
= Y dy = — |:y§:|
HAN2g Sy, VY 3 A/ 2g 2r—z
4L 3
=———((2r —z9)2 — (2r — ) :
WG (( r— z) (2r — z1)

Doba pro tplné vyprazdnéni celé cisterny (z; = 2r = d a zo = 0) je

Njw

ALd> Ld>
= 0,301,
3uAN2g 1A

Priklad 8 ([10], s. 38, ReSeny piiklad 4.4) Z Planckova zdkona odvodte E]
Stefaniv—Boltzmaniv zdkon zdrent.

Reseni: Vyjdeme z rovnice ®, = fooo ®, d\, kterou prevedeme na tvar s inten-
zitami vyzafovani (dosadime ®, = M. S, podobné &, = M, S5), tedy

M, = / My d)\
0
a za M, dosadime Plancktuv zakon

M)\(Aa T) = = he

takze mame vyftesit integral

M, = / a d\ .
0 )\5. (e% — 1)
Provedeme substituci = = f—% a najdeme

c d\
A= —Qx_l, A2,
T dx T
coz dosadime do rovnice integralu. Bude

0 T4 00 3
- [ o (<o) =t [,
o (2271) (er—1) N T o €
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e’} $3 7T4
dr = .
/0 v 17715

Po dosazeni za konstanty c¢; a ¢y dostaneme Stefantiv—Boltzmantv zakon zafeni
2o k4

e T-74a 9o

15h3c2

kde integral ma hodnotu

T* = 0T,

Piiklad 9 ([10], s. 38, Reseny pitklad 4.5) Z Planckova zdkona zdreni cerného
telesa odvodte Wientiv posunovact zdkon zdrend.

Reseni: Vlnova délka ve Wienové posunovacim zakoné musi splnovat pod-

minku maxima funkce % = (. Dosadime-li do této podminky Planckiv zédkon
zafeni

1
M/\()\7 T) = o )
AP (eﬁ - 1)
dostaneme rovnici
5¢c 1 c C2_oxr
__61 e+ _15 . >\2T—2 =0,
A exr — 1 A (6% . 1)
kterou zkratime vyrazem % . % a dostaneme
exr — 1
c exr
2, ——— =5.
T exr — 1

Zavedeme substituci x = ;—ZT a dostaneme rovnici
ze® = 5(e” — 1),

jejiz tfeseni je x = 4,965. Substituci x = {% upravime pro oblast maximalniho
vyzafovani na tvar A, T = cy/x = b, kde jsme vlnovou délku oznaéili indexem
maxima a soucasné zavedli Wienovu konstantu b = ¢o/x. Po dosazeni konstanty

¢y a x = 4,965 dostaneme b = 2,898 - 103 m - K.

Pi¥iklad 10 ([11], s. 119, Reseny piiklad 6.1) Najdéte stredni a efektivni hod-
notu harmonickeho proudu o periodé T a amplitudé proudu I, po jednocestnem
USMErnént.

Reseni: Casovy pritbéh proudu i = I, sinwt po jednocestném usmérnéni je
v kazdé periodé T' dan vztahy

‘ I, si L
i(t) = sinwt pro te(g,2>,
0 pro te (3,T),

kde w = 27 /T.
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a) St¥edni hodnota proudu v ¢asovém intervalu (0,7 je

1 [T o 1. T o
I, = — Losin —tdt = —1I,— |—cos =t| ="
T/O ST T 2W[COST} B

b) Efektivni hodnotu proudu I v ¢asovém intervalu (0,7") urc¢ime ze vztahu

1 (72 o 1712 [T/2 4 I?
I’ =~ I2 sin® ——tdt = — -2 1—cos—t | dt =2
T/o o, SII T T2 J, cos T L

1
I=-
2
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Kapitola 2

Komplexni priklady

2.1 Eulerova vzpérna pevnost

Zjistete posunuti vsech bodu stihlého kloubove uloZeného linedrné pruzného kovo- @
vého sloupu délky 1 s kruhovym prirezem o poloméru r << l, zatiZenym o0sovou

silou N; gravitacni sily zanedbejte. Je zndm kladny Youngiv modul pruznosti

(v tahu, tlaku i ohybu) E.

Reseni: Uvazujme sloup jako jednorozmérnou konstrukci s body = € (0,1),
s pevnym kloubem v bodé z = 0 a s posuvnym kloubem v bodé x = [, v némz
pusobi sila N, ktera je kladna, jde-li o tlak, a zaporna, jde-li o tah.

Nejprve vypocteme obsah prifezu A a moment setrva¢nosti J (pro rovinnou
tlohu, ve sméru kolmém na z):

A=mnr?,
21
0

2 r 1 R
J=/ ds&/ (p008¢)2-pdp=§/ (1+COS(2¢))d¢/ p*dp
0 0 0

1 1

_ 1 1, 1,
=3 [(P+§Sln(2(p):|o L—lp L = 5-2%-17’ =1

Oznacme ¢ napéti ve sloupu, € pretvoreni, u posunuti ve sméru x a w posunuti
ve sméru kolmém na z. V tzv. teorii prvniho fadu (rovnovéha se formuluje na
nedeformované konstrukci) je w = 0 a stav napjatosti a pfetvofeni je urcen
Cauchyho podminkou rovnovahy, Hookovym zakonem a vztahem mezi posunutim
a pretvorenim:

o'=0, o= FEe¢, e=1u.

Poc¢ateéni podminky jsou u(0) =0 a o(l) = N/A.
V proménné u dostavame pouze

EAW =0, u(0)=0, EAd()=N.
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Hledané posunuti je tedy
N

= ﬂx )
tomu odpovidéd konstantni pretvofeni ¢ = N/(EA) a napéti 0 = N/A.

Tento vysledek se blizi realité jen pro N < 0 (tah), piipadné N = 0 (neza-
tizeny sloup), nikoliv pro N > 0 (tlak). V tzv. teorii druhého fadu (rovnovéha
se formuluje na deformované konstrukeci) poéitdme navic s ohybovym momentem
M = Nw, jejz lze vyjadrit rovnéz ve tvaru

u

M = —-EJkr(w),
kde r(w) je prvni kiivost sloupu, tj. odchylka jeho stfednicové kiivky od piimky
v oskula¢ni roviné. Okrajové podminky jsou pfitom w(0) = w(l) = 0. Pfesné je

wl/

r(w) =

Dostavame tak

N
/@(w)—l—E—Jw—O.

Doposud jsme uvazovali jen x(w) = 0, nyni polozime x(w) = w”; tim ovSem
Y Y
pfechézime ke specidlnimu dvourozmérnému (rovinnému) modelu. Oznacime-li

oo [H
EJ’
dostavame tak pro N < 0 linearni diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty

w4+ a*w =0,

pro N > 0 obdobné
w’ — o*w =0

a koneéné pro N = 0 pouze w” = 0, a tedy (vzhledem k okrajovym podminkam)
w = 0.
Pro N < 0 je obecné feseni
w = C} sinh(ax) + Cy cosh(ax) ,
kde konstanty (7 a Csy urcime z okrajovych podminek:

Cy=0, Cysinh(al) + Cy cosh(al) = 0.

Ponévadz al > 0, nemtize byt sinh(al) = 0, takze i C; = 0, a tedy w = 0. Zadny
novy vysledek jsme nedostali.




2.2 Nosnik na Winklerové podlozi 17

Pro N > 0 je obecné feseni
w = C sinh(ax) 4+ Cy cosh(ax) ,
kde konstanty C; a Cs ur¢ime z okrajovych podminek:
Cy =0, Cysin(al) + Cycos(al) = 0.

Pokud je sinh(al) # 0, je opét i C; = 0, a tedy w = 0; nelze vsak vyloucit ptipad
sinh(al) # 0, ktery nastane pro @ = kn/l a libovolné pfirozené k. Nésledné
vychézi
k
w = C sin ik ,

[
kde C; mulze byt libovolné; napf. pro z = [/2 méame tedy libovolny prihyb
w = C}. Odpovidajici tlakova sila je

N = EJ(’T) :

v praxi je nebezpecnd uz prvni z nich pro £ = 1, tzv. Eulerova kriticka sila.
Od této sily se pak obvykle odvozuje tzv. vzpérna pevnost, s niz pracuje fada
technickych norem.

Nerealisticka libovolna hodnota prihybu w je disledkem zjednoduseni: zane-
dbani gravitace, linearizace k(w) atd. Zpfesnéni vysledku by vyzadovalo hlubsi
znalosti teorie diferencidlnich rovnic (zejména vlastnich ¢isel diferencialnich ope-
ratorid, obecné nelinearnich) a jejich numerického feseni.

2.2 Nosnik na Winklerové podlozi

Zjistete pruhyb linedrne pruzného oboustranné vetknutého nosniku délky | pricné
zatizenéeho kladnym rovnomeérnym zatiZenim q, jehoZ obdélnikovy prirez ma Sirku
b a vysku (ve smeéru zatizeni) h. Nosnik se znamym kladngm Youngovym modu-
lem pruznosti v ohybu E je uloZen na Winklerovée podlozi s kladnym zakladovym
modulem (vyjadrenym jako tlak na jednotku délky nosniku) K. Vysetiete rovnéz
limitnd pripad K — 0.

Reseni: Nejprve vypoéteme potfebny moment setrvacnosti

b/2 h/2 b2 [1 h/2
dx/ P dy = [x]” {—yg} = —bh3
/b/2 h/2 b2 13 —h/2 12

Zakladni rovnice elementérni ohybové teorie nosniku (prozatim bez uvazeni
vlivu podlozi) pro zatiZeni ¢ (zde konstantni), posouvajici silu 7', ohybovy mo-
ment M, pootoceni ¢ a prihyb w (v obvyklé znaménkové konvenci) jsou

T/:_qa M,:T, EJQOI:—M, wlzgp,
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po vylouceni T', M a ¢ z nich vychazi
EJuw" =q.

Obecné feseni této rovnice ziskdme snadno ¢tyrnasobnym pfimym integrova-

nim ve tvaru
g

EJw:CQ+Cl$+CQ$2+03$3+ 24 .

Pro jeho prvni derivaci pak plati

3
EJU}/ = Cl + 2021’ + 3031'2 + % .

Konstanty Cy, C1, Cy a Cj5 je tieba urcit z okrajovych podminek ve vetknuti

cili
w(0) =0, w'(0) =0, w(l) =0, w'(l)=0.

Ztejmé je Cy = C7 = 0; pro zbylé dvé konstanty dostavame soustavu rovnic

PP C ] Pl
2l 312 Cs | 24| 4|

jejiz Tfeseni podle Cramerova pravidla je

Co — ql? 3[4—4l4_q12 Cn — ql? 4l3—2l3_ 2ql
27 94 32_922 24’ T 94 32-922 24"

Dostéavame tak

Pro zahrnuti vlivu podlozi sta¢i ¢ v uvedenych diferencialnich rovnicich na-
hradit ¢ — kbw. Oznacime-li

L _ L
“Vaes T \uEs

4w//// +ﬂ4w — ,}/4'

dostaneme
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Charakteristickd rovnice pro pfislusnou zkracenou rovnici (s nulovou pravou
stranou) je
4N+t =0.

Jeji ¢tyti komplexni feSeni ve tvaru A = p(cos ¢ + isin ) lze uréit pomoci Moiv-
rovy véty pro j € {0,1,2,3} ze vztahu

(V2p)* (cos(4¢) + isin(4p)) = 5*(cos((2] + 1)7) + isin((2j + 1)) .
Ziejmé je v/2p = B a ¢ = (2j + 1)1 /4, takze
Ae{B+iB,B—iB,—B+iB,—B —if}.
Obecné feSeni (nezkracené) rovnice pak lze psat ve tvaru
w = Ay exp(fz) sin(Bx) + Ay exp(3z) cos(fx)

+ As exp(—fx) sin(fz) + Ay exp(—0z) cos(fx) + 7.
Jeho prvni derivace je

w' = (A; — Ay)fBexp(fx)sin(Bz) + (A + Az)[ exp(Bx) cos(Bx)

— (A3 + Ay)Bexp(—pz) sin(fBx) + (As — Ay) B exp(—pz) cos(fx) .

Konstanty A;, As, A3 a A, je tfeba opét urcit z okrajovych podminek ve
vetknuti. Oznac¢ime-li pro jednoduchost

a; = exp(Bl) sin(pl) , ay = exp(fl) cos(pBl)

az = exp(—p1) sin(Hl) , ay = exp(—p1) cos(pBl)

dostavame soustavu ¢tyt rovnic

1 1 1 ~1 Ayl | o
o351 o%) (0%} Oy As Y
a1+ Qy Qg — Q1 Qg — g3 —0O3 — 04y A4 0

Z prvnich dvou rovnic miiZzeme vypocitat
Ay=7—Ay, A3 = Ay — A1 — Ay =y — Ay — 24;
po dosazeni jiz obdrzime soustavu pouze dvou rovnic

a1 — (3 g — 20[3 —+ gy Al _ ’}/(1 — (3 — 014)
a1+ g+ a3 — oy ay — o+ 203 A, 2va ’
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Podle Cramerova pravidla potom je A; = D1/D a Ay = Dy/D, kde
D= ozf — bz + a§ — 200 + gy — g + ozi ,

2
Dl = —")/(Oél — Qg — 20(3 — g — 1Oy + 30(2@3 + Qpy — 2@3) s
2 2
Dy =y(ag + ag + ag — ag — 3o — oy — apaiy — ey + a5 + ag) .

Specidlné pro x = /2 (a pro jiz znamé konstanty A;, Az, Az a Ay) tak dostavame
w(l/2) = Ay exp(fl/2)sin([l/2) + Az exp(5l/2) cos(Bl/2)

+ Agexp(—p01/2) sin(—p51/2) + Ay exp(—pB1/2) cos(—p1/2) 4+~

neboli (s vyuzitim zndmgych trigonometrickych vzorci)
2w(l/2) = A1(exp(Bl/2) — agexp(—1/2)) + Az(exp(6l/2) + s exp(—f1/2))

+ Az(exp(—pB1/2) — agexp(Pl/2)) + As(exp(—51/2) + ayexp(Bl/2))) + 2.

Pripad £ = 0 jsme jiz vyTesili samostatné. Pro k — 0, je zfejmé [ — 0,
a limitni analyzou (s opakovanym pouzitim L’Hospitalova pravidla) bychom méli
dospét ke stejnému vysledku. Tento postup je vsak pracny a zdlouhavy, a proto
jej radi prenechame trpélivému ctenari.

2.3 Kirchhoffova rotacné symetricka deska

Na zdkladé Kirchhoffovy ohybové teorie tenkych desek zjistéte maximadlni prihyb
pruzné homogenni a izotropni tenké vdlcové desky tloustky h o poloméru r >>
h, jejz zpusobuje predepsané specidlni rotacné symetrické pricné zatiZeni. Jsou
znamy hustota materidalu p, Younguv modul pruznosti E, Poissonova konstanta
w (mezi 0 a 1) a mistni gravitacni zrychleni g. Predepsané zatiZeni je takové, Ze
jeho znama liniovd vyslednice q (sila na jednotku délky vztaZend k priméru desky)
se nemeni se vzddlenosti od stredu desky.

Reseni: Pro popis desky pouzijeme cylindrické soufadnice (p, ¢, 2): deska za-
ujimé polohu p € [0,r], w € [0,27), z € [—h/2,h/2]. Normalovad napéti o,
o, a tangencidlni napéti 7,. nahrazujeme v Kirchhoffové teorii pro rotacné sy-
metricky stav napjatosti i pretvoreni jejich liniovymi silovymi a momentovymi
vyslednicemi, tj. posouvajici silou a ohybovymi momenty v radialnim a tangen-
cialnim sméru

h/2 h/2 h/2
t:/ Trodz, mp:/ 20,dz, mw:/ zo,dz,
—h/2 —h/2 —h/2
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takze Cauchyho podminky statické rovnovahy generuji pouze jednu silovou a
jednu momentovou rovnici (¢arka v tomto piikladé naznacuje derivaci podle p)

t
t’+;—|—q:0, m, — My + pm;, = pt.

kde ¢ je celkové pFi¢né liniové zatizeni, ziskané integraci pies w € [0, 27).
Prvni rovnici lze zapsat ve tvaru

pt' +1 = —pq

a vypodéitat z ni ¢ pomoci Eulerovy substituce ¢ = exp(n). Ziejmé je t’ = exp(—n)t
(tecka zde znamend derivaci podle nové proménné 7). Po dosazeni vychazi jiz
rovnice s konstantnimi koeficienty

i +1i= eXP(_n) )
jejiz obecné feseni

N[

t = Cexp(—n) — 5 exp(n) =

2 p

C
p
zévisi na konstanté C. Ponévadz vsak pro p — 0, je nepiipustné ¢ — 400, je
nutné C' = 0.

Posunuti ve sméru p se v Kirchhoffové teorii pfiblizné uvazuje jako u = —z¢,
kde ¢ je thel sevieny fezem stfednicové roviny deformované desky a osou 7,
pricemz pro pruhyb w plati w’ = ¢, takze slozky pietvoreni jsou

, , u w
Er=U = —2¢ , Ep=—=—2—
p p
a linearni Hooktv zékon lze zapsat ve tvaru
Jpzl_—/ﬂ(&«#—,uap), O'wzl_—lﬂ(€¢+,uéfr).

L . N ’ / 7 ’ /
Vyjadiime-li postupné o, a o, pomoci €, a €, a vysledek poté pomoci ¢ a ¢,
zavedse stru¢né oznaceni

Eh?
B=——
12(1 — p?)
(tzv. ohybovou tuhost), dostaneme po tpravé
m, = — (¢'+u%) , my=-B (u%ﬂw’) :

Dosadime-li tyto vztahy do momentové rovnice, obdrzime konecné

/
P 2 t
P+ - ==
p P B
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Jelikoz t = —qp/2, lze odvozenou rovnici zapsat ve tvaru

2 n o :is
PRt — on”

a vypocitat z ni t pomoci Eulerovy substituce ¢ = exp(k) (tecka zde znamené de-
rivaci podle nové proménné k). Ziejmé je ¢’ = exp(—k)pa ¢’ = exp(—2K)(Y — @).
Po dosazeni vychazi jiz rovnice s konstantnimi koeficienty

. q
¢ —p = ——=exp(3k),

2B
jejiz obecné feseni
q Co q 3
= C — — 3k) =C — + —
© 1exp(k) + Coexp( /£)+16Bexp( K) 1P+ p +1GBP

zévisi na konstantach Cy a Cj. Ponévadz vSak pro p — 0, je nepfipustné
p — £o0, je nutné Cy = 0.
S pomoci

q 3 / 3¢ 4
_ O+ L _ 0+ =L
2 1p+16B'0 ; 2 1+16Bp

nyni vypocteme

3q 4 o
=-B|Ci+— C —
m, ( 1+16Bp + p 1+M16B'0

— B ((1 +p)C1+(3+ “)mLBpQ) '

Z podminky nulového ohybového momentu v prostém ulozeni m,(r) = 0 pak
dostaneme

3+ u q o
o =-2b 2,
1+up 168
a tedy
_ a4 (3tma s
T w6B \114 7
Piimym integrovanim vychézi
3 2 4 4 3
16B \1+4+p 2 4 648 1+p

kde posledni neznamou integracni konstantu K najdeme z podminky nulového
prihybu w(r) = 0 ve tvaru

4 4
qr 3+ pu 3qr 9
K=2L_(o2TH 1) 5+ 8+ 3u2) .

64B<1+u > T657s (0 8+ 3i)

Rovnice ¢ = 0 (¢ili w' = 0) ma zfejmé jediné Feseni p = 0, takze funkce w
muze mit extrém pouze v bodech p = 0 a p = r. Ponévadz w(r) = 0, je maximalni
prihyb desky w(0) = K.
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2.4 Fourierova analyza vedeni tepla sténou

Teplota vnéjsiho prostredi na levé strané stény tloustky | se od srovndvact teploty E]
T v c¢ase t € [0,t.], kde t. je zadand délka casového intervalu, lisi o hodnoty
predepsané funkci Vy(t), na jeji pravé strané o hodnoty predepsané funkci 91(t);

pro t = 0 jsou obé tyto funkce nulové. Pomoci jednorozmeérného modelu vedeni

tepla podle Fourierova zakona (vnitini tepelné zdroje, prestup tepla ani jeho saldni
neuvaZujte) vysetiete vjvoj teploty T ve sténé. Specidlné urcete teplotu uprostred

stény v koncovém case t, za predpokladi

) =0,  dot) = Lgin ™

™ 1

kde 0 je zndmy prirustek teploty v case. Jsou zndamy tepelnd vodivost materidlu
stény A, jeho tepelnd kapacita (vztaZend k jednotce hmotnosti) ¢ a hustota p.

Reseni: Polohu bodu ve sténé popisme soutadnici = € [0, []; tetka bude ozna-
covat derivaci podle ¢, ¢arka podle x. Rovnici vedeni tepla pro nezndmou teplotu
T(x,t), vychazejici z Fourierova zékona

qg=—\T"
pro tepelny tok ¢(z,t) a ze zdkona zachovani energie
cpT +4¢ =0
potom lze zapsat ve tvaru .
cpT —XT" =0.
Zavedeme-li tzv. teplotni vodivost a = A/(cp) a ozna¢ime-li 7 = T — ¥, kde

X

I, t) = 0o(t) (1-7) + h(t)7 .

l

dostavame tak .
7 —ar’ = -9,
kde pro z = 0 i pro x = [ je neustale 7 = 0.

Pomoci Fourierovy metody separace proménnych lze 7 hledat ve tvaru

T =3 pule)nlt).

kde funkce ,, tvoti ortogonalni bazi Lebesguova prostoru funkci integrovatelnych
s druhou mocninou na intervalu [0, [, pficemz ¢, (0) = ¢(1) = 0, a funkce v, patii
do obdobného prostoru funkei na intervalu [0, ¢,]. Mame tedy

Z%ﬂﬁn - CLZ@Z@% - _19~
n=1 n=1
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V prvnim z uvedenych prostorii lze zavést skalarni soucin

l
(f.9) = / f(@)g(a)dz

pro libovolnou dvojici funkei f a g. Vynasobime-li tedy nasi rovnici pro libovolné
ptirozené ¢islo n formalné funkei ¢, (x) a vysledek zintegrujeme pies interval [0, [],
obdrzime

(gpn, %)% - a(@m SOZ)% = _(Som 19) .

Integraci per partes vychazi

(9071: Spn)&n + a(QO,m Qpln)qv/)n = _(Qom 19) :

Nové oznadeni

(©hs ) () = (¢on, U(1))

On = 77—, -
(¢ns ©n)

(¥n, n)
nam umoznuje tento vysledek zapsat jednoduse jako

¢n + anawn = Cn .

Odvozenou rovnici mizeme tesit pro libovolné prirozené n metodou variace
konstanty. Obecné feSeni prislusné zkracené rovnice (s nulovou pravou stranou)
je

U (t) = C, exp(—ayat)

pro libovolnou realnou konstantu C,,; partikularni feSeni ptivodni rovnice Ize tedy
nalézt ve tvaru

Un(t) = Kn(t) exp(—anat) ,

v némz vystupuje jista funkce K, zavisla na Case. Ziejmé vSak plati
K, (t) exp(—anat) = Calt)
takze integraci snadno dostavame

Kn(t):/o exp(a,as)(,(s)ds.

Vzhledem k pocatecni podmince pozadujici nulové 7 pro ¢ = 0 je nutné

U (t) = /0 exp(aya(s —t))(u(s)ds.

Klasickéa Fourierova sinova rada

©n(z) = sin nre
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pro pfirozenéa n vyhovuje jak okrajovym podminkam ¢, (0) = ¢, (), tak podmin-
kam ortogonality (¢, ¢m) = 0 pro jakékoliv pfirozené m. Navic plati

| ;o (nm)?
(Spn,(pn) - 57 ((PnJ @n) - 2l I
12 12
ml:__ln_a ml_ =
(pn, 1) = =(=1)" — (¢ )=

a tedy rovnéz
(7)
a,=—) ,
" [

Cn = % ((@ml - x)% + (@nam)%> = % (790 - (_1)n191) .
(Odvozeni vSech téchto vztaht je lehké, jen ponékud pracné; ponechavame je
proto ¢tendfi, jenz se potfebuje pocvicit v integrovani per partes.) Ponévadz 7
je (teoreticky nekoneénym) souctem soucini ¢, (x)i,(t), ¥n(x) zndme a b, (t)
dokazeme vypocitat (pfinejhorsim numerickou kvadraturou, napf. Simpsonovou
metodou) z integralu, v némz vystupuje konstanta «, a funkce (,(s) pro s € [0, t],
umime uz ur¢it 7' = 7 + 0 kdekoliv na [0, ] x [0, t.].

Ozna¢me v = 7/t,. Specidlné s vyuzitim substituce u = vt mame

. . B
v, =0, Yo = cosu, (n = —cosu,
nm

takze 1, 1ze ziskat integrovanim per partes dokonce v analytickém tvaru

d (apacosu + vsinu — a,aexp(—ayat))
nr ((pa)? + v?)

wn:

Rovnéz je

Y= —sinu,
v

a tedy
T=) ¢atn+9
n=1

n (apa)? + 12 T

m
n=1

§ (=1 apacosu+vsinu— ayaexp(—ayat) | nrr .
— - +t.sinu | .

Zbyva dosadit t = t, a x = [/2. Zavedeme-li oznaceni ¢, tak, ze €, = 0 pro
sudé n, £, = 1 pro liché n takové, ze n +1 je délitelné ¢tyimi, a €, = —1 pro jiné
liché n, dostaneme

nmx . nm

smT:sm7:—€n;
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mimoto je sinu = sinm = 0 a cosu = cosm™ = —1. Hledana teplota tedy vychazi
(respektujeme-li oznaceni «, a €,) ve tvaru souc¢tu nekonecné rady

oo 1 .
TU/2.1) (5_@ nep 1+ eXp( apaty)
T n + (m/ts)?

n=1

2.5 Bredtovy vzorce pro krouceni prutu

Tenkostenny ocelovy nosnik uzavreného prurezu, jehoZ strednicovou carou je
elipsa o délce hlavni poloosy a a délce vedlejsi poloosy b < a, o konstantni tloustce
h << b je namahan ve tretiné svého rozpéti | >> a kladnym osamélym krouticim
momentem M a od dvou tretin svého rozpéti do jeho konce kladnym rovnomeér-
nym krouticim momentovym zatiZenim m, pricemZ 6M > ml. Nosnik je na obou
koncich upevnén proti kroucent. Zjistéte extrémni smykove napéti a extremni poo-
toceni nosniku za predpokladu pruznéeho pretvorent se znamym modulem pruZnosti
oceli ve smyku G.

Reseni: Pro krouceni prutu tenkosténného priifezu konstantni tloustky je
k dispozici dvojice tzv. Bredtovych vzorct

2
Wo—oan, =24 :
S

v niz vystupuji prifezovy modul W, moment tuhosti v krouceni 7, obsah priifezu
omezeného stfednicovou kiivkou A a délka této kiivky s. Extrémni smykové na-
péti v prifezu (nejvétsi v absolutni hodnoté) pak je 7 = K/W kde K je pfislusny
kroutici moment, a pootoceni prifezu ¥ lze pro x € [0,!] ziskat FeSenim rovnice
K = —GI¢' pro pocéateéni podminky J(0) = 9(l) = 0.

V naSem pfipadé je stfednicovou kiivkou elipsa x = acosy, y = bsiny pro

¢ € [0,2m), takze
2 1 1 1
= / dop / abpdp = 2mab {—pﬂ =mab.
0 0 2 0

Derivovanim podle ¢, jez naznacujeme teckou, dostaneme

T = —asinp, y=>bcosyp

)

2w 2m
Vit+9?2dep =a V31— (kcosp)?dp.
0

a s pouzitim oznaceni

nasledné
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Tento tzv. elipticky integral dava pro k£ = 0, tj. pro kruznici s a = b, zndmy
analyticky vysledek s = 2wa = 27h, obecné lze v8ak s € [27h, 27a] uréit jediné ve
tvaru souctu nekonecné rady, pripadné numerickym integrovanim.

Ozna¢me My momentovou reakei v levé podpore a dale intervaly Q; = (0,1/3),
Qy = (1/3,21/3), Q3 = (21/3,1), Q7 = (0,1/3) a QF = (1/3,21/3). Z podminky
statické rovnovahy dostavame priibéh krouticiho momentu

—Mg V.Z'EQI,
K(l’): M—MO VIGQ;,

Viimnéme si, ze Q] a € zde nemtizeme jednoduSe nahradit €; a €, vzhledem
k tomu, ze limita K (z) pro z — [/3 neexistuje (neni stejna zleva i zprava). Tento
nedostatek (jejz lze odstranit az pomoci tzv. Diracovy distribuce) vSak nebude
branit dalsimu vypoctu: pri integrovani ma jediny bod nulovou miru.

Ponévadz tloha je staticky neurcita, nezbyva nez urcit My z okrajovych pod-
minek. S pfihlédnutim k podmince ¥(0) = 0 vychézi pfimou integraci

—M()ZE \V/l'6917
—GIY(x) =< —Mox + M(x —1/3) Ve,
—Mox + M(z —1/3) + m(z —21/3)* VzeQs.

Z podminky J(I) = 0 (a tedy i —GIJ(l) = 0) obdrzime jiz (nezavisle na GI)
hledanou reakci

2 1
My==-M+ —ml.
o= 3"
Vysledny pribéh kroutictho momentu tedy je
—2M /3 —ml/18 VoeQ,
K(x)=< M/3—ml/18 VoeQd,

M/3 —ml/18 +m(x —2l/3) Vx € Qs,
zatimco pro prubéh pootoceni plati

(2M/3 4+ ml/18)x VoeQ,
GIY¥(x) =< (2M/3+ ml/18)x — M(x —1/3) Vo eQ,,
(2M/3 +ml/18)x — M(x —1/3) — m(x — 21/3)?/2 Vz € Q3.

Extrémni napéti 7 vznikne v misté extrémniho krouticiho momentu K. Funkce
K je zfejmé rostouci, takze
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Zbyva najit extrémni pootoceni, pro néz musi byt, existuje-li derivace ¥, nutné
K = 0. Ponévadz M > ml/6, je na Q] nutné K < 0 a na § U Q3 nutng K > 0.
Mimo z =0 a z = [, kde ¥ = 0, zbyva jediné x = [/3, kde

GIV(1/3) = é (2M + %ml) ,

takze

1 1
ing = Y=—|(2M + = )
mind =0, max el ( —|—6ml)

2.6 Boussinesqovo pruzné podlozi

Zjistete pokles podlozi v hloubce h pod urovni terénu, je-li svisle zatiZeni rea-
lizovdno ctyrmi osamélymi bremeny P ve vrcholu ctverce, jehoZ wuhlopricka md
délku 2h. Predpoklddejte, Ze podloZi se chovd jako homogenni izotropni pruzny
poloprostor a Ze jsou znamy jeho kladny Youngiv modul pruznosti £ > 0 a Po-
issonova konstanta pu € (0,1/2).

Reseni: Pro stru¢nost zapisu oznac¢ime a = 1 — 2 a b = a + 1 a zavedeme
tzv. Lamého konstanty
E A
Ay = 2H

1

ho = ——,
1+p a

(konstanta Ay je shodnéd s modulem pruznosti ve smyku) a kartézské soufadnice
x;, 1 € {1,2,3}. Budeme pfitom predpokladat, Ze zatiZeni ptisobi kolmo na rovinu
x3 = 0 v bodech A; = [h,0,0], Ay = [—h,0,0], A3 =[0,h,0], Ay = [0,—h,0].

Pro jednotlivé slozky napéti o;; v pruzném poloprostoru x3 > 0 plati Cau-
chyho rovnice rovnovahy

3
> Ook/0r; =0 Vje{1,2,3},
k=1

pro slozky pietvoreni €;; potom Hooklv konstitutivni vztah

3
04 = A0y Zekk + 2X9g45 Vi, j e {1,2,3},
k=1

kde tzv. Kroneckertiv symbol d;; nabyva hodnoty 1 pro ¢ = j a 0 pro ¢ # j,
pfi¢emz pro slozky posunuti oproti vychozi geometrické konfiguraci (tj. nezatize-
nému poloprostoru) u;, u; je

o = % (Ous /O, + Oy /0xs) Vi, j € {1,2,3}.
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Vyjadiime-li postupné slozky napéti v Cauchyho rovnicich rovnovahy pomoci
slozek pretvofeni, a ty pomoci posunuti, dostaneme stacionarni rovnici linearni
pruznosti (bez vnitinich zatizeni) ve tvaru

w

(A1 4+ A2) Z 0%y, ) 0z ;0w + M O%u;/0xt = 0.

k=1

Reseni této rovnice musi spliiovat piedepsané okrajové podminky. V nasem
pripadé pro pfi¢né zatizeni q(z1, x2, r3) na hranici x3 = 0 bychom méli podminky
rovnovahy

on =0 =0, 0i3 = (¢,

vyjadritelné opét az pomoci slozek posunuti, nicméné formalné ¢ by bylo nulové
vSude mimo body A;, A, A3 a A4, zatimco v téchto bodech by ¢ muselo rust
k nekone¢nu. Namisto P lze nicméné zatiZzeni ¢ = P/w uvazovat v roviné x3 = 0
na dostatecné malé oblasti o obsahu w a studovat limitni chovani pro w — oo.
Korektni matematicky vyklad by vsak vyzadoval jednak pojmy z teorie distri-
buci, zejména zavedeni tzv. Diracovy distribuce a Heavisidovy funkce, jednak
hlubsi poznatky z teorie feSeni parcialnich diferencialnich rovnic a jejich soustav.
s jedinym zatiZenim o slozkach F;, i € {1,2,3}, jez ptisobi v pocétku, je zndmo
tzv. Boussinesqovo feseni

3
1

i — GZF V'E 1,2,3 5

Y 471')\2; A ! { }

kde

Gu=b/r +22/r® —ax?/(r(r + x3)*) — axs/(r(r + x3)),
Glo =212 /7% — amm9/(r(r + 23)%)

Giz=z123/7° — ax/(r(r + x3)),

Goy=b/r + 23 /1 — axl/(r(r + x3)*) — axs/(r(r + x3)),
Gz = Tox3/7° — axy/(r(r + 23)),

Ga3=b/r + x3/r*,

r=/a?+1i+2%aG; =Gy pro viechna i, j € {1,2,3}.

Vzhledem k symetrii a linearité lohy (tj. k aditivnosti a homogennosti pfislus-
ného diferencialniho operatoru, jenz v inzenyrské mechanice odpovida principtim
umérnosti a superpozice U¢inkd) je u1(0,0,h) = uy(0,0,h) = 0. MiZeme tedy
zvolit 1 = x3 = h, xo = 0, I} = F5, = 0 a ¢tyrikrat F3 = P a dopocitat pouze
r = hv/2 a hledany pokles

P P [ b h?
0,0,h) = — Gz (h, 0, h) = n
sl ) A aa( ) A <h\/§ 2\/§h3)
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_b+3 P (5-4p)(1+p)P
22\, Th N27wEhL

2.7 Objem a tézisté tlacené plochy betonu

Pri dimenzovani betonovych konstrukci se setkavame s problematikou wurceni
velikosti sily F.. v tlacené oblasti betonového prirezu. Tato sila se stanovuje
napr. pro tzv. mezni stav pouzitelnosti za predpokladu linedrniho rozdeleni napéti
o.. V Tesent je nutno zndt polohu tzv. neutrdlné (nulové) osy x, tj. osy s nulovgm
pomernym pretvorenim e.. Tato poloha se ziskd Tesenim podminek rovnovdhy
vnéjsich a wvnitinich sil (silova a momentovd podminka rovnovdhy) a to bud
primo a nebo iteracne. V tomto procesu se prave vyskytuje problém urceni sily
F,.. jako objemu napéti o. na plose tlacencho betonu A.., jejiz obrazec muze mit i
zcela obecny tvar, a v neposledni radé takée urceni polohy sily F.. v tlacené plose
privezu ., jako téZisté objemu napeti o,.

Prikladem pro TeSeni je zvolen prifez tvaru mezikruzi.

Resenti:
Objekt mizeme umistit do soufadnicové soustavy tak, aby byla
- rovina fezu rovnobézna napiiklad se soutadnicovou osou v,
- osou skruze osa z

tj.,

<y <ri 0<2<kr+q.




2.7 Objem a tézisté tlacené plochy betonu 31

Reznd rovina prochézejici bodem [ry, 0, k] pak bude mit rovnici z = kx + ¢,

Vv

lezet v rovin€ zz, tj., yr = 0.

z
p:z=kxr+q
[7“2, 0, h]
P h>0
r=-1 " ! T To L
[Tg,O,h] cp= h = k‘?"g—l—q
k= (h—-q)/res>0
Vysettime ¢tyfi pripady fezi:
o (A) —q/k < —ry, (B) 11 < —q/k < 19,

o (C) —rg<—q/k<—r;, (D)—r<—q/k<r.
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(A) Piipad

h
—q/k<—r2(:)q2kr2:h—q(:>q>§, g<h

je nejjednodussi, protoze obor integrace zahrnuje celé mezikruzi a mizeme
pouzit cylindrické soutadnice.

r=—q/k < —ry

T ,
\ jrl To

4
T

Hustota homogenniho télesa je p(z,y,2) = ¢ a bez Gjmy na obecnosti mu-
zeme polozit ¢ = 1.
Integracni obor

QO r%§x2+y2§7’§, 0<z<kxr+gq

se transformacnimi vztahy

T = pCos
x = psingp
Z =z

| J(p, o)l =p

zméni na obor
Q: rn<p<r, —-m<p<n, 0<z<kpcosp+q.

Pak hmotnost (¢iselné také objem)

m(Q) = / / /Q dedyds — / / [ 100, )l dpdpaz =

9 T kp cos p+q
=/ pdp/ ds@/ dz = qm - (r; —17),
1 —pt 0

statické momenty vzhledem k soufadnicovym rovinam

1
Sy (Q) = ///Qx drdydz = Zkﬂ' (3 —r])(rs + 1),
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Qﬁiﬁyym%m:Q

1U72W@M— (g —17) - (K] + 13) +4¢°).

Vv

[y (€2) Saa(€2) Suy()] £r2 2 k—27‘2 2y 4 4
- {mm)’m(m S| = (et gt e+
pro q/k > ry (tj., ¢ > h/2).

(B) Vysettime pfipad r < —q/k < 7rs.

A y
Jrl /rg

/1§—Q/k3<7”2

Y T

L~
N

/[

Pro konstantu a > 0 nejprve definujme funkce Fjy, F}, F5, které nam
umozni jednoduché zapisy vysledkil integrovani:

Fo(z,a) = av/a? — 2% + aarctg T (Feonst = [ Va® — 2? dx),
Fi(z,a) = —3(Va® — 22)® (+const = [ xva? — 22 dx),

Fy(x,a) = —1x(Va? — 22)% + ta’zva? — 2 + fa'arctg T
(+const = [ a®va? — 22 dx).

(2.1)
Pak jsou splnény podminky

FO(_'Iaa’) = —Fo(l‘,a), FO(aa CL) = %WCL2 = —F()(—CL, CL),
Fi(—z,a) = Fi(z,a), Fi(a,a)=0= Fi(—a,a), (2.2)
F2(_x ) = _Fl(xaa)7 F2<a7 CL) = %677-&4 = —FQ(—CZ,CL).

<

Y

Integracni obor je nyni

<z <y, —\/Tg—ZEQSyS\/T%—ﬁ, 0<z<kx+q.

Q-

NI»Q
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Postupné pocitame

7‘2—962 kx+q
/// dxdydz-/ dx/ / dz =
—q/k 7‘2—1‘2
= 2/ (kz + q)\/r3 — 2?dz = [2kFy(2,72) + 2qFp (2, 12)]7 ) =
—q/k

1
= §7Tq7"2 — QkFl(%,Tz) + 2qF0(%, ),

o
Q:///mdxdydz:2/ x(kx + q)y\/r3 — 22dx =
= BECITNG

= [2kFy(2,12) + 2qF1 (2, 12)]7, ) = 8k;7rr§ + 2k;F2(%,7“2) - 2qF1(%,r2),

Q):///ydxdydzzo,
Q
Sy () = ///Q 2 drdydz = / (kx® + 2kqx + ¢*)\/r? — 22dx =

—q/k

= [P Fy(x,r3) 4 2kqFy (z,19) + ¢° Fo(z,12)] ™ gtk

1
= Eﬂ@(kQ +4¢%) + QQFO(%JQ) - quFl(%»m) + kQFQ(E’ r2).

Pro urceni souradnic tézisté je potfebné pouzit v tomto i nasledujicich pti-
padech vhodné programové prostredky, plné postacujici je i program Excel.

(C) Piipad —ry < —q/k < —r; mizeme feSit kombinaci pfedchazejicich
postupi, kdyz pouzijeme rozdil integrali.

\—7‘2 < —q/k<-n

~ )
Jrl T9

AY

N
Y

=




Vv
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Integracni obor €2 = €2y — €25, kde

Q: < +y <}, 0<z<kz+g

Qi —m<e<-1 —\R-a<y<\f-e 0<<hetg
Pak
m(Q2) =m(Qy) — /// dxdydz =
Q3

= qr(ry —r?) + [2kFy(x,79) + 2qFo(w,m2)] 0 =

1
= qw(r% — T%) — Eqm“g + 2qFo(%, ry) — QkFl(%, o)
a analogicky

1 o
Sy (Q) = 2k (ry — 1) + [2kFa(2,72) + 29 F (2, m0)] 75, =

1 1
= Zk‘ﬂ' (ry —ry) — ékwrg + 2kF2(%,T2) - 2qF1(%, ),

T
S:vy(Q> = 3 : (7‘% - 7‘%) : (kQ(T% + T%) + 4q2)+

+ [k Fa(z,73) + 2kqFy (2, 12) + ¢ Fo(z, 2]

—q/k:

T 2 _ 2y (12(y2 2 42_ik24_1 2 2

) (rg —ry) - (K°(r{ +13) +4¢°) 167T T'9 47rq ry+
+k2F2(%, o) — 2qul(%7T2> + q2F0(%7T2>.

(D) Posledni ptipad —r3 < —q/k <1

—7y
—ry
TN —r1 < —q/k<mn
A A R Ly
NPE
1
Y U
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vyTesime integraci ptfes obor 2 = Q; — )5, kde

<x <y, —\fri—a?<y<y/r3—a? 0< 2 <kr+yq,
Qi —p<w<n, oy\ri-e<y<yfri-a? 0<z<hrg,

s nasledujicimi vysledky:

m(Q):///Qldxdydz—///mdmdydz:
—2/7‘2 (kl"f‘Q)\/T%—xQdaj—Q/m (kz + q)\/r? — 22dz =

—q/k —q/k
= [2kFy(2,19) + 2qFo(x, 12)]7, ), — [2kF1(2, 1) + 2¢F (2, m)]” ) =

Qli —

QR

1 q q q q
= 57”1(7"3 —7r1) + 2g (FO(EJ"Q) - Fo(zﬁ)) — 2k (Fl(E,TQ) - F1(E,7“1)> :

Sy () = [2kFy(x,19) + 2qF1(:U,r2)]rfq/k — [2kFy(x, 1) + 2 Fy (x, rl)]'fq/k =

1
= <hm(r} —r1) + 2k (Fg(%,rz) - FQ(%,H)) _py (m%,m - Fl(%,r1)> ,

Sy=(2) =0,

Suy(Q) = [P Fa(z,r2) + 2kqFi (2, 12) + ¢ Fo(z, Tz)]z‘!/’“ a
— [F*Fa(z,m1) + 2kqFy(z,m1) + ¢ Fo(x, Tl)wq/’f B
1

1 q 4
= gt =) g =) + 8 (Ba(ra) = Ba(r)) =

Y (Fl(%, re) — Fl(%, m) TP (FO(%, ro) — Fo(%, 7"1)) .

Analyzovali a popsali jsme potiebnymi vzorci vSechny pripady.
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2.8 Optimalizace betonové smési podle Féreta

Sestavte navod pro co nejuspornéjsi ndvrh sloZeni betonové smeési pro sloup z pros-
teho betonu konstantniho prirezu predepsané vysky L, jenZ je osové namdhdn cel-
kovou tlakovou silou N, zndte-li mistni gravitacni zrychleni g. Pro vypocet pev-
nosti pouZijte empiricky Feretiv vztah se zndamou pevnostni konstantou. Uvazujte
pritom, Ze hustota betonu zavisi linedrné na pevnosti. Jsou zndmy cena obje-
mové jednotky cementu o a cena objemové jednotky kameniva (zprimeérovand pro
vSechny frakce pouZivané ve stalém poméru) (; cenu vody a vzduchu zanedbejte.
Jsou predepsdny meze ¢; a co (0 < ¢; < cg < 1) pro obsah cementu v objemové
jednotce smési a meze v1 a vy (0 < v; < ) pro podil obsahu vody a cementu
v objemové jednotce smesi, které museji vZdy zarucovat, Ze sloup prenese vice nez
vlastni tihu.

Reseni: Oznaéme postupné ¢, s a w ¢&isla z intervalu (0, 1), kterd udéavaji
obsah cementu, kameniva a vody (véetné vodni pary a piipadnych dalsich plyni)
v objemové jednotce smési; nutné je c+s+w = 1. Cena smési na jednotku vysky
sloupu je

P = (ac+ Bs)A,

(celkova cena smési je tedy Pl), kde A je (pfedem neznamy) obsah prifezu sloupu.
Tlakové napéti ve sloupu o se méni linedrné po jeho vysce; zifejmé plati

Ozna¢me v = w/c. Znajice kladnou pevnostni konstantu 1), mizeme podle
Féreta vypocitat vyslednou pevnost betonu v tlaku

v
(T+w)*

Obecné pozadujeme o < k; nejuspornéjsi je tedy zvolit

/i_N-i- [

Ponévadz zname linedrni zavislost p na x, mizeme tsporné psat

pgl =% +71K'>

kde 9 a 71 jsou znamé konstanty, v praxi vzdy nezaporné. K tomu, aby sloup
prenesl vice nez vlastni tithu, musi byt « > glp, a tedy

(1—m)¢ Yo .
NIt)? N0

&
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zfejmé potom ~; < 1 a pro oznaceni

téz

s jednoduchym dusledkem Ay < A;.
Pro skutecné zatiZzeni dostavame

N v (0 (1—7)y

A (1 + V)2 Py (1 + I/)2 Prg (1 I V>2 Yo,

z ¢ehoz vyplyva

Ponévadz s =1 — ¢ — w a w = cv, obdrzime konec¢né

P = (ac+85)Q" = (3 + (a — fle— fe) Q"

kde strucné oznacujeme

A1
—Y
(1+v)?
jako funkci dvou proménnych ¢ a v na mnoziné 2 = (cy, c2) X (11, 12). Jeji parcialni
derivace OP/0c a OP/0v lze zapsat ve (pro dalsi Gvahy vhodné uspofddaném)
tvaru

Q=

QOP/0c=a— [ — puv,
1 3
% OP/dv = ()\01/3 +300r2 + 3(Mo — M) + (Ao — 3 + 2)\1%) c
+2)\;.
Polozime-li 0P/0c = 0, mtizeme z prvni rovnice snadno vypocitat ¢, a polozime-li
i OP/0v = 0, mizeme z prvni rovnice snadno vypocitat také v. Funkce P ma
tedy jediny stacionarni bod A, = [c,, v.] (pokud viibec padne na )

20
Cy = ,
Ao+ A28 —3)+3(A1 — )€ —1) =3 (E—1)2(£+2)
v, =¢—1.
Ziskany staciondrni bod A, = |[c.,v.] nemusi byt nicméné absolutnim mi-
mimem funkce P. Zvlast je tfeba vySetfit vrcholy Ay = [c1,14], A2 = [c1, 1),

Az = [eo,11], Ay = [c2, 9] a staciondrni body tsecek A;As a A3Ay; na tseckach
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AsAz a A1 A4 je totiz P pouze linearni funkci c. Netrividlni je jediné analyza
priubéhu P pro ¢ = ¢;, i € {1,2}, kde vychazi

(Aor” + 3Xor® + 3(Xo — A)v 4+ Ag — 3A 4+ 2M18) ¢ + 24 =0,

coz je kubickd algebraicka rovnice, z niz mame vypocitat (jedno az tii) feseni v.
Ve specialnim piipadé Ao = 0 (tj. 7o = 0) dostavame pfimo jediné mozné feseni

2
Vi = — — 342,

Ci
dale tedy mtzeme pracovat s \g > 0, coz ndm umozni zavést korektné oznaceni
17 = A1 /Ao a uvedenou kubickou rovnici pfepsat do tvaru

§

- =0.
Ci

P43 +3(1 —n)v+1—3n+2né +

Substituci p = v — 1 odtud obdrzime

1
1 =30+ 2n (5+;) =0.
TFi mozna feseni (nékterd nemuseji byt realnd, pfipadné nemuseji patfit intervalu
(v1,1)) podle Cardanovych vzorcl jsou p = u + v, ly = €1u + €20 nebo
Mis = E2u + €1v, kde vzdy

u:\/—q+m, v:\/—q—m, q—n(£+§),
1 V2 1 V2

61:—54‘2'7, 81:—§—Z7;

na zaver staci dopocitat v, = i« + 1. Vybér feseni je nicméné omezen: z teorie
Cardanovych vzorct naptiklad vyplyva, Ze soucet tii redlnjch feseni by musel
byt roven —3 (tj. koeficientu u v* v ptivodni rovnici), coZ neni pro v > v; > 0
mozné. Oznaéme proto jen pro kazdé i € {1,2} jen A}, a A2 jako dva mozné
stacionarni body [, Vi].

Vysetfovani charakteru staciondarnich bodt pomoci druhych (pfipadné i vys-
sich) derivaci P by bylo pracné a neni v tomto pripadé nezbytné. Staci totiz
proveérit hodnoty P(A) v bodech

A € {A*7 Ai*? A%*? A%*? A%*? A17 AQa A37 A4}

a vyhledat nejmensi z nich (coZ obecné nemusi byt jednoznacéné). Takovy bod
A = [e, V] pak odpovida nejaspornéjsimu nadvrhu smési, uréenému trojici hodnot

(¢, s8,w) = (c,1 —c(v+1),cv).
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2.9 Vlastni kmitani stozaru

Na zaklade Kirchhoffovy teorie odhadnéte prihyb vrcholu dokonale vetknutéeho
stihlého kovového stoZaru viysky | konstantniho prirezu o obsahu A pri netlume-
nem pricnem kmitdni, které bylo vyvolano ndhlym odtiZenim stoZdru, na jehoZ
vrchol predtim staticky pusobilo pricné bremeno P. Jsou znamy kladny modul
pruznosti materialu E, hustota materidlu p a moment setvacnosti J. PouZijte
metodu konecnych prvki s ekvidistantnim delenim vysky [; priblizny vypocet pro-
vedte pro 4 dilky.

Reseni: Ozna¢me w(x,t) prihyb stozaru pro x € (0,1) a t > 0, pficemz
ve vetknuti musi byt w(0,t) = 0 a w'(0,¢) = 0. Podle Kirchhoffovy teorie lze
podminku rovnovahy psat ve tvaru

pAw + EJuw" = 0;

c¢arkami oznacujeme derivace podle x, teckami podle f. Pro urceni pocatecni
vychylky stozaru staci nicméné uvazovat w pouze v zavislosti na x a pouzit vztah

M=—-EJu",
jelikoz jde o staticky urcity nosnik se zndmym ohybovym momentem
M=Px-1).

Specialné pro P = 0 je ziejmé vSude w, = 0 a zaddné kmitani nedostaneme. Bez
1jmy na obecnosti muzeme predpokladat P > 0; pro P < 0 bychom totiz dostali
stejné w jako pro —P, jenze s opacnym znaménkem.

Oznacme

Ptimou integraci rovnice

dostaneme postupné
w = -30(x—12*+C;, w=-Fx—-10)>+Ci(x—1)+Cy,

kde konstanty C; a Cy uré¢ime postupné z okrajovych podminek ve vetknuti
w'(0) =0 aw(0) =0 s vysledkem

C, = 3817, Co = 2013
Mame tedy

w =620 =311 - 2) + (I — 2)*) = B2*3l — 2);
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tuto statickou vychylku budeme (na rozdil od obecné dynamické vychylky w)
nadéle oznacovat wy. Zfejmé pak plati wo(z) = w(x,0) pro libovolny bod x
a puvodni podminku rovnovahy je mozné psat jako

W = —04210”” )

Reseni této parcialni diferencialni rovnice budeme hledat ve tvaru

SIO0

pro dostateéné velké n (teoreticky n — oco) a pro vhodnou soustavu testovacich
funkci o; na (0,1) vlastnosti ¢;(0) = 0 a ¢}(0) = 0; funkce ¢; na (0,00) vzdy
dopocitame z jisté soustavy obycejnych diferencialnich rovnic. Oznacime-li

(v,u) = /0 v(x)u(zr)de, [v,u] = v(D)u(l) — v(0)u(0),

pricemz v € {®1,...,pn} au je funkce proménné z, jez mize mimoto zaviset i na
case, obdrzime postupné integraci per partes
2[ ///]

(v, 1) = —a?(v,w"") = (W, w") — a*[v,w

—_ _042(1}//’11]//) - 042[ ///] Lo [UI,U)H].

Ponévadz v8ak v(0) = 0, v/(0) = 0, w”(0) je tmérné ohybovému momentu na
volném konci nezatizeného stozaru a w”'(0) je tmérné posouvajici sile tamtéz,
takze téz w”(0) = 0 a w”(0) = 0, méme jen

(v, W) = —a?(v", w").

Volime-li nyni postupné v = ¢; pro j € {1,...,n}, vychazi

n n

> (@5, 00) z—o?Z (5, )i,

i=1
coz lze isporné zapsat v maticovém tvaru
My = —a’Ky,

kde tzv. matice hmotnosti M sestava z prvki (¢;,¢;) a tzv.matice tuhosti K
z prvki (g;, ;); nasim tkolem je urcit sloupcovy vektor 1, jenz je tvofen prvky
Yi.

Pro sudé n rozdélme nyni interval (0, /) na n/2 subintervalt ((j—1)h, jh), kde
h = 2l/n a postupné j € {1,...,n}. Ozna¢me & = (x — (j — 1)h)/h a uvazujme
funkce

pr(é) =1-3+28,  ¢r(§) =3¢ 267,
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pr(§) =€6-2+¢6,  op(§) =-+¢&,
pricemz L = j—1 a R = j. Tyto funkce, jez 1ze snadno odvodit z Newtonova tvaru
Hermitova kubického interpola¢niho polynomu na ((j — 1)h, jh), maji vliastnosti
21(0) = ¢r(1) = h¢r(0) = hor(l) = 1, zatimco vSechny jejich ostatni hodnoty
pro &£ € {0, 1} jsou nulové. Pokud bychom se namisto intervalu (0, ) omezili na
((j—1)h, jh) dostali bychom (sice pracné, le¢ jen se znalosti integrace polynomi)

_i M, My K_E K1 Ko
420 | M My | S| K Ky |
kde
156 22 156 —22 54 —13
Ml_{ 22 4}’ M2_[—22 4}’ MO_[13 —3}’
6 3 6 —3 —6 3
ST B I N E

(v souctech M; + My a K7 + K3 vymizi nediagonalni ¢leny).
Pro z € ((j — 1)h, jh) zfejmé plati pro sudé j € {2,...,n}

pi-1(6) = or(€),  ;i(§) = hdr(E)
a pro x € (jh,(j + 1)h), pokud j < n, obdobné
i-1§—=1) =0l -1),  ¢i(§—1)=hp({-1);

v obou piipadech pak je

un®) =16 s+ 12 (F — s = 1) =ae—s 117 (5 grs1).

Zobecnénim tohoto postupu obdrzime pasové matice

M, My
L M{ M+ M,
420 M, + My, M,
MOT M,y
K, Ky
9 KOT K+ Ky
K == ﬁ
K+ K, K,
KOT K,

pro odpovidajici vektor ¢ o 2n prvcich.
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Vektor 1) budeme nyni hledat ve tvaru
W(t) = VE(t)a+ VEy(t)b,

kde a a b jsou sloupcové vektory zatim neznamych konstant, At je diagonalni
¢tvercova a V' &tvercova matice fadu n, Ey(t) a Es(t) jsou matice fadu n se-
stavajici postupné z diagondlnich ¢lend cos(A;t) a sin(Ayt) pro i € {1,...,n}
a plati

MVA? = ’KV,

tj. V je matice vlastnich vektorti matice M 1K a A? je matice vlastnich ¢isel téze
matice. Zfejmé je totiz

U(t) = VAE (t)a + VAEy ()b,  (t) = =VA2Ey(t)a — VA2 Ey ()b,

takze
MVA*E;(t)a+ MV A*Ey(t)b = KV E\(t)a + KV Ey(t)b.

Podle charakteru tlohy miizeme navic ofekdvat A% > 0 pro vSechna
ie{l,...,n}, alze tedy volit rovnéz A; > 0, ¢imz se vyhneme praci s kom-
plexnimi ¢isly; dikladné kvalitativni analyza nicméné presahuje moznosti tohoto
textu. Totéz je tfeba poznamenat o efektivnim numerickém algoritmu pro stano-
veni V' a A% i kdyZ matice M a K jsou pasové, matice V je obecné plna, navic
se pracuje i s inverzni matici V~!; u malého n lze nicméné vystacit napiiklad
s postupné opakovanou mocninnou metodou. V tomto piikladu (viz dale) byla
pro numerické vyéisleni V' a A% pouZita funkce eig z MATLABu.

Ozna¢me jesté f sloupcovy vektor sestaveny z prvka (p;,we) pro
j €{1,...,n}. Ponévadz E;(0) a E>(0) jsou nulové matice, plati

$(0)=V(a+b),  ¢(0)=V(b-a);
soucasné vsak plati My (0) = f a 7,/1(0) musi byt nulovy vektor, a tak dostavame

1
a = b = §M_1V_1f.

Ozna¢ime-li £ = (Ey + E»)/2, vychézi tedy
Y(t)=VEHV IMf

a konec¢né

w(x,t) =" (2)VER)V M f.

Pro numericky vypocet oznacme jesté M = 420M/h a K = Kh?/2. Potom
VA? = 210h2M 1KV . Matici vlastnich vektortt V lze urcit pro matici M 1K
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zdanlivé nezavisle na h (ve skutecnosti je n = [/(2h)), stejné ziskanou matici
vlastnich ¢isel A je tfeba vynasobit ¢islem +/210h. Pro n = 4 mame

[ 312 0 54 —13

0 8 13 -3

o4 13 312 0 54 —-13
—-13 -3 0 8§ 13 =3

M= 54 13 312 0 54 —13 |°
~-13 -3 0 8 13 -3
54 13 156 22
] 13 -3 22 4|
12 0 -6 3 ]
0 4 -3 1
-6 -3 12 0 -6 3
_ 3 1 0 4 -3 1
K= -6 -3 12 0 -6 3
3 1 0 4 -3 1
—6 -3 6 3
I 3 1 32

Analytickym (jednoduchym, jen dosti pracnym) integrovanim polynomu (prac-
nost 1ze odstranit napiiklad pomoci softwaru MAPLE nebo toolboxu symbolic
z MATLABu) vychazi

210

e = [2562 290 8968 500 17094 626 11935,5 —1906] ™ .

Numericky lze ur¢it matici V', jez obsahuje po sloupcich vlastni tvary sto-
zéru: v lichych fadcich postupné vychylku v bodech = € {h,2h,3h,l},
v sudych tadcich vzdy pootoceni v tychz bodech; zde byla pouzita funkce
eig z MATLABu. Obrazek znéazornuje nalezené vlastni tvary, odpovidajici
vlastnim ¢islim setfidénym od nejvétsiho k nejmensimu: nejprve se po-
stupné uplatni plna cara cerna, cervena, modra a zelena, potom teckovana
Cara cerné, cervend, modrid a zelend. Numerické vysledky pro A, V, V!
a V1M1 f zde jinak (s ohledem na jejich rozséhlost a nepiehlednost v textové
podobé) neuvadime; zpisob jejich ziskani je ziejmy. Celd tloha se jiz redu-
kuje na dosazovani vstupnich veli¢cin do jednoduchého algebraického vzorce.
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25

1.5+

|
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 04 0.6
Vlastni tvary konstrukce

Reseni tlohy je zjevné periodické, coz neodpovidéd realnému pozorovani, kdy
se jiz nezatizeny stozar casem vrati do pivodni polohy. Divodem je idealizace
stozaru jako uzavieného systému, ktery nekomunikuje s okolim; ve skutecnosti
dochéazi (kromé do modelu zahrnuté potencidlni a kinetické energie) k disipaci
energie do okolniho prostredi, zejména jeji pfeméné na tepelnou vlivem tieni
o okolni vzduch. Za nejjednodussiho predpokladu tzv. proporcionalniho tlumeni
Ize ¢len Mt nahradit ¢lenem M4 + ¢M4p, kde ¢ je kladna konstanta, a vynutit

vvvvvvvvvvvv

vétsinou nelinearnimi cleny.

2.10 Prechodnicovy oblouk v trase komunikace

Navrhnéte prechodnicovy oblouk v trase komunikace, prechdzi-li trasa z primky @
do kruhovéeho oblouku, znate-li vzdalenost primky od kruhového oblouku h a jeho
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polomeér r. Pro prechodnicovy oblouk pouzijte kubickou parabolu. Vyskove zmeény
v trase neuvazZujte.

Reseni: Ozna¢éme ~ hledanou prechodnici, k& zadanou kruznici a p zadanou
pfimku. Zavedme kartézsky soufadnicovy systém takovy, ze bod S = [0,7] je
stfedem k, bod A = [—[, —h] je prinikem p a v a bod B = [b,r — V/r2 — b?] je
prinikem % a v; bod B zfejmé lezi na pulkruznici k& C k takové, Ze y < r. Urcit
mame zbyvajici soufadnice s nezndmymi paramtery b a [ a rovnici v, jez bude
obsahovat dalsi neznamy parametr a.

Sestavme nejprve rovnice ¢ar p, k a vy ve tvaru y = p(z), kde ¢ jsou jisté
realné funkce, véetné prvnich a druhych derivaci, potiebnych k vypoctu kiivosti

/"

Y

K =

Dostavame tak pro p

pro k
T r? 1
Yy=r— T2_$2, y,: ; y”: ) k==
V T2 —.TQ (7“2 _x2>3 r
a pro 7y
y+h=alx+1)?, y = 3a(r +1)%, y" =6a(x+1),
6a(z +1)

VI +9a2(x + )43
Ponévadz v bodé A plati pro p i v vzdy

zbyva jen zajistit spojitost v, ¥’ a k v bodé B vhodnym nastavenim parametri
a,bal.

Podminky spojitosti y, 4’ a K v bodé B, vychazejici z rovnic v a k, jsou
postupné
b

)
,r=2_b2

a+ 1> =h+r—Vr2 =02,  3alb+1)*=

6a(b+1) 1
VA F9a2(b+ N3
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Z prvni podminky mtzeme vyjadrit

a_h+r—¢ﬁfﬁ
N (b+1)3 '

srovnhanim prvni a druhé podminky pak také

VT B (h+ b — Vi)
b

[ = —b.
Teoreticky mutzeme jiz tedy vyjadrit [ a a pomoci b. Nasledné je vSak tireba
vypocitat b ze tieti podminky, kterou lze zapsat ve tvaru

36a%(b + 1)%r2 = (14 942(b+1)*)* .

Tim dostavame jedinou rovnici pro posledni neznamy parametr b, ktera je vSak
znacné komplikovand, takze jeji presné analytické feseni nedokazeme urcit. Po-
drobnéjsi analyzou bychom navic zjistili, Ze feSeni nemusi byt jednoznacné, pri-
padné v realném oboru nemusi ani existovat.

Mame-li k dispozici rozumny odhad b, mizeme nicméné pro nas konkrétni in-
zenyrsky problém hledat pfiblizné feSeni numericky Newtonovou metodou tecen.
Resime formélné rovnici f(b) = 0, kde

J(b) = 36°(b+ 17 = (14 9a°(b + 1)*)°

a [ a a jsou jiz znamé (dosti slozité) funkce b. Vypoctovy algoritmus, vychézejici
z iterac¢niho predpisu

b—0b— f(b)/f(b),
je zfejmy z programového kédu v MATLABu:

% cpar (C) J.V.09

% run example: rn=80;hn=1;cpar

yA

syms r h b
1=3*sqrt(r~2-b~2)*(h+r-sqrt(r°2-b~2))/b-b;
a=(h+r-sqrt(r~2-b"2))/(b+1)"3;

£f=36%a" 2% (b+1) "2*xr"2-(1+9*a~2*x(b+1)~4)"3;
df=diff(f,b);

h

fil=fopen(’cparf.m’,’w’);

fprintf (fil,’fe=%s;\ndfe=%s;\n;’,char(f),char(df));
fclose(fil);

yA

if exist(’rn’,’var’), r=rn; else r=80; end
if exist(’hn’,’var’), h=hn; else h=1; end
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b=r*cos(pi/4); it=0; err=Inf;

yA
while abs(err)>le-6

if it, cparf; bn=b-fe/dfe;

if bn<0, bn=0; elseif bn>r, bn=r; end

err=bn-b; b=bn; end

1=3*sqrt(r~2-b"2)* (h+r-sqrt(r~2-b"2))/b-b;
a=(h+r-sqrt(r~2-b"2))/(b+1) "3;

yA

xa=-r:r/100:r; ya=r-sqrt(r"2-xa."2);
xb=[-r,r]; yb=[-h,-h];

xi=-1:(b+1)/100:b; yi=a*(xi+l)."3-h;
plot(xa,ya,’b’,xb,yb,’b’ ,xi,yi,’r’,...

b,r-sqrt(r"2-b"2),’rx’,-1,-h,’rx’);
buf=sprintf (’%d.iterace: a=)g b=lg?hg 1=%g’,...
it,a,b,err,1l);

title(buf); pause

it=it+1; end
yA
print cparf.jpg -djpeg90

8 iterace: a=5.18299e-005 b=37.80757-1.47739e-008 |=20.9193
80 T T T T T T

T80 -60 -40 -20 0 20 40 60 &0
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Vychézi se zde z (vcelku hrubého) odhadu b = r/+/2 a toleruje se relativni chyba
mezi poslednimi dvéma iteracemi b do 107¢. Derivace f’ se ur¢i formalné pomoci
funkce diff z toolboxu symbolic. Béhem vypoctu probiha animace jednotlivych
iteraci. Ukézka vystupu pro r = 80 a h = 1 (po osmé iteraci) je na vyse uvedeném
obrazku.

2.11 Vytok otvorem ve svislé sténé

Stanovte neymensi mozny vytok ()1 a nejvétsi mozny vytok Qo eliptickym otvorem @
o obsahu A wve svislé steéné, ktery je cely pod vodni hladinou, pricemz hlavni ¢i
vedlejsi osa elipsy je svisld, pusobi-li na otvor i hladinu stejné tlaky a viiv pritokove
rychlosti je zanedbatelny. Jsou znamy vyska vodni hladiny nad stredem otvoru h,
gravitacni zrychlent g, soucinitel ziuZeni ¢ a soucinitel vytokové rychlosti ¢.

Reseni: Ve svislé sténé zavedme kartézskou soustavu soutadnic (x,y) tak, ze
osa y je svisla a pocatek soutradnic je ve stiedu otvoru. Elipticky otvor 2 je v ni

popsan nerovnici
2N\2 Y\2
) +(2) <1,
a b

pficemz a a b jsou délky hlavni a vedlejsi poloosy hrani¢ni elipsy (na tom, ktera
z nich je hlavni, nezalezi). Podle zadani musi byt navic A = wab a b < h.

Pro vytokovou rychlost v, jez je funkci y, plati podle zakona zachovani energie
(konkrétné pfemény potencidlni energie v kinetickou)

2 (M2) =0,

coz lze zapsat ve tvaru
v(y) = ¢v29(h —y),
jejz znal (pro ¢ = 1) jiz J. E. Toricelli v 17. stoleti. Celkovy vytok otvorem potom

: o= [ [ vtwazay.

a pro oznaceni ¢ = €p/2¢g tedy

2 b b 2
Q:%/ \/h—y\/bz—dey:%a\/ﬁ/ ,/1—%\/1—2—2dy.
—b —b

Oznacéme jesté & = b/h; mé-li byt cely otvor pod hladinou, musi platit £ € (0, 1).
Substituci y = bcos 1 dostavame

Q :2cab\/ﬁ/ﬂ\/1—§cos¢sin2wdw
0

— 2CA\/E/W\/1—§COS sindew.
0

™
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Tento integral se obecné nedad nalézt v analytickém tvaru; dokonce i specialni
piipad kruhu a = b (¢ili A = 7b?) vede k Feseni eliptickych integralii. O jeho
klesajicim priibéhu v zavislosti na £ 1ze nicméné s podporou numerické integrace
ziskat predstavu naptiklad pomoci jednoduchého cyklu v MATLABu:

syms psi; n=10;

for k=0:n, xi=k/n; kil=k+1;
g=sqrt(l-xixcos(psi))*sin(psi) ~2;
I=double(int(g,psi,0,pi));
fprintf (1, ’\nxi=}d I=)d g=%ks’,xi,I,char(g));
xa(kl)=xi; ya(k1)=I; end

plot(xa,ya);

Vytok () se od zde pouzité funkce ¢ lisi jen nésobnou kladnou konstantou
2cAVh /7.

Skutecnost, ze () je klesajici funkei £, lze prokazat i analyticky, bez numerické

integrace. Funkce
g(&) = / /1 — € cos ) sin®yy df
0

ma vzhledem k jediné proménné & derivaci

N Y cos 1 sin?y) ddb = 1 [™sinsin(29))
g(§)—§ o V1—CEcosy ¢——§ o VI—CEcosy

Vysledny integral muzeme formalné rozdélit na dva: prvni v mezich od 0 do 7/2
a druhy v mezich od 7/2 do 7, a nésledné pro druhy z nich pouzit substituci
¢ = m — 1. Vychézi tak

g,@):_l ”/ZSinwsin(Zw)d —|—1 /2 sin ¢ sin(2) .
2o V1—E&cosy 2o V1+E&cosg

Opétovnym sloucenim obou integralt (uz ve stejnych mezich) obdrzime

) w/2 ' ' 1 1
9= | Smwsmw)(m‘ m) -

Ponévadz vsak vsechny tti nasobné ¢leny za symbolem integrace jsou v uvedenych
mezich pro jakékoliv £ € (0,1) kladné, je nutné ¢'(¢) < 0, a funkce g je tedy
klesajici.

Nejmensimu moznému vytoku @) zfejmé odpovida nejvétsi pripustné £ = 1.

Dostavame tak
2cAVh [T
QO = ¢ \/_/ /1 — cossiny dy
0

™
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dalsi substituci ¥ = 2w potom

4cA\/2h /”/2

sin w sin®(2w) dw

Q1 =

sin®w cos?w dw

16ch/_ /

a posledni substituci cosw = t konecné

— )P dt =

3 5

0, 16cA\/_ /

0
~ 0,96033740390091 cAVh .

16cA\/_ {t?’ tT_

32cAv2h

157

Nejvétsimu moznému vytoku () odpovida naopak nejmensi pfipustné & = 0.
To se sice nedé technicky (pfesné) realizovat, nicméné piislusny vysledek

0y = QCA\/E Wsin2wd¢ _ cA\/_

_ CAX— [w '3 s1n(2w)} - cA\/E

(1 — cos(2¢)) d

se shoduje se znamym hydraulickym vzorcem pro vytok malym otvorem za pred-

pokladu A >> b.
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2.12 Harmonicky oscilator

Uvazujme oscilator hmotnosti m a tuhosti k. (Pro jednoduchost si miizeme pied-
stavit téleso hmotnosti m zavésené na pruziné tuhosti k£ a oscilujici kolem rovno-
véazné polohy.)

LA,

http : | [en.wikipedia.org/wiki/Harmonic_oscillator
Oznacime
e x(t) — vychylku kmitavého pohybu od rovnovazné polohy v ¢ase t > 0,

o A — maximdlni vychylku oscilatoru
(lx(t)| < A v kazdém ¢asovém okamziku t),

T — dobu kmitu (periodu): nejmensi ¢asovy tsek, ve kterém nabyva vychylka
x(t) periodického kmitavého pohybu opét stejné hodnoty,

o f = 1/T — frekvenci (kmitocet), tj., pocet kmiti oscildtoru za jednu
sekundu,
o w=2rf=2n/T — whlovou frekvenci,

o(t) = wt + ¢y — fazi (p(0) = @o je pocatecni faze v Case t = 0).

2.12.1 Volné harmonické kmity

Z experimentl vychézi, ze volné harmonické kmity jsou v cCase t vyjadieny vy-
chylkou
z(t) = A-sinp(t) = A - sin (wt + ¢p) (2.3)

a pusobi pfi nich jen direktivni sila. V okamziku t sméfuje direktivni sila
Fy; = —kx vzdy do rovnovazné polohy a podle Newtonovy pohybové rovnice je
F;=m - a se zrychlenim a = d?x/dt*. Proto je

d*x
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diferencialni pohybovou rovnici volného oscilatoru. Tuto rovnici mizeme zapsat
ve tvaru

2
L g2y g (tzo,K2=£>0). (2.4)

da? m

Piedpokldddme-li feseni rovnice (2.4) ve tvaru x = z(t) = eM (A € C), pak ma
charakteristicka rovnice
N+ K?2=0

dva komplexné sdruzené koteny \; o = £Ki a funkce sin Kt, cos Kt tvori funda-
mentalni systém rovnice (2.4). Proto je jeji obecné feSeni tvaru

x(t) = ¢y sin Kt + cpcos Kt = C'sin(Kt + ), ¢1,c0,C 00 € R. (2.5)
Pro vychylku (2.3) harmonickych kmit plati

z(t) = A-sinp(t) = A - sin (wt + o) = Csin(Kt + 1),

C’:A,K:wzwﬁ,@b:@o (2.6)
m

a FeSeni diferencialni rovnice (2.4) je vyjadienim harmonickych kmita.

proto

Poznamka 2.12.1 Druhy ze vztaht (2.6) umoziuje zjistovat frekvenci kmitl 0

7 tuhosti a hmotnosti oscilatoru.

Poznamka 2.12.2

S

- Rychlost oscilatoru v Case t je
v(t) = dz(t)/dt = Aw cos (wt + ).
Maximalni rychlost vy, = |dx(t)/dt|mee = Aw dosédhne proto oscilator pri
|cos (wt + ¢o)| =1 wt+ @o =In (I € N),
tedy v rovnovaznych polohéach.
- Zrychlent oscildtoru v Case t je
a(t) = dv(t)/dt = —Aw? sin (wt + @) = —w?a(t).
Proto dochézi k maximalnimu zrychleni a4, = |dv(t)/dt|imax = Aw? pii
|sin (wt + @o)| =1 wt+ po =In/2 (I € N),

tedy v okamziku maximalni vychylky.
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Poznamka 2.12.3 K popisu oscilatoru pouzivame také casové nezavislé efek-
tivne hodnoty vychylky, rychlosti a zrychleni oscilatoru.

Pro libovolnou funkci y = f(x) integrovatelnou v kvadratu na intervalu (t1, t5)
definujeme efektivni hodnotu vztahem

1 b2
of = 24) dt .
Yes \/t2—t1/tl f2()

Na intervalu (0, T") periody mizeme pak stanovit

17 A2 T o2

ng _ f /0v A2 Sin2(u)t + gpo) dt = ? ; Sin2(?ﬂ-t + QO()) dt =
Fttpo=7 t[ 0| T AT

_ TQ—“dt:dT THQD()‘QDO—FQW —%/ sin” 7dr =

T %0
A2 po+2m 2 AZ
= (1 —cos27)dr = — [27 —sin 27’]“0(”L27r = —,

A " 87T $o 2

€ —i
6f_\/§

T 1 (T
Vop = —/ A2W? cos® (wt + o) dt = w? - (f/ A%(1 — sin®(wt + @p)) dt) =
0 0

2 T 2 2 A2
:w2'<%/0 dt—ng):w2-(A2—A—):wA7

~

2 2
Aw
Vef = —.
f \/§
Nakonec
I A%t
2 2 4.2 4.2
== A t dt = =
Qg T/o w” sin®(wt + o) Wiy 5

Aw?
aef = W
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2.12.2 Tlumené kmity

Na oscilator pusobi kromé direktivni sily F; = —kx také tlumici sila F;. Vek-
tor tlumici sily zavisi obvykle pfimo timérné na vektoru rychlosti oscilatoru, ma
opacnou orientaci a amplituda kmitii se proto postupné zmensuje.

Polozime-li tedy F; = —Rmi—f, kde R,, je mechanicky odpor, pak je splnéno

Fd—i-E:m-a

uzitim Newtonovy pohybové rovnice. Pohybovd rovnice tlumeného oscilatoru je
pak

d d?
—ka — Rmd—f - md—tf, t>0, tj.,
d*z dv

kde § = R,,,/(2m) je soucinitel tlumeni a wy = \/k/m je vlastni frekvence volného
oscildtoru.
Uvazujme pro tlumené kmity vychylku

2(t) = Aof(t) - sinp(t) = Agf(1) - sin (wt + o). (2.8)

kde pfedpokladame lim; .., f(t) = 0 pii snizovani amplitudy A = Ao f(t). Vyfe-
Sime nyni rovnici (2.7). Charakteristicka rovnice

N +25A+wi =0

ma kofeny

—20 + \/46% — 4w?
Ao = 0 26 0 =—0+4/0%—

a mohou nastat tfi rizné pripady.
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(1) Je-li § < wy, je tlumeni oscilatoru podkritické, wy = \/wi — 62 je whlovd
frekvence podkritickych tlumenych kmitd a A o = —dFwy-i. Obecné feseni rovnice
(2.7) bude v tomto pfipadé skutecné tvaru (2.8),

x(t) = cre % coswyt + coe % sinwyt = Ce % sin (wat + 1) (c1,¢2,C 00 € R),
kde C = Ay, f(t) = e, w = wy, ¥ = g, tj., funkece
z(t) = Age™ - sin (wat + o)
vyjadruje vychylku tlumenych kmiti.

(ee) Je-li 6 = wp, je tlumeni oscilatoru kritické, wg = 0 a \j2 = —9 < 0 je
dvojnasobnym realnym korfenem charakteristické rovnice. Obecné Feseni rovnice
(2.7) bude je tvaru

z(t) = c1e™ +eote™  (c1,¢0 €R)

a nemtZe vyjadifovat vychylku tlumenych kmitd (2.8), kmity oscilatoru v tomto
ptipadé nevznikaji a snadno se mizeme presvédcit, ze lim; . z(t) = 0.

(tet) Podobné nevznikaji kmity tlumeného oscilatoru ani pfi splnéni zbyva-
jici podminky ¢ > wp, tlumeni oscildtoru je nadkritické. Kofeny charakteristické
rovnice jsou realné a navzajem ruzné, obecné feSeni rovnice (2.7) je tvaru

2.12.3 Nucené kmity

Tlumené kmity se realizuji v podkritickém pripadé a s rostoucim ¢asem se snizuje
jejich amplituda. Maji-li se kmity udrzet, je potfebné pridat vnéjsi periodickou
budict silu Fy, = Fpaq sin (wpt + gp). Budici sila se opakuje s periodou T;, = 27 /wy,
a jeji maximéalni hodnota je F},,.. Dostavame tak buzeny harmonicky oscilator.
Vzniklé kmity nazveme buzené (nucen€). Analogickym postupem jako u tlume-
nych kmitt sestavime rovnici

Fd—i—Ft—i—Fb:m'a.

Pohybovd rovnice nucenych kmiti oscildtoru je pak

d d?
—kx — Rmd—f + Foaz sin (wpt + o) = md—tf, t>0, tj.,
d*x dz 2 mazr .
— + 20— +wixr = sin (wpt + ©op) (2.9)




2.12 Harmonicky oscilator a7

kde opét 6 = R,,/(2m),wy = \/k/m. Z matematického pohledu se jedné o li-
nearni diferencialni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty a specialni
pravou stranou, kterou vytesime standardnim postupem.

(a) Nejprve najdeme obecné feseni zkracené rovnice, kterd odpovida pohybové
rovnici tlumeného oscilatoru a jeji feSeni je proto tvaru

2(t) = Age™" - sin (wqt + o). (2.10)

(b) Pfedpoklame-li partikularni feSeni diferencidlni rovnice (2.9) ve tvaru
X (t) = Apsin (wpt + ), (2.11)
pak obdrzime podminku

max

Ap(wd — w?) sin (wyt + 1p) + 25 Aywy, cos (wit + V) =

sin (wbt + @Ob)a (212)

jejim derivovanim podle ¢asu t a Gpravou

max

Ap(wi — w?) cos (wyt +1b) — 20 Apwy sin (wyt + V) = cos (wpt + op). (2.13)

Napiiklad v ¢ase t = —1)/wy je wpt + ¢ = 0 a rovnice (2.12, 2.13) nabyvaji tvaru

Fma:r) . Fmax
20 Apwy, = ——sin (oo — V), Ap(wg — wi) = —— cos (pop — ).

Odtud

25 A 2 2 2\\2 Fma;c 2 . 25Wb .
(26 Apwy)” + (Ap(wf — wj))” = - tg (pop — ) = ——, tij.,

Wo — W

Fmaz 25&}()
, = + arctg ——. 2.14
m/(20wy)? + (wE — WE)? V= Pob & 2 _ .2 (2.14)

Ay =

0 b

(c) Obecné feseni pohybové rovnice nucenych kmit oscilatoru je souctem
obecného Teseni rovnice zkracené s libovolnym partikularnim fesenim rovnice ne-
zkracené, proto

x(t) =2(t) + X(t) = Age™ - sin (wat + o) + Apsin (wpt + 1), (2.15)

kde jsou Ay, 1) uréeny podminkami (2.14).
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