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1 Aproximace reSeni eliptickych okrajovych
uloh pro ODR 2. fadu metodou kone¢nych
prvku

1.1 Klasicka formulace tlohy

Pro danou funkci a? € C*(0,1), a®(x) > ag > 0 a funkee p,q, f € C(0,1), ¢ > o,
najdéte y € C2(0,1) tak, aby byla splnéna diferencidlni rovnice
—(a®y) +py' +ay=f pro z € (0,]) (1)
aprox =01z =1 jedna z okrajovych podminek
y(x) = ¢ Dirichletova nebo

y'(r) = d Neumannova nebo
ay(z) + By (x) = ~ Newtonova (a # 0 # 3)

1.2 Fyzikalni vyznam
Existuje dlouhd fada ruznych fyzikalnich vyznami této tilohy. Uvedeme dva z nich.

y(z)  teplota [koncentrace piimeési]

a®(z)  koeficient tepelné vodivosti [koeficient diftize]

p(x)  rychlost toku

f(z)  intenzita zdroju tepla [pFimeési]

(r)  koeficient absorpce

Vyraz —a?(x)y’'(r) mé vyznam intenzity toku v kladném sméru osy z. Pak Neu-
mannova okrajova podminka urcuje intenzitu toku pies hranici a Newtonova okra-
jovd podminka je podminkou prestupu tepla [piimeési|. Pro =1

_a2(l)yl(l) = a(y(l) - yemt)

znamend, ze intenzita toku je umérnd rozdilu mezi hodnotou y(I) v hrani¢nim
bodu I a hodnotou yes: (teplotou [koncentraci piimési] v exterieru blizko bodu 1),
vynéasobeném koeficientem pfestupu tepla [pFimési] o > 0.

1.3 Existence klasického reseni
Predpokladejme, ze funkce p(x) neméni znaménko v intervalu (0,1). Je-li Dirich-
letova podminka dédna v bodu { O pro p>o

}, pak ma klasické tloha pro
Il pro p<o,
ODR (1) jediné feseni.

V dalsim textu budeme tuto podminku, zarucujici jednoznac¢né feSeni klasické
ulohy, povazovat za splnénou.



1.4 Galerkinova (slaba) formulace

Pro uréitost uvazme nize uvedenou tlohu (2), kterd vznikne z tlohy (1) volbou
Dirichletovy podminky v bodé 0 a Newtonovy podminky v bodé I:

—(@®y) +py +qy=f pro z€(0,l), (2)
y(0) = ag, —a*()y'(1) = B +ny(l).

Vynésobme obé strany rovnice (2) libovolnou testovaci funkci v € C1{0,1), 0 =
v(0), a tyto souciny integrujme pies interval (0,1):

l
/ Y + py’ +qy)vd:c—/fvdx (3)
0

Symetrizace.
! 2,1\ ! !
—(a*y)Y =ad v=p !
/ Yvder = ‘ £a2y’) —a =g = [—a2y’v]0 + /a2y v dx
0 0

l
= /a2y/v/ dx + Bo(l) + vy (lv(l).
0

Po dosazeni do (3) a pfevedeni vSech ¢lenu, které nezavisi na funkci y na pravou
stranu, obdrzime

B(y,v) = L(v), (4)
kde
l
B(y,v) = / (a2y'v/ +py'v + qu) dx +yy(l)v(l) a
Ol
Lv) = fvdz — B(l).
/

Funkce ¢ je po édstech spojitd na intervalu (0,1), kdyz méd konetné mnoho
moznych bodu nespojitosti 0 = z¢p < ... < x, = I, tj. pro i = 1,...,n plati
¢ € C(x;—1,x;) a pritom maji jednostranné limity

lim ¢(x), lm @(x)
T T—T;
kone¢né hodnoty. Obr. 1 ilustruje skutecnost, ze souc¢in po ¢astech spojitych funkeci
je opét funkce po Castech spojita.
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Obrazek 1: Priklady po c¢éastech spojitych funkei.



Symbolem PC(0,[) ozna¢ime prostor funkei po ¢dstech spojitych na intervalu
(0,1). Déle oznacime symbolem PC(0,1) prostor funkei ¢ z C(0,1) takovych, ze
¢ € PC(0,1). Lze si snadno uvédomit, ze vyraz B(y,v) md koneénou hodnotu,
jakmile y,v € PC(0,1).

Nazveme-li
W = {w € PCY0,1)|w(0) = ag}
mnozinou pripustnych reseni a
V ={ve PCY0,)|v(0) =0}
prostorem testovacich funkci, lze uvést tuto Galerkinovu (slabou) formulaci ilohy
(2): Najdéte funkci y € W tak, aby
B(y,v) = L(v) pro v8echny funkce v € V. (5)

Poznamka 1. 7Z odvozeni Galerkinovy formulace ulohy plyne, ze kazdé kla-
sické feseni tlohy (1) je i feSenim Galerkinovy (slabé) formulace. Naopak Feseni
Galerkinovy formulace zpravidla nejsou soucasné klasickymi feSenimi dané tlohy.
Je-li viak y € C2%(0,1) a jsou-li splnény vSechny dalsi pozadavky na hladkost kla-
sického feseni, je feSeni Galerkinovo téz reSenim klasickym.

Poznamka 2. V Galerkinové formulaci se explicitné neobjevuje Newtonova
okrajovd podminka v bodé [. Tato podminka je ,,zabudovand“ do vyrazu B(y,v)
a L(v) a nazyva se prirozend. Naproti tomu splnéni Dirichletovy podminky je
pozadovano od vsSech piipustnych feSeni. Dirichletova podminka se nazyva pod-
statnd.

Poznamka 3. Lze snadno ukézat, ze vyraz B(y,v) je linedrni vzhledem k
funkcim y i v, tj. ze

Blay + fz,v) = aB(y,v)+ pB(z,v),
B(y,vv+ow) = ~B(y,v)+ dB(y,w)
plati pro viechna «, 3,7,6 € R a y, z,v,w € PC'(0,1). Podobné plat{
L(aw 4 pw) = aL(v) + fL(w)
pro viechna a, 8 € R a v,w € PC(0,1).

Rikéme, ze B(y,v) je bilinedrni forma a L(v) nazyvame linedrni formou.

1.5 Diskretizace Galerkinovou metodou a metodou ko-
nec¢nych prvka

Jestlize yg € W a funkce (1,...,(, lezi v prostoru V, pak pro libovolné redlné
koeficienty y1, . .., yn lezi funkce
ya() = yo(z) +y1 - Q@) + - + Yo - Cal) (6)
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v mnoziné W. Rekneme, Ze yg je aprozimace feseni tlohy (5), kdyz

B(ya,¢i) = L(G) pro i=1,...,n. (7)

Dosadime-li do (7) za yg vyjadieni (6) a vyuzijeme-li bilinearity formy B(y,v),
vznikne systém rovnic

Kij=F, (8)
kde
B(G,G) B(G,G) --. B(Gn,G) Y1 L(G)
B(C1,¢2) B(C2,¢2) - B, () . () ﬁ L(¢2)
K= : : .. : » Y= : al = :
B(Cb(n) B(CZaCn) e B(Cn»Cn) Yn E(Cn)

Zde L(¢) = L(¢) — B(yo, &) pro i = 1,2,...,n. K se nazyvé matice tuhosti a F
vektor zatiZend.

Metoda konecéniych prvki je Galerkinova metoda, v niz jsou testovaci funkce
(1,--.,Cy zvoleny tak, aby matice tuhosti K byla pasova. Nazveme-li mnozinu

supp(Gi) = {z € (0,1) | Gi(x) # 0}

nosic¢em funkce (; proi =1,...,n, pak

supp(¢;) Nsupp((j) =0 = B(G, () = 0. (9)

Uvazme sit uzla 0 = 29 < 1 < ... < =, = | a oznaéme h; = z; — x;_1 délku
intervalu (x;_1,2;) pro i = 1,...,n. Kazdému uzlu z; pfifadime linedrni splajn

vi(x) predpisem
o yv_J L pro j=1
cpl(xj)_{ 0 pro ]7&2 .
Z Obr. 2 je patrné, ze ¢; € PCY(0,1), supp(w;) = (w1, zi+1) N {0,1) a

(CC — .’L’Z‘,l)/hi 1/hl pro x € (331;1,561') N <0, l>
pi(x) = q (@it1 —@)/hiy1 , ¢i(x) =4 —1/hip1 pro z € (w4, zi41) N(0,1)
0 0 jinak
(10)
proi=0,...,n. Odtud ihned plyne

li—jl>1 = supp(y;) Nsupp(p;) = 0. (11)

Vytvoiime-li aproximaci yg pomoci téchto funkci ¢1,...,¢n, pak z (9) a (11)
plyne, Ze matice tuhosti je tiidiagonélni. Je vyhodné, ze pro vypocet hodnot prvki
B(pi—1,9i) pod hlavni diagondlou stac¢i integrovat pres interval (z;_1,x;), prvku
B(pi, i) v hlavni diagondle pfes interval (z;_1,z;+1) a prvka B(p;, ¢i+1) nad
hlavni diagondlou ptes interval (x;, z;41).

8



Y= pi—1(z)
) = oo(a) Y = @n(r)

Ti—2 Ti—1 x; Tip1 0 Tp—l Tp =1

8 v

Obrazek 2: Hustrace grafu funkei ¢;.

1.6 Resené piiklady

Piiklad 1.1. Resenf okrajové tlohy
—0,5y" =y =1 v (0,1), »(0)—y'(0)=0,2, y(1)=0
aproximujte metodou koneénych prvku s ekvidistantnimi uzly s kroky 0,2 a 0,1.
Reseni. Polozime-li
V ={ve PCY0,l)|v(l) =0} =W,
pak pro feSeni y a kazdou funkci v € V plati

-0,5y" =o' wv=
(~05y" —yyede =| T, 70 D70 = oyl +

Ct—r

1 1
J(0,5y"v" — y'v) dz = 0,5(y(0) — 0,2)v(0) + [(0,5y'v — y'v)dz = [vdx.
0 0 0

Tedy Galerkinova (slabd) formulace: Najdéte y € W tak, aby B(y,v) = L(v) pro
vSechna v € V, kdyz

1 1
/05y’v’ v) dz + 0,5y(0)v(0) /vd:c+01v
0 0
Oznac¢me ; linedrni splajn, piislusny uzlu x; = 0,25 pro j = 0,1,...,5 a polozme

h =0, 2. Pak funkce
Yo =Yo Po+ -+ Ys- P4

lezi v mnoziné W. Rekneme, Ze yp, je aproximaci slabého feSeni, jestlize

4

B(yn, i) = L(¢s) <= > _y;iB(j,:) = L)
=0

9



proi=0,...,4. Tedy koeficienty o, ..., ys jsou feSenim systému rovnic

B(po,p0)  Ble1, o) L(po)
B(po,01) Ble1,01) Blpz2,01) L(p1)
B(p1,¢2) Bl(pa,02) Bles,p2) L(sp2)
B(p2,93) Blps.ps) Blea, ) | L(ps)
B(ps, 1) B(paspa) | Llpa)
Piitom
[ 5(0,2 —x) , _f =5 pro0<x<0,2
o) = { 057D = {0 B0 SGES
5(x —0,2(i — 1)) 5 pro 02(i—1)<x<0,2
oi(r) =< 5(02(i+1)—=x) , ¢i(xr)=< =5 pro 0,2i <z <02(i+1) (13)
0 0 jinak
pro i = 1,...,4 a Protoze koeficienty v B(y,v) a L(v) jsou konstantni, nezavisi

jejich hodnoty na ,,poloze“ funkei ¢; v intervalu (0, 1). Pak

0,2i
Bloinp) = [ (05-(-5)-5 (-5)pi)do =25+ 50,1 = -2
0,2(i—1)
prot=1,...,4,
0,2(i+1)
Blosg) = [ (05:5-(-5) = 5p)do =25 -5:00 = =3
0,2

prot=20,...,3,
0,2
B(vo, ¢o0) /05 25 —(=5) - po)dx+0,5=25+05+05=35 a
0

0,2i
B(pi, i) = / (0,5 52— 54,01-) dx
0,2(i—1)
0,2(i+1)
- (0,5 (=5)* — (=5)¢pi) dz =5
0,2i

proi=1,...,4. Déale
0,2
/(po d:v+01 (po(O) =0,140,1=0,2
0

10



0,2(i+1)
0,2(i—1)
Vysledny systém rovnic:

3,5 -3 0,2
-2 5 -3 0,2
-2 5 -3 0,2
-2 5 -3]0.2
-2 50,2

a jeho fesenim je vektor
[0,45509; 0,46428; 0,40373;0,29670; 0,15868]
hodnot aproximace yj, v uzlech 0; 0,2; 0,4; 0,6; 0,8. Aproximace yj,/, nabyvé v téchto

uzlech hodnot
[0,45629; 0,46395; 0,40295; 0,29601; 0,15830].

Porovnani chyb s kroky h =0,2 a h/2 =0, 1:

i 0 1 2 3 4
(yn — 1)(0,27) | -0,00160 0,00044 0,00103 0,00092 0,00042
(ynsa — v)(0,24) | -0,00040 0,00011 0,00025 0,00023 0,00012

Obecné je presnost MKP a metody siti na stejné trovni.

Piiklad 1.2. Najdéte aproximaci feseni tlohy
—y"+20y' =1 v (0,1), y(0)=0, y(1)=1
metodou koneénych prvku pro ekvidistantni uzly s krokem h = 0,2.

Reseni. Polozime V = {v € PCY(0,1)|v(0) = 0 = v(1)} a W = {w €
PCY(0,1)|w(0) = 0,w(1) = 1}. Pro pfesné feseni y a libovolnou testovaci funkci
v € V plati

1
1! /
-y =« B
"+ 20y Yodx =
0/ —y y') —y =a 3

1
(y'v" + 20y v) m:/vdw,
0

O\H

takze Galerkinova formulace zni: Najdéte funkci y € W tak, aby

B(y,v) = L(v) pro viechna v €V,

11



kdyz

1 1
/ y'v' +20y'v) dz a L(v)z/vdm.
0 0

Pro aproximaci feseni této ulohy uzijeme linearni splajny g, ..., @5 piislusné
uzlim z; = 0,25. Funkce

Yya =yr-p1+---+ys- o4+ s

lezi v mnoziné W. ya je aproximaci feSeni ilohy, kdyz

4

Blya, i) = L(¢i) <= > _y;B(pj,¢i) = L(s) — B(gs, i) = L(1)
j=1

pro i =1,...,4. Tento systém rovnic ma vzhledem k (9) a (11) strukturu

B(p1,¢1)  Blpa, ¢1) L
B(p1,02) Blpa,p2) Blps, p2) L
B(p2,3) Blps,p3) Blea,ps) | L

B(ps,p1) Blpa, ) | L

Protoze vsechny koeficienty ve forméch B(y,v) a L(v) jsou konstantni, plati

0,24
Blong) = [ ((=5):5+20- (-5)p)do = -15
0,2(i—1)
proi=2,...,4,
0,2i 0,2(i+1)
B(pi, pi) = / (25420 - 5y;) da + / (25 +20 - (=5)¢p;) dz = 10
0,2(i—1) 0,2i
prot=1,...,4a
0,2(i+1)
B(pit1, i) = / (5-(=5)+20-5p;)dxr =5
0,2

proi=1,...,3. Déle

1
Lig) = [ wila)ds =02
0

12



prot=1,...,4. Tedy vysledny systém rovnic ma tvar

10 5 0,2
15 10 5 0,2
15 10 5|02
15 10 | -4,8

Jeho fesenim je vektor [0,02557; —0,01115; 0,1 902; —0,27148]. Tyto hodnoty aprox-
imace yp, v uzlech 0,2;0,4;0,6;0,8 jsou totozné s hodnotami aproximace metodou
siti z PT. 1.2. Aproximace yg je nestabilni a matice vySe uvedené soustavy neni
monoténni, stejné jako pri pouziti metody siti.

MKP je slozitosti vyslednych algoritmu i kvalitou ziskanych aproximaci srov-
natelnd s metodou siti. Jeji prednosti oproti metodeé siti se projevuji v dimenzich 2
a 3 zejména v piipadech, kdy je oblast, na niz je dand tloha feSena, nepravideln4.
Problémy MKP s nestabilitou jsou v podstaté stejné jako problémy metody siti.

Piiklad 1.3. Metodou koneénych prvku s krokem 0,25 aproximujte stacionarni
rozlozen{ teploty latky s tepelnou vodivosti 0,4 W/(m°C) v intervalu délky 1 m.
Latka vtéka do intervalu o teploté 1 °C, protéks jim rychlosti 1 m/s a z inter-
valu vytéka do prostfedi o vnéjsi teploté 0,2°C s prestupovym koeficientem 2
W/(m2°C).

Z fyzikélniho vyznamu tlohy (1) plyne, ze hledand teplota y(z) pro = € (0, 1)
je feSenim okrajové tilohy

_074y” + y/ =0 v (0’ 1)5 y(O) = 17 _0743//(1) = 2(y(1) - 0’2)

Resend. Polozime V = {v € PC'(0,1)|v(0) = 0} a W = {w € PCY(0,1)|
w(0) = 1}. Pro pfesné feseni y a libovolnou testovaci funkci v € V' plati

B n_
(—0,4y" + v )vdz ’ 0dy” =a

B
04y =a JV=p

O\H

1
= 04yv +/O4yv +y'v) dx
0

1
= 2(y(1)-0,2)v +/04y'v’+y’v)dw=0,
0

takze Galerkinova formulace zni: Najdéte funkci y € W tak, aby
B(y,v) = L(v) pro vSechna v €V,
kdyz

1
= / (0,4yv" + y'v) dx + 2y(1)v(1) a L(v) = 0,4v(1).
0

13



Pro aproximaci fesSeni této ilohy uzijeme linedrni splajny g, ..., ps piislusné
uzlim z; = 0,25j5. Funkce

Yya=9o+yr-p1+--+yYas-pa

lezi v mnoziné W. yg je aproximaci feSeni 1ilohy, kdyz

4
B(ya, pi) = L(pi) < Zij(SOj,%') = L(¢;) — B(v0, ¢i)
j=1
pro i =1,...,4. Tento systém rovnic ma vzhledem k (9) a (11) strukturu
B(p1,¢1)  Blpa, 1) L(p1) — B(po, ¢1)
B(p1,92) Blpa,p2) Bl(ps,p2) L(p2)
B(pa2,¢3) B(ys,e3) B(ps,e3) L(p3) ’
B(ps, 1)  B(pa, pa) L(p4)

Protoze vsechny koeficienty ve forméach B(y,v) a L(v) jsou konstantni, plati

0,25¢
B(pi-1,4i) = / (0,4(=5) -5+ (—4)p;) dx = —2,1
0,25(i—1)
proi=1,...,4,
0,25% 0,25(i+1)
B(pi, pi) = / (0,4-16 + 4¢p;) dz + / (0,4 - 16 — 4¢;) dz = 3,2
0,25(i—1) 0,257

prot=1,2,3,

1
By, 1) = / (0416 +4p))dz +2=1,6+05+2=41 a
75

0
0,25(i+1)
B(pit1,¢i) = / (0,45 (=5) +4p;) dz = —1,1
0,257

proit=1,...,3. Dile
L(Qpl) - B(@Ov 901) = 271

L(p2) =0 = L(ps3), L(ps) = 0,4.

14



Tedy vysledny systém rovnic ma tvar

32 -1,1 2,1
21 32 -11 0
21 32 -11| 0

21 41 |04

Jeho fesenim je vektor [0,96157; 0,88821; 0,74815; 0,48076]. Toto jsou hodnoty aprox-
imace yg v uzlech 0,25;0,5;0,75; 1.

Piiklad 1.4. Najdéte aproximaci feseni tlohy
—y" =5y =—1 v (0,1), —y'(0)=0,5(1—y(0)), y(1)=1
metodou koneénych prvku s krokem h = 0,2.

Resend. Polozime V = {v € PCY0,1)|v(1) = 0} a W = {w € PC'(0,1)|
w(1) = 1}. Pro ptesné feseni y a libovolnou testovaci funkci v € V' plati

1
—”: =
O/ —y" =5y wdr = ' y/ o g

vdx,

O\H

1
= 0,5(y(0) +/yv—@u
0

takze Galerkinova formulace zni: Najdéte funkci y € W tak, aby

B(y,v) = L(v) pro vSechna v €V,

kdyz
1 1
/ y'v' = 5y'v) dx + 0,5y(0)v(0) a /vdx—i—() 5v(0
0 0
Pro aproximaci feseni této ilohy uzijeme linedrni splajny ¢q,..., s piislusné

uzlim z; = 0,2j.
Diskretizace: Funkce
Ya =Yoo+ - +ys- 1+ s
lezi v mnoziné W. yqg je aproximaci feSeni ilohy, kdyz

4

B(ya, i) = L(pi) <= >_y;B(gj, i) = L(¢i) — B(ps, @)
=0
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pro i =0,...,4. Tento systém rovnic ma vzhledem k (9) a (11) strukturu

B(SOO, <P0) B(@l, <P0)

L(so)

B(po, 1) Ble1,91) Blpz,e1) L(p1)
B(p1,02) Blpa,p2) Blps, p2) L(p2)
B(p2,03) B(ps,p3) B(p,p3) L(ps)

3
Bps, pa)  B(ea, pa) | Llea) — B(es, pa)
Protoze vsechny koeficienty ve forméach B(y,v) a L(v) jsou konstantni, plati

0,2i

B(gpiflv sz)

((—=25) + 25p;) dz = —5 42,5 = —2,5
0,2(i—1)

proi=1,...,4,

(=]

2

B(po,p0) =5+25 [ ¢odx+ 0,56 =38

o

0,2i 0,2(i+1)
B(pi, i) = / (25 — 25¢;) dz + / (25 + 25¢;) dz = 10
(i—1

0,2(i—1) 0,24
proi=1,...,4a
0,2(i+1)
B(pit1,0:) = / (=25 —5-5p;)dr = —-5—-25-0,1 = 7,5
0,2

pro:=20,...,4. Dale
L(gp) =—-0,14+0,5=0,4

0,2(i+1)

/ pidr = —0,2.

0,2(i—1)
Tedy vysledny systém rovnic ma tvar

L(pi) = —

8 75 0,4
25 10 -7.5 0,2
25 10 -7.5 0,2
25 10 -7,5|-02

25 10 | 7.3

Jeho fesenim je vektor [0,85434;0,85796; 0,88584; 0,92180; 0,96045]. Toto jsou hod-
noty aproximace yq v uzlech 0;0,2;0,4;0,6;0,8.
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1.7 Linearni koneény prvek a algoritmus MKP v 1D

Diskretizace Galerkinovy ulohy

najdéte y € W tak, aby B(y,v) = L(v) pro vSechna v eV (14)
metodou koneénych prvku je urcéena délenim 0 = zg < 21 < --- < z, = [. Pak je
proi=1,...,n konecény prvek (element) e; uréen

- intervalem (x;_1,z;),

- lokdlnim prostorem 731-1 polynomu stupné mensiho nebo rovného 1 na inter-
valu (x;—1,x;) a

- stupni volnosti p(x;—1),p(z;), které mohou byt zvoleny libovolné a uréuji
polynom p € P} jednoznaéné.

Proi =1,...,n oznacime pgl), p§2) bazi lokalnfho prostoru P} takovou, Ze pgl)(aci_l) =
1,p§1)(xi) =0a pl(?) (xio1) = O,pEZ) (x;) = 1. Viz Obrézek 3.
y A

) S i /2

x

~T

Obrézek 3. Baze lokdlnich prostora P} a P},
Je ziejmé, ze

)

oo(x) = PV@) pro € {mo, 1)
0 jinak

pz@) (x) pro x € (wi_1,x;)

pi(r) = pl(}r)l(x) pro x € (z;,xq) Prot=1,....n—1a
0  jinak
@ (x) proz € (Tn—1,2n)
90n(3?> — ) Dn p n—1;ZTn
0 jinak

Odtud plyne, ze
1 (2

B(pi-1,9:) = B(p; ,p;”") pro i=1,...,n,

B(go.wo) = Blp.pi").

B(pi, i) = B(p?,pl )+B(pz—1&—1’pz(+)l) pro i=1,...,n—1,
B(en,on) = B0 ,pY) a
B(pit1,9i) = B(p il,pl(}r)l) pro i=20,...,n—1.
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a podobné

L(go) = L"),

L(p;) = L(pz@)) + L(pg_lF)I) pro i=1,...,n—1 a
Liga) = LY.
Tedy napiiklad pro n = 2 lze systém rovnic
B(po,0)  Ble1, ¢o) L(o)

B(po, 1)  Ble1,01) Blwz2,01) | L)
B(p1,02) Blp2,p2) | L(p2)

zapsat podrobnéji

B(pgi) ’ pg:)) 2 Bngz) ’ pgl)) 1 1 2 1 QL(pgl)) 1
B, p?) B(pg),pﬁ));r ngé),pé)) B(p§2),p§2)) L(pﬁ))+2L(p§))
B, piY) B, p) L(p$)

Algoritmus sestaveni matice tuhosti K a vektoru zatiZend F:

1. Vynulovani matice K a vektoru F.

2. Postupné proi =1,...,n vypocet lokdlni matice tuhosti a lokdlniho vektoru
zatiZend
wo_ | Be ) BGP p)) | pe | L))
- (1 (2 @ @y | ® - (2
B(pi pi™) B i) L(p;™)

a pric¢teni
Kﬁ) k K, K£Z2) k Kiiv1 a ﬁl(z) k ﬁz
Kéll) k Kit1,, Ké;) k Kit1,i+1 a ﬁél) k F1i+1
Otazky a piiklady k procviceni

1. Uved'te klasickou formulaci eliptické okrajové tlohy pro ODR 2. iaddu, hlavn{
fyzikalni vyznamy a postacujici podminky pro existenci a jednoznacnost
jejiho Feseni.

2. Popiste nékterou fyzikalni interpretaci procesu, popsaného okrajovou ulohou

a) —0,1y" +2y' =1 v (0,1), y(0)=1, —0,1y/(1) =2(y(1) —0,2).
b) —0,05¢" +y==2x v (0,1), ¥ (0)=5, 3'(1)+ 10y(1) =6.

Téchto fyzikdlnich vyznamiu uzijte ke schematickému znézornéni grafu reSeni
uloh a) a b).
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3. Metodou kone¢nych prvki aproximujte feSeni okrajové 1lohy
a) —0,5y" +vy' =2, y(0)=—-1, —=0,4y'(1) = 2y(1) s krokem h = 1/4,
b) —0,25y" —y' =1, y(0) =0, y(1) = 0 s krokem h = 1/6,
c) —0,1y" —y =1, y(0) =0, y(1) = 0 s krokem h = 1/6,
d) —y”" —0,2y =2, 9y/(0) =2(y(0) — 0,5), y(1) = 0 s krokem h = 1/5.

2 Regularni oblasti a integrovatelné funkce

Tuénymi symboly X,y, ... budeme znacit body (x1,2), (y1,%2), ... z R? a symbol
o rezervujeme pro nulovy bod (0,0). Pro body x,y a ¢ > 0 polozime

I =yl = V(21 —91)? + (2 = 12)% a Os(x) = {y; |x —y|| < }.
Mnozinu Og(x) nazveme d-okolim bodu x (v R?).

Definice. Mnozina ©Q C R? se nazyva

a) oteviend, kdyz Vx € Q 30 > 0: O5(x) C €,

b) wzaviend, kdyz R? — €) je oteviend,

c¢) ohranicend, kdyz 36 > 0: Q C Os(o0),

d) souwvisld, kdyz jeji libovolné dva body lze spojit lomenou ¢arou v €2 a

e) oblast, je-li oteviend a souvisld.

Hranicéni bod mnoziny € je kazdy bod x s vlastnosti
Vo >0:(0s(x)—{x})NQ#D a (Os(x)—{x})N (R2 — Q) £ 0

Mnozina v8ech hrani¢nich bodu 2 se nazyvé hranice ) a znaéi se 9S) a sjedno-
ceni ) = Q U 0N se nazyva uzdver (). ) je nejmensi uzaviend mnozina, kterd je
nadmnozinou 2.

Definice. a) Rez oblasti Q je neprazdné podmnozina v 99 — €, jejiz viechny
body jsou vnitinimi body uzdvéru €.

b) Bod vratu oblasti €2 je kazdy bod dotyku dvou ruznych hladkych ¢asti hran-
ice 0f), v némz jsou teény k obéma hladkym ¢dstem totozné.
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Obrazek 4. Tlustrace oblasti s fezy a s body vratu

Definice. Oblast €2 nazveme reguldrni, je-li ohrani¢end, hranice 02 je sjedno-
cenim konecného poc¢tu hladkych kiivek a nemd fezy ani body vratu.

Definice. Jednotkovd vnéjsi normdla oblasti Q C R? v bodé x € 99 je vektor
7i = 7i(x) s vlastnostmi

a) 7 je kolmy k 9 (7i(x) je kolmy k tecné k 992 v bodu dotyku x),

b) 7 vychézi z bodu x ven z Q (existuje 6 > 0 tak, ze x+t -7 ¢ Q pro vSechna
t € (0,0)) a

¢) |fi| = 1.

Regularni oblast ma jednoznaéné uréenou jednotkovou vnéjsi normalu ve vsech
bodech 02 s pripadnou vyjimkou koneéné mnoha bod.

Definice. (Prostory integrovatelnych funkci na reguldrni oblasti) Pro danou
regularni oblast €2 se znaci

a) Lo(2) mnozina redlnych funkei u takovych, ze odmocnina Lebesgueova in-

tegralu
Juflo = / u2dx

Q

existuje a ma konecnou hodnotu,
b) H'(Q) mnozina funkci u, pro néz u, Ou/0x1 a du/0wy lezi v La(Q) a

¢) H?(Q) mnozina funkei u, pro néz u, du/dx1, Ou/dxs, 0?u/0x3, 0*u/dx102
a 0%u/0x3 lezi v La(9).

Mnoziny funkei La(€2), H*(Q) a H?(f2) jsou funkéni prostory (jsou napiiklad
uzaviené vuci tvorbé linedrnich kombinaci funkei) a ¢islo ||ul/o je norma funkce u
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v prostoru Ly (2). Podobné

s = /[u2—|—(8u/8$1)2+(8u/8x2)2] dx
Q

je norma funkce u v prostoru H().

Poznamka. (Prostory integrovatelnych funkei na ohrani¢eném intervalu) Pro
libovolny ohraniceny interval (a,b) zna¢i La(a,b) mnozinu vSech funkei y = y(z)
takovych, ze

b

lyllo = / y2da

a

existuje a mé kone¢nou hodnotu. Pro libovolnou ohrani¢enou, po ¢astech hladkou
kiivku I" ozna¢ime Lo(I') mnozinu v8ech funkei y = y(x) takovych, ze odmocnina
z kiivkového Lebesgueova integrilu

lyllo = / y2ds

r

existuje a ma kone¢nou hodnotu. Stejné jako v dimenzi 2, i mnoziny La(a,b) a
Ly(T'), zejména Lo (0N2) pro reguldrni oblast €2, jsou funkéni prostory s normou
Il [Jo- Dobrou ptedstavu o funkcich, které lezi v téchto prostorech poskytuji funkce
po ¢&dstech spojité, nebot PC(a,b) C La(a,b). Analogicky jako v dimenzi 2 je defi-
novéan funkéni prostor H'(a,b) s normou || ||1. Opét PC(a,b) C H'(a,b).

Predpis, ktery k funkcim u,v definovanym na reguldrni oblasti €2, ohrani¢eném
intervalu (a, b) ptipadné na ohrani¢ené po ¢astech hladké kiivce I' priradi ¢islo

b

(u,v)y = /uvdx, (u,v) = /uv dzx piipadné (u,v) :/uv ds

Q a r

je skaldrni souc¢in funkci. Diky Schwarzové nerovnosti |(u, v)| < ||ullo||v]|o je tento
skaldrni sou¢in definovan na prostorech Lo(€2), La(a,b) a Lao(T).

Je ziejmé, ze CF(Q) ¢ H*(Q) pro k = 0,1,2. Otézka je, zda z integrability
derivaci funkci plyne spojitost funkci.

Véta 1. (Sobolevovy véty o vnoreni) Plati

H'(a,b) C C{a,b) pro libovolnd —oo<a<b<oo a
H?(Q) c C(Q) pro kazdou reguldrni oblast 2.
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Z tvrzeni Véty 1 zejména plyne, ze kazd4 funkce z H2(£2) je definovan4 a spojita
na celé hranici 9. Otézku, jaké vlastnosti na hranici 9Q maji funkce z H' (),
zodpovidd Véta 2.

Véta 2. (Véta o stopach) Je-li Q2 regularni oblast, pak existuje jediny linedrnf
operator
v HY(Q) — Ly(09)
takovy, ze y(u) = ulspn pro véechna u € C(Q) a existuje konstanta C' > 0 tak, ze
Iy (@)llo < Cllull Yu € HY().

Funkce y(u) se nazyva stopa funkce u. Misto y(u) piseme u. Mnozina vSech stop
funkei z H'(Q) je funkéni prostor H'/2(99Q). Je ziejmé, ze HY?(0Q) C Ly(0Q).

Definice. Pro reguldrni oblast Q a funkci u € H'(2) ozna¢ime Vu = grad u =

[Bu/8z1, Ou/dxs) .

Pro libovolny jednotkovy vektor 5= [s1,s2]" a funkci u € H' () plati:

du_ou O o
8§_6:p11 61'22_

Definice. Pro libovolnou vektorovou funkei @(x) = [ug(x), u2(x)]" s uy,us €
H(Q) oznaéime
8u1 Ouz
R + E—
(9171 81'2

a div @ nazveme divergence vektorové funkce u.

div 4 =

Je-1i i vektor toku nestlacitelné kapaliny, pak div 4 = 0.
Poznamka. Jestlize u € H?(12), pak

ou 8u} Pu %

=A
81’1 &EQ Y

div Vu = div — + =
[ - Ox? O 2
Operétor, ktery k funkci u ptitazuje Au se nazyva Laplaceuv operdtor.

Véta 3. (Véta o divergenci) Pro libovolnou reguldrni oblast Q C R? a vek-
torovou funkci @(x) se slozkami z H(Q) plati

/divﬁdx:/ﬁ-ﬁds. (1)

Q o0N

Poznamka. Polozime-li v (1) 7i(x) = [ni(x),n2(x )]T a postupné u(x) =
[v(x)w(x),0] ", @(x) = [0,v(x)w(x)]" pro funkce v,w € H'(Q), obdrzime Green-

ovy formule
ow
axlde—/vw nldS—/ 8761 (2)

onN
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avwdx—/vw-ngds—/vaawdx (3)

8312 X9
Q oN Q

Véta 4. (Greenova véta) Jestlize ) je regularni oblast, v € H' () a w €
H?(92), pak
/VU dex—/vds—/v'Awdx. (4)

Dukaz. Uzitim Greenovych formuli (2) a (3) ziskdme [ Vov-Vwdx =
Q
_ (e, 00w e f T T
B aibl 81:1 81‘2 81‘2 N 8 T ! 8£U2 2
Q

- /(gmz 82>dx—/vds—/vAwdx.
Q

Otazky a piiklady k procviceni

1. Rozhodnéte, zda mnozina

=[(1,2) x (1,2)] U [(2,4) x (2,3)]

2) O

b) Q={x;0<z; <0al<zs<1l/z1}
)
) Q

0 ={x;0 < ||x]|oo < 1}
={x;0<|r1|<la —1<mz <1}

C

d

je otevfend, uzaviend, ohrani¢end, souvisla nebo regularni.

2. Ukazte, ze Véta o divergenci je dusledkem Greenovych formuli.

3 Rovnice vedeni tepla

3.1 Odvozeni rovnice vedeni tepla

Oznac¢ime u(x,t) [K] teplotu v bodu x € Q a ¢ase ¢ [s] a uzijeme Fourierova
zdkona pro intenzitu toku tepla w [Jm~ts™!] ve sméru jednotkového vektoru 7
[m] ve tvaru

ou
on’

Zde je X\ [Js 1K ~!] koeficient tepelné vodivosti. Oznac¢me fo(x,t) [Jm 257!
intenzitu zdroji tepla a ¥ = [vy, va] | [m s™1] vektor rychlosti toku latky v Q. Pro

w:—>\0
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libovolnou regulérni podoblast D v  a ¢asovy interval (¢,t + dt) [s] malé délky
sformulujme zékon zachovani (tepelné) energie. Oznac¢ime

Ql = fO(Xa t)dX -0t [J]
/

mnozstvi tepla, vzniklé ve zdrojich v D za dobu dt [s],

) ou
Q2= [ copodx- 5t [J]
D

mnozstvi tepla, spotfebované na zvyseni teploty latky o hustoté o [kgm™2] se
specifickym teplem ¢ [J kg~'K~!] v oblasti D za dobu 6t,

Qgi—/)\oaudé“(st [J]

on
aD

mnozstvi tepla, které protece pres hranici 9D za dobu §t ven z oblasti D (zde je
7i jednotkovd vnéjsi normala k hranici D) a

Q4= /cguﬁ- fids- ot [J]
oD
mnozstvi tepla, prenesené ven z D latkou o teploté u, tekouci rychlosti ¢’ za dobu
dt. Zédkon zachovani energie 1ika, ze za dobu 0t mnozstvi tepla @)1, vzniklé v D ve
zdrojich je stejné jako soucet mozstvi tepla (Q2, které je spotiebovano na zménu

teploty v D, mnozstvi tepla 03, které piestoupi pies hranici 0D ven z D a mnozstvi
tepla QQ4, které je pireneseno ven z D v tekouci latce. Tedy

Q2+ Q3+ Q4= Q1,

/CQ?ZC{X_/)\Og;;ds+/C,Quﬁ-ﬁdsz/fo(x>t)dx-

D oD oD D

tj.

Uzitim Véty o divergenci vznikne identita

/ <cg‘?;: — div(AoVu) + div(cgu5)> dx = / folx, t)dx (1)
D

D
Predpokladejme nyni, ze
a) veli¢iny ¢ a ¢ jsou na ) konstantni a

b) integrandy na obou stranédch identity jsou spojité.

24



Z predpokladu b) a skutecénosti, Ze identita (1) je splnéna pro vSechny regularni
podoblasti D v € plyne, ze integrandy na obou stranich (1) jsou shodné v Q
a predpoklad a) umoznuje oba integrandy v (1) vydélit konstantou co. Vznikne
diferencidlni rovnice

ou . P
i div(AVu) + div(ud) = f(x,t) (2)

pro vechna x € Q a v8echny ¢asové okamziky ¢. Zde A = \o/(co) a f = fo/(co).

Poznamka. Je-li proudéni nestlacitelné, tj. div ¥ = 0, pak

0(uvy) N O(uvz) 87uv uavl ou . 0vy
8:751 8@ N 81‘1 ! (‘)xl 8332 8902

= vU-Vu+udivi=17-Vu,

div(ut) =

takze rovnice (2) nabude tvaru

(?; —div(AVu) + 7 - Vu = f(x,1). (3)

3.2 Klasicka formulace okrajové tilohy pro Poissonovu
rovnici

Nejprve se budeme zabyvat procesem ustdleného, tj. staciondrniho vedeni tepla

charakterizovaného podminkami du/0t = 0, f(x,t) = f(x) a dale budeme predpokladat,

ze A = const > 0 a vektor toku @ = 0. Pak lze rovnici (3) vydélit konstantou A a
vznikne tato Potissonova rovnice

—Au = f(x) pro x € Q. (4)

Pro jednoznaé¢nost feSeni je nutno na hranici 9€) zadat okrajové podminky. Zabyvejme
se nejprve kombinaci Dirichletovy a homogenni Neumannovy okrajové podminky

0
u=gona I'p a 6—220 na I'y (5)

prOfDUfN:aQ, FDﬂFNZ(DaFD#@.

Resenim diferencidln{ rovnice (4) je funkce u = u(x), pro niz je rovnice (4)
splnéna ve viech bodech z Q. Protoze f € C(Q2), musi byt Au spojita funkce. Odtud
a z faktu, Zze Au obsahuje druhé parcidlni derivace plyne v € C?*(0). Klasickd
formulace problému (4), (5) je tedy tloha:

Pro dané funkce f € C(Q) a go € C*(I'p) najdéte funkci u € C%(Q) takovou,
ze jsou splnény rovnice (4) a okrajové podminky (5).
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3.3 Variacni formulace okrajové tulohy pro Poissonovu
rovnici

Varia¢ni nebo téz Galerkinovu ¢ slabou formulaci tlohy (4), (5) odvodime vyndsobenim
obou stran rovnice (4) tzv. testovaci funkci v s vlastnostmi

v=0 na I'p a veClQ) (6)

a jejich integraci ptes €2. Pomoci Greenovy formule pak obdrzime

0w 0%u
fudx = —/Auvdx: —/ ( + > vdx
Q/ ) ) ox? 03

B _/ ou +8u d+/ ou 8v+6u ov dx
N (91’1 " 81‘2 2 )vas 8901 83}1 8.%'2 61’2
on Q

- _ ggvds—i—/VU-Vvdx:/Vu-Vvdx,
o0 Q Q

nebot v =0 na I'p a Gu/d7 = 0 na I'y. Ziskali jsme identitu

/Vu-VUdX: /fvdx (7)
Q

Q

a tim jsme dokézali, ze klasické feseni u ulohy (4),(5) spliiuje i identitu (7) pro
kazdou funkci v s vlastnostmi (6). Naopak lze ukazat, ze funkce u € C%(Q), kterd
spliiuje (7) pro funkce v s vlastnostmi (6), vyhovuje i rovnici (4) a podmince
Ou/0i|r, = 0. Jestlize navic u = go na I'p, pak je u feSenim tulohy (4), (5).

Formulace (7) umoznuje podstatné zeslabit pozadavky na feSen{ u i na funkce
f, 902 (4), (5). Z definice funkénich prostori L2 (Q) a H! () plyne, ze leva piipadné
pravé strana identity (7) ma dobfe definovanou kone¢nou hodnotu, jestlize u,v €
H'(Q) pifpadné f,v € Lay(R). Mnozinu pripustnyjch feseni mizeme tedy definovat
jako

W ={we H (Q);w=gonaTp}

a mnoZzinu testovacich funkci jako
V={veH(Q):;v=0naTp}l.

Podminky w = gg naI'p av = 0 na I'p jsou korektné formulovény v dusledku Véty
o stopéch za slabého predpokladu gg € H/2 (T'p). Pak je variacni (Galerkinovou,
slabou) formulaci problému (4), (5) dloha:

Najdéte u € W tak, aby B(u,v) = L(v) Yv €V, (8)

kde
B(u,v):/Vu-Vvdx a L(v):/fvdx.
Q Q
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Vsimnéte si, ze v této formulaci se Neumannova okrajové podminka nevyskytuje.
Okrajové podminky s touto vlastnosti se nazyvaji prirozené. Naproti tomu Dirich-
letova podminka je v definici mnoziny piipustnych feseni W explicitné uvedena.
Takovéto okrajové podminky se nazyvaji podstatné.

Lze snadno ovéfit, ze pro libovolnd redlna ¢isla a1, ag, b1, by a funkce w1, usg, v, u, v1,v9 €
HY(Q) plati

B(ajuy + aguz,v) = a1B(uy,v)+ aeB(ug,v),
B(u, biv1 + bgvz) = blB(u, Ul) + bgB(u7 1)2), (9)
L(byvy + bove) = b1L(vy) + baL(v2).

Proto fikdme, ze funkciondl B je bilinedrni forma a L je linedrni forma.
Otazky a priklady k procviceni

1. Varia¢n{ formulaci dlohy (4), (5) odvod'te dosazenim vyjddien{ Au z rovnice
(4) do identity z Greenovy véty.

2. Ovérite bilinearitu a linearitu (9) funkcionalu B a L.

4 Diskretizace okrajové tilohy pro Poissonovu
rovnici metodou kone¢nych prvkia (MKP)

V této kapitole se seznamime s postupem vypoctu piiblizného feseni varia¢ni tilohy
(3.8) a tedy i priblizného feseni klasicky formulovaného problému.

4.1 Po castech linearni funkce

Predpokladejme, ze reguldarni oblast €2 je polygondini, tj. ze hranice 9€) je polygon
a pokryjme uzavér  triangulaci:

Definice. Mnozina 7 trojuhelniku (ty odpovidaji koneénym prvkum, ele-
mentum) se nazyva triangulace polygonélni oblasti Q, kdyz

a) UeeTezﬁa

b) libovolné dva ruzné trojihelniky z 7 jsou disjunktni nebo maji spoleény
vrchol nebo maji spole¢nou stranu.

Vrcholy trojuhelnika budeme nazyvat wuzly nebo vrcholy triangulace a budeme je
znadit symboly q, ..., q®™.

Funkeci, ktera je na kazdém elementu e € 7 linedrni, tj. tvaru axy + Bxs+ pro
a, 3,7 € R a globdlné, tj. na regularni oblasti €2 je spojita, budeme fikat po ¢édstech
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linedrni. Charakterizaci funkei linedrnich na trojihelnicich triangulace, které lezi
v prostoru H'(f2), poskytuje toto tvrzen:

Véta 1. Uvazme polygonalni reguldrni oblast §2, triangulaci 7 oblasti 2 a
funkci v, linearni na kazdém trojuhelniku z 7. Pak

v e HY(Q) prave kdyz v € C(9Q).

Kazda po c¢astech linearni funkce v je jednoznaéné urcéena svymi hodnotami
v; ve vrcholech @ pro i = 1,...,N. Jeji graf je nad kazdym elementem e € 7T
Casti roviny. Prostor vSech po ¢astech linearnich funkci budeme znacit 7. Funkce
ze Zp maji na kazdém elementu e € 7 konstantni parcidlni derivace; fikdme, ze
tyto derivace jsou po édstech konstantnd, obecné nejsou spojité na celé oblasti 2.
Kazdému vrcholu triangulace q® je prifazena funkce @; z Z) predpisem

0i(@?) =1 a ¢;(q¥)) =0 pro viechna j #i.

Libovolnou funkci v € Z, 1ze tedy zapsat ve tvaru

N
v(x) = Zvigo,;(x), kde v; = v(q™). (1)
i=1
Odtud plyne, ze dimenze prostoru Zj je N a funkce ¢1,...,pon tvori jeho bazi.

Vsimnéte si, ze bazové funkce ¢; jsou rovny nule na vSech elementech e, které
nemaji vrchol q(®.

4.2 Metoda konec¢nych prvki

Seznamime se s MKP pro aproximaci feseni dlohy (3.8) za predpokladu, ze gy = 0
a ze reguldrni oblast € je polygonalni. Pokryjme Q triangulaci 7 takovou, ze mezi
jejimi vrcholy jsou koncové body vsech tsecek tvoricich polygon 9€) a vSechny
koncové body ¢asti hranice I'p. Za ucelem zjednoduseni zapisu budeme vzdy vr-
choly ¢islovat tak, aby éisla 1,. .., M byla pfifazena vrcholiim, které nelezi na I'p
aM+1,...,N vrcholim z I'p.

Oznacme V}, prostor vSech po ¢astech linearnich funkci, které jsou nulové na
I'p. Diky znaceni (1) lze prostor Vj, charakterizovat takto:

M
Vi = {viv(x) =) vipi(x)}. (2)
=1

Tato charakterizace a (1) ukazujf, ze V}, je podprostorem v Zj,. Redenf tlohy (3.8)
budeme znacit u a nazyvat varia¢ni, slabé piipadné Galerkinovo feSeni.
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Piiblizné feseni U tlohy (3.8) budeme tedy hledat jako funkci ze Zj,, spliujici
okrajovou podminku U = 0 na I'p. Pak U € V}, a, oznacime-li U; = U(qY)), je
podle (2)

M
U(x) = Ujp;(x).
j=1

Funkci U nazveme priblizngm reSenim tlohy (3.8) metodou koneénych prvku, kdyz
B(U,v) = L(v) pro viechna v € V. (3)
Nekoneénd soustava rovnic (3) je ekvivalentni s rovnicemi
B(U,¢i) = L(p;) pro i=1,...,M. (4)

Skuteéné, protoze podminka (4) je dusledkem (3), staci ukazat, ze z (4) plyne (3):
Zvolme libovolnou funkci v € Vj,. Dle (2) je v = Zi‘il vip; a tedy, vzhledem k
bilinearité formy B, (4) a linearité formy L plati

M M
B(U,v) =Y vB(U,¢) = vL(p:) = L(v).
i=1 i=1

Poznamka 1. V roce 1915 zvetejnil rusky inzenyr Boris Galerkin ¢lének, v
némz prezentoval metodu feSeni okrajovych tloh pro parcidlni diferencidlni rovnice
(konkrétné deformacni variantu tlohy pruznosti) metodou, vyuzivajici nové formu-
lace, dnes znamé jako Galerkinova piipadné slabd formulace. Az do vzniku MKP
nebyl zndmy obecny postup, jak tuto formulaci diskretizovat. Diskretizace byly
navrhovany jen pro jednotlivé specidlni ptripady a, jak se ukazalo pozdéji, mat-
ice vyslednych systému linedrnich rovnic nebyly dobfe podminéné. MKP ptinesla
obecné konstrukce bazovych funkci a algoritmizaci tak, ze vysledny algoritmus
je snadno programovatelny na pocita¢ich a matice vyslednych systému linearnich
rovnic jsou idké a dobfe podminéné i pro velké pocty rovnic.

Nyni ukdzeme, ze funkce U je soustavami rovnic (3) nebo (4) jednoznacné
urcena. Najdeme maticovy zapis rovnic (3) a z néj vyplyne, Ze k urc¢eni hodnot U;
je tfeba Fesit systém linedrnich rovnic se symetrickou pozitivné definitni matici.

Dosadime-li do (3)

M M
U:ZUjQOj a ’U:Z%’@ia
j=1 i=1

dostaneme
M M M M
B(Uv) = B> Ui, vigi | =3 UswiB(p;, 0i)
i=1 i=1 i=1i=1
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M

M
= Z vin/Vgoj - Vipidx = Z v;k;;U; pro
i,j=1 Q t,j=1

k‘ij = B(QOj,QDi) = /V@j . Vgpidx = /chz . Vgojdx = kjiy
Q Q

M M M
L(v) = L (Z Ui‘Pi) = Zvi/f%'dx = ZFM pro
=1 g i=1

i

-1
F; = L(yi) :/f%'dx-
Q

Zavedme oznaceni K = (k:ij)%:l, U=1[U,....,U]7, % = [v1,...,om]", F =
[Fi,...,Fy]T. Pak B(U,v) =7 KU, L(v) = 7' F a tedy systém rovnic (3) se d4
maticové zapsat

7" (KU — F) =0 pro viechna @ e RM.
Tato podminka je splnéna tehdy a jen tehdy, kdyz
KU =F. (5)

K se nazyva matice tuhosti. Ukazali jsme, ze matice K je symetricka. Dale je fidka,
nebot k;; = 0 pro vSechny dvojice indext, pro néz q? a q\%) nejsou vrcholy téhoz
trojuhelnika z T a pasova. Déle je dobfe podminéna i pro velké pocty nezndmych. V
naSem pripadé Laplaceova operatoru je matice K i symetrickd pozitivné definitni,
nebot

7T KT = /w - Vudx = / [Vvl|3dx > 0
Q Q
pro vSechna v # 0. F se nazyvé vektor zatizent.

4.3 Algoritmizace
Vysvétlime algoritmus sestaveni systému rovnic (5).

1. Triangulace oblasti Q: Vrcholy triangulace oéislujme qV, ..., g™ tak, ze
qM+D . q™) jsou pravé viechny vrcholy na hranici Tp a trojihelnikové ele-
menty o¢islujme ey, ..., er. Triangulace je uréena dvéma ¢iselnymi soubory: Soubor
vrcholi je tvoren zdznamy

i (¢islo vrcholu), qg), qéi) (souradnice vrcholu q(i))

proi=1,...,N a soubor trojihelniku je tvofen zdznamy

i (¢fslo trojuihelnika), j, k, m (indexy vrcholi e; = q()q(k)q(™))
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prot=1,...,R.

2. Vipocet proku matice tuhosti: Prvky matice K nikdy nepocitame dosazenim
do vzorce

kij = /V(Pj -Vidx,
Q
ale tzv. kondenzaci, spocivajici v tom, ze integral

7 KU = B(U,v) = /VU - Vodx = Z/VU - Vodx
O EeTe

vypocitame jako soucet integralu fe VU - Vudx pres v8echny elementy e € 7.

2.1. Referencni element é: Pro element e = q(/)q(*)q(™) budeme piislusny in-
tegral pocitat transformaci na tzv. referencéni element é s vrcholy gV = (0,0), q® =
(1,0),4®) = (0,1) v kartézské soufadné soustavé s osami &, 7. Pro jednoduchost
oznacme vrcholy elementu e lokalné qV, q@ a q®. Transformace

(&n)eeée — x(&n) (&) =
x2(£7
n q(3) q(2)

>
Q/-\
i

Obrazek 5

zobrazuje referenéni element é vzdjemné jednoznaéné na element e tak, ze @ se
zobrazuje na q'¥) pro ¢ = 1,2, 3. Tuto transformaci lze zapsat i ve tvaru

x1(6,m) =30, QY)JYT(&U)
a(€,m) = 0, a8 NL(€,m)

pro ]\71(5,77) =1-&—n, Ng(f,n) =&, Ng(g,n) = 7. Vsimnéte si, ze linedrni

funkce N, mé ve vrcholu ") hodnotu 1 a ve zbyvajicich vrcholech elementu é mé
hodnotu 0 pro r = 1,2, 3. Viz Obr. 5.

Transformaci (6) pfrechézi funkce v € Vj, pro x € e na funkci

(& m) = v(x(&,m)) pro (§,n) €eé.
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Protoze (6) je linedrni transformace vzhledem ke £,1 a v je linedrni polynom v
x1,x2 na e, je 0(§,n) linedrni polynom v &, 7. Analogicky je transformace

U(¢n) =Ux(n)

linedrniho polynomu U(x) na e linedrnim polynomem v &, 7 na é. Tedy

3
Zvr (& m), Uinzz (7)
Veli¢iny Uy, Ua, Ug se nazyvaji stupné volnosti elementu.

2.2.1. Vypocet integrdlu fe VU - Vudx transformact na referencni element:
Budeme pouzivat tohoto piesnéjsiho znaceni operdtoru gradientu:

_ | 9/0n o _ | 9/0¢
V= {a/am} B V= [a/an '
Transformaci (6) proménnych (z1,z2) na (§,7n) vznikne

. . q§2) _ q%l) (3) q§1)
/VU - Vv dx = |det Je| / VU - Vv dEd'fl a Je = (2) B (1) (3) (1)
A qs 4o — 4

je Jacobiova matice transformace (6). Plati:

oo | v2— oo | U =Us
dom[ 2] 4 voa B8], .
~ -1 . “ -1 . .
W:(JJ) Vi a VU:(JJ) v (9)

Tvrzeni (8) vznikne vypoétem parcidlnich derivaci vyjadieni (7) a tvrzeni (9)
vznikne timto uzitim fetézového pravidla:

o[ g ] [ e e® - o) + ax s — i) | e
Vo= = ®) _ v @ _ o) [ =% Ve
( (&m)) 371(611 — )+ Iy (QQ —qy ")

a tedy Vo = (JeT)_ Vo. VU = (JJ)_1 VU lze ovéiit zéménou U za v v predchozi

uvaze. Pak
/VU-de = /Vv-Vde: |det Je\/(VAv)TVAUdgdn

€ €

= |det Je|/(@ﬁ)TJe_1(JJ)_1@Ud§dn

. Uy — U
= §|detJe|[v2—v1, v —vi]Jo ()T [Uz—Ui]
Ur
= [or, v, 03K | Uy | = (5)" K°U*
Us
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pro symetrickou lokdIni matici tuhosti K¢ elementu e s prvky
e __ e e e __ e e __ e
kfy = a3+ a3 ki = —aj ks = —a5
e __ e e e __ e
ko = a5+ af k53 = —af
e __ e e
k3s = af + a5

Zde
ai = 2|delue| :(qgl) — (@ — a?) + (8" - &) (e - qg’)):
5 = gy 07 —a)al” = a4 @ — o)l — ")
%G = g delt 7 :(Qf’) — )@ - a?) + @ - a5 e - q§2)):

adet J, = (¢ — ") (@ — ¢y = (@ — ¢y = ¢i).

2.2.2. Primy vjpocet integrdlu [, VU - Vudx pro e = q(q?q®): Nejprve si
v§imnéme, ze plocha pl(e) elementu e je

1
pl(e) = /dx = |detJ,| / dédn = §|detJe|

e
a pro i = 1,2,3 ozna¢me N;(x) funkei, linedrni na e, uréenou predpisem
Ni(@®) =1 a Ni(q¥)) = 0= Ni(q™®).
Pak je prox € e
U(x) = (U N1 + UaNa + UsN3) (x), v(x) = (v1N1 + v2Na + v3N3) (x)

Uy
Uy |.
Us

a tedy
VU -Vvdx =37, 37 wU; [ VN; - VN; dx

VN;-VN; VN;-VNy VN;- VN3
VN2 -VN; VN3-VNy VN;3-VN3
VN3-VN; VN3:-VNy VN3:-VN3

= %|detJe|[U1, V2, Ug]

Vipocet V.IN; - VNj:
z

I

Obréazek 6
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Uzijeme-li znaceni z Obr. 6, pak

1 1 1 |q(j)q(k)|
1(e) = =|detJ| = =|qPq®|Vi atedy |[VN;|=—=""—.
pl(e) = gldetJe| = Sla”'q M |V; atedy [V V. = et

Potom pro i = 1,2, 3 plati

1 qWg®p?
2
VNG VNG = VN = 92 = e

(2

a pro libovolnd i # j je cos(VN;, VN;) = cos(q(j)q(k), q(k)q(i)), takze

VNi . VNj = |VN1’|VN]‘ COS(VNi, VNJ)
Dag®)|  |q*k gl — =
\Tdesje‘ | \c‘lde&’\ cos(qPq®, gM g
1 — —

- DgF) . gk g@®
(ot 47aY -ata

Odvozeni lokalni matice tuhosti pfimou metodou poskytuje ndzornou piedstavu o
hodnotéch prvku lokalni matice tuhosti K€. Odvozeni transformaci na referenéni
element je standardni metoda pro urceni lokdlnich matic tuhosti pro vSechny typy
kone¢nych prvku.

Vratme se ke globalnimu znaceni veli¢in piislusnych danym elementum:

M
B(Uwv) = §TKU =Y vikinUn (10)
i,n=1
= Z( KeUe—Z Z vk
eeT e€T r,s=j,k,m

Jestlize néktery vrchol, napiiklad V), lezi na hranici I'p, pak v; = 0 = Uj.
Z formule (10) plyne, Ze globalni{ matice tuhosti K typu (M, M) se sestavi z
lokdlnich matic tuhosti takto: Nejprve na mista vSech prvku matice K vlozime
nuly. Pak postupné prochiazime vsechny elementy z 7 a pro kazdy element e s
vrcholy g, q*), g™ vypoéteme prvky ks, r, s = j,k, m matice K¢ a pficteme je
k hodnoté prvku matice K s indexy (r,s), pokud zadny z vrcholi q™), q(*) nelezi
na I'p, tj. pokud 1 <r < M a1l < s < M. Po projiti viech elementu z 7 budou
hodnoty vSech prvka matice K korektni.

3. Vypocet slozek vektoru praviych stram: Slozky vektoru pravych stran F se
pocitaji soucasné s vypoctem prvka matice K kondenzaci. Vychozi formuli odvodime

takto:
/fvdx— Z/fvdx

e€T &
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Integral fe fvdx vypoéteme pfiblizné pomoci jednoduché kvadraturni formule pro
integraci pres trojuhelnik e

[ o) dx = P01 + 2+ 90 (1)

e

kde g1, g2, g3 jsou hodnoty funkce g(x) ve vrcholech e. Chyba této numerické inte-
grace fadové nezhorsi chybu MKP.

Uzijeme-li formule (11) a polozime-li pl(e) = |det J.|/2, dostaneme

fi
1 J .
Ly(v) = 8 g |det Je| [vj, vk, vm] | fx |, kde fr = f(q(r)) pro r = j,k,m.
e€T fm

Zde Lp(v) je ptibliznd hodnota pravé strany L(v), takze pfiblizné feseni U neni
fesenim rovnic (3), ale rovnic B(U,v) = Ly(v) pro vSechna v € V},. Piislusny vektor
F svlastnost{ 7 F = Ly (v) sestavujeme takto: Nejprve vektor F obsadime nulami.
Zabyvéme-li se v procesu kondenzace elementem e o vrcholech q pror = 7, k,m,
pfi¢teme pro r = j, k, m ke slozce F, ¢islo |det J.|f,/6, pokud r € {1,...,M}.

Pozniamka 1. a) Refenfm systému rovnic (5) ziskdme po ¢astech linedrni
aproximaci presného feseni okrajové tlohy (3.4), (3.5) pro go = 0, kterd je urcena
hodnotami Uy, ..., Ux v uzlech q, ..., q®)

b) Gradient piiblizného feseni ma na kazdém elementu e = q(/)q*)q(™) kon-
stantni hodnotu. Dosazenim do druhého tvrzeni z (9) vznikne

i)
qYC) _ qgj)

gy" — g
q§J) _ q§7n)
Velmi casto je tfeba pocitat hodnoty gradientu ptiblizného feseni U v uzlech tri-
angulace. Kazdy uzel q je vrcholem nékolika elementti a na kazdém je aproximace
gradientu obecné jiny konstantni vektor. Rutinné se nejcastéji pocita aproximace
gradientu ve vrcholu q jako aritmeticky primér konstantnich aproximaci gradientu
presného feSeni na vSech elementech s vrcholem q.
¢) Tam, kde jsou druhé parcidlni derivace hledaného teseni ptilis velké, je aprox-
imace po ¢éastech linedrnimi elementy velmi nepfesnd, nezvolime-li zde triangulaci
dostatecné jemnou. V poslednich letech jsou intenzivné vyvijeny adaptivni algo-
ritmy, které tlohy (3.4), (3.5) fesi v celé oblasti s chybou, mensi, nez predem
dané malé kladné cislo €. Po kazdém pfiblizném vyfeseni lohy (3.4), (3.5) jsou
nalezeny podoblasti, na nichz je lokalni chyba vétsi, nez €. V téchto podoblastech
se triangulace zjemni a tloha se fesi znovu. Tento krok se opakuje tak dlouho, az
je pozadované presnosti dosazeno na vSech elementech triangulace.
d) Pfesnost vypoctené aproximace zavisi také na tom, zda elementy pouzité
triangulace nemaji zadné vnitini tthly ptilis malé.

VU = (det J,)* {(Uk —Uj) + (U — Uy)

Otazky a priklady k procviceni
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1. Je dén element e s vrcholy q) = (0;0), q®® = (0;0,9), q©® = (0,3;0,5).

a) Urcete transformaci referenc¢niho elementu é na e, jeji Jacobiovu matici
a plo$ny obsah elementu e.

b) Vypoctéte lokdlni matici tuhosti elementu e pro feSeni okrajové tlohy
pro Poissonovu rovnici (3.4) transformaci na referenéni element i pfimym
vypoctem.

2. Na rovnobéznikové oblasti €2 uvazte triangulaci z Obr. 7. Za predpokladu, ze
Dirichletova podminka je ddna na jeji levé Sikmé a horni vodorovné strané
najdéte ¢islovani vrcholu, pro néz je sitka pasu prislusné matice tuhosti K a)
nejmensi a b) nejvétsi. V obou piipadech matici K schematicky zndzornéte
a vyskyty nenulovych prvka v ni vyznacte.

Obrazek 7. Triangulace rovnobéznikové oblasti

5 Minimizac¢ni formulace dlohy (3.4), (3.5)

Vedle Galerkinovy formulace (3.8) je populdrni i tzv. minimizacni formulace ilohy
(3.4), (3.5). Opét se omezime na piipad go = 0: Hleddme funkci u spliaujici okra-
jovou podminku v = 0 na I'p, kterd ddva minimum funkcionalu

@(v):;B(v,v)—L(v):/[;HVvHQ—fv} dx
Q

na prostoru V, tj.

ueV: ®(u)= E]Iél‘r/l d(v) (1)

Ukazeme, ze varia¢ni formulace (3.8) a minimiza¢ni formulace (1) maji stejné
feseni (tedy feSeni minimiza¢niho problému spliuje i podminku Ou/d7i|r, = 0).
Predpokladejme nejdiive, ze u je FeSenim problému (3.8) s gg = 0. Zvolme v € V
a polozme w = v — u, takze w € V a v = u + w. Plati

Pv) = Plutw)= %B(u+w,u+w) — L(u+ w)
- %B(u, w) — L(u) + Blu,w) — L(w) + %B(w, w)

— B(u)+ %B(w,w) > B(u),
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nebot B(u,w) = L(w) a B(w,w) > 0. Tedy u je fesenim problému (1). Obrdcené
predpoklddejme, Ze u je FeSenim problému (1). Potom pro kazdé v € V a kazdé
realné ¢islo e plati

O(u) < Bu+ cv)

a tedy diferencovatelnd funkce

96) = B(ute) = L Bluw)

+ eBlu,v) + %83(@, v) = L) — eL(v)

mé minimum pro € = 0 a tudiz ¢’(0) = 0. Avsak ¢'(0) = B(u,v) — L(v) a vidime,
ze u je feSenim problému (3.8).

Pozndmka 2. a) Minimizacni formulace je méné obecnd, nez varia¢ni. Ex-
istuje jen pro okrajové problémy, v nichz odpovidajici funkcional B(u,v) je V-
elipticky (je to jisty druh pozitivni definitnosti) a symetricky, tj. plati B(u,v) =
B(v,u) pro vSechna u,v € V. Mnohé dulezité diferencidlni rovnice nevytvari sy-
metricky funkciondl B(u,v). Je-li viak B(u,v) V-elipticky, varia¢ni formulace ex-
istuje. Varia¢ni formulace existuje i pro nestaciondrni tlohy, pro néz minimiza¢ni
formulace neexistuje.

b) Z minimizaéni formulace vychédzi pfibliznd metoda pro feSeni okrajovych
uloh, tzv. Ritzova metoda (Walter Ritz, 1909). Je starsi, nez metoda Galerkinova
a, jak bylo uvedeno, je méné obecné. V piipadé dlohy (3.4), (3.5) s go = 0 spoc¢iva
v tom, ze se opét zvoli iplna posloupnost bazovych funkei {¢;}5°; spliujicich ho-
mogenni Dirichletovu podminku (; = 0 na I'p, pfiblizné feSeni se hleda ve tvaru
up = y iy ¢iG; a koeficienty ¢; se uréi z podminky

n
O (uy,) = O(}nir}x i) < g aig) .
yertn i:l

Tento Ritzuv piistup je mozny i v MKP. Je-li v € V3, je v tdloze (3.4), (3.5),
g0=70

a tloha najit mingcpum [%UTK ¥ — " F'| znamen4 fesit rovnice KU = F.

Vzhledem k véts{ obecnosti se v dalsim textu omezime jen na Galerkintuv
pristup, stejné jako je tomu v drtivé vétsiné monografii o MKP. V mechanice
se varia¢ni (Galerkinuv) pfistup nazyva princip virtudlnich posunuti ¢i virtudlnich
praci, zatimco Ritzuv piistup odpovidé principu minima potencidlni energie.
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6 Obecna stacionarni elipticka loha

Predmétem této kapitoly je aproximace reSeni dalekosdhlého zobecnéni modelové
ulohy (3.8) metodou koneénych prvku. Budeme se zabyvat fesenim okrajové tlohy
sestavajici z parcidlni diferencidlni rovnice

—div(A\Vu) + wu = f (1)

na libovolné regularni oblasti 2 a okrajovych podminek

u-gonaFDa)\a_,—i—ocu—glnaFN (2)
za predpokladu, ze I'p # 0,
A(X) > Amin > 0, w(x)>0naQ, a(x)>0naly. (3)

Klasickd formulace této okrajové tilohy je tedy tlohou najit funkci u € C2?(Q),
kterd spliiuje rovnici (1) a okrajové podminky a dale A € CY(Q), f,w € C(Q)
splituj{ podminky (3) a go € C*(I'p), a, g1 € C(I'n).

Odvozend variacni formulace: Uvazme libovolnou testovact funkci v, tj. vlp, =
0 av € CYQ), a vyndsobme obé strany rovnice (1) funkef v:

0 ou 0 ou
/fvdx / [_&B <)\&E> — ay ()\ay) +wu} vdx
Q Q
ou ou
= / <—/\8xvn1 — Aayvnz> ds
onN

n /)\ 8u(9v+8u8v n dx
Oxdr Oy dy W

= /)\vds + / (AVu - Vv + wuw) dx

= /(au — g1)vds + / (AVu - Vv + wuv) dx
Ty Q

Tato identita je ekvivalentni s rovnici

B(u,v) = L(v) (4)
pro
B(u,v) = (AVu - Vv +wuv)dx + | auvds
/ /
L(v) = fvdx+ | givds
[7=]
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Identita (4) m4 smysl pro viechny funkce u,v € H'(Q) a pro véechna \,w € Ly(2),
go € HY2(I'p) a a, g1 € Lo(T'y). Oznacime

V={ve H(Q);v=0 na Tp} a
W ={weH' (Q);w=go na I'p}.

V' nazveme mmnoZina testovacich funkci a W mmnoZina pripustnych reseni. Pak
variacni formulace je tato tloha:

Najdéte ptipustné feSeni u € W takové, ze

B(u,v) = L(v) pro viechna v € V. (5)

6.1 Diskretizace variacni formulace (5)

Protoze 2 je libovolna reguldarni oblast, nemusi byt hranice 92 polygon. Proto,
abychom mohli pouzit stejného procesu diskretizace jako v kapitole 4, nahradime
hranici 092 polygonem 02 tak, aby aproximace 0, hranice 0 byla sjedno-
cenim aproximace I'pj hranice I'p a aproximace I'y, hranice I'y. Oblast €y,
uréenou hranici 0§, potom pokryjeme triangulaci 7 tak, aby vSechny vrcholy
trojihelniki, lezici na hranici 92}, leZely soucasné na hranici 92 a oznacime g 4,
po ¢astech linedrni interpolant funkce go v uzlech z I'p 5.

Oznac¢ime Zjy, prostor po ¢astech linedrnich funkci na €2, a polozime

Vi, = {UEZh;UZOIla FD,h}
Wy, = {UEZh;U:g(Lh na FD,h}

V diskretizaci varia¢ni formulace budeme tedy hledat po ¢astech linedrni funkci
U(x) ve tvaru U = Z;VZI Ujp;i(x), pficemz zachovdme vyznam poctu

N pocet viech vrcholu triangulace,
M pocet vrcholu triangulace, nelezicich na uzavéru I'p,
R pocet trojuhelnika triangulace
z kapitoly 4. Potom podminka U € W}, je ekvivalentni s podminkou U € Z; a
U; = go(q¥)) pro j=M+1,....N (6)
Nyni budeme diskretizovat funkciondly B(u,v) a L(v). Volit

Bp(U,v) = /)\VU'Vvdx+/vadx+ / aUwvds
Qp Qp, FN,h

Ly(v) = S{fvdx+/glvds

I'non
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nestaci. Integrandy obsahuji proménné koeficienty A, w,« a funkce f,g;. Aby al-
goritmus byl skuteéné obecny, chapeme vSechny integraly pies €2; jako soucet in-
tegrall pres vsechny elementy a integraly pies elementy poc¢itame priblizné kvadraturni
formuli (4.11). Integraly pfes I'yj pocitame jako soucet integrali pfes vSechny
hrany I'y j, pfiblizné jednoduchou lichobéznikovou formuli. Po¢itdme-li tedy [ Gds

q

ptes stranu ¢ = q(/)q(*), dostaneme pouzitim transformace

a1 =a1(t) = ¢ + (@ — ¢t w0 = 20(t) = ¢ + (& — )¢, te(0,1)

1
/ Gds = / Gl (t), za(t))\ /2P (t) + 2F(t)dt = ¢ (G5 + Gy)

0
1 k j k j
Gk = 5\/@)—qgj))2+(Q§)—qg))2

Vysledné funkciondly oznacime By (U,v) a Lp(v). Uzijeme-li znaceni I¢(G) =
pl(e)/3(Gj + G + Gn) a 19(G) = ¢ (G + Gi), vznikne

By(Uyv) = Y I°AVU-Vo+wUv)+ »  IalUv)

eeT 9€l'N R
Lp(v) = Y I(fo)+ > I(giv)
EET qGFN,h

a priblizné feseni U je ur¢eno podminkou
By (U,v) = Lj(v) pro viechna v € Vj,. (7)

Abychom vyjadiili (7) v maticovém tvaru, upravme nejdiive I¢ (AVU - V). Uvazime-
li, ze VU a Vv jsou na e konstantni, dostaneme ¢ (AVU - Vv)

_ %p](e) (VU - V0) [ + Ak + Al

= \pl(e)VU - Vo = /\e/VU - Vudx = \(°) T K°U°,

kde A\® = (A\j + Ap + Ap,)/3 a K€ je matice tuhosti elementu e uvedend v odstavci
4.3. Déle

det J,
If(wOv) = ]eGJ\ Z w0, Uy
r=j,k,m
0 0 U,
det J, i J
— |66 |[vj,vk,vm] 0 wr, O Uy

0 0 wnp Un

a; 0
Iq(OéU'U) = qjk Z o Up = qjk[vjvvk] |: ‘ :|
r=j,k
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Vyslednad matice tuhosti K a vektor pravych stran F odpovidajici funkciondlu
B, (U,v) a pravé strané Ly (v) se sestavuji takto: Matice K a vektor F' se obsadi
nulami. Pak postupné prochazime vSechny elementy z 7 a hrany z I'y .

Uvazme element e s vrcholy g, q®), q™). Pro libovolny index r € {j, k,m}
postupujeme takto:

1. Jestlize q(") € TDJ“ nedéldme nic.

2. Jestlize (™) ¢ T'p 1, pak ke slozce F, vektoru F pricteme |det Je|f,/6 a pro
indexy s = j, k, m postupujeme takto:

2.1. Jestlize q®) € Tp 1, pak Us = go(q'®) dle formulace (6) a tedy

AkE v, Uy = XkE 0,.90(q)).

Prvek )\ek‘ﬁsgo(q(s)) nepatii do matice K, ale odecte se od slozky F;. vektoru F.
(Tato situace nevznikala v problému (3.8), nebot tam gy = 0 na I'p.)

2.2. Jestlize () ¢ fD,h, pak k prvku K, pricteme \°kf, a v piipadé, ze s =r
pricteme ke K., jesté ¢islo | det J.|w, /6.

Uvazme hranu ¢ s vrcholy q), q®): Jestlize q¥) ¢ fD,h, pak cislo gjra;
pficteme ke Kj; a podobné pro q® ¢ fD,h pficteme g;rop ke Kjy. Jestlize
q € I'np, pak cislo gjrg1; pricteme k F; kdyz j < M a gjrg1, pricteme k Fj
kdyz k < M.

Pro takto sestavenou matici K a vektor F' opét plati identita 71 K U=dF
pro véechna @ € RM pravé tehdy, kdyz KU = F. Matice K je opét symetrickd a
na zékladé predpokladu (3) se snadno vidi, ze

7TKv > Amin/HVvHde.

Qp

Tedy matice K je pozitivné definitni.

7 Nestacionarni tloha vedeni tepla

Nyni se budeme zabyvat pfibliznym Fesenim nestacionarniho (¢asové zavislého)
zobecnéni tulohy (6.1) - (6.3). Pfedpokldadame tedy, ze neznamd funkce u a dand
funkce f zavisi nejen na prostorovych proménnych x = (z1,z3), ale i na casu ¢.
Budeme opét uvazovat okrajové podminky (6.2) a materidlové podminky (6.3).
V tomto piipadé je vsak podminky (6.2), (6.3) nutno doplnit o tzv. poc¢atecéni
podminku, urcujici hodnoty hledané funkce u na za¢atku procesu. Jestlize proces
probihd v ¢asovém intervalu (0,7"), vznikne tato nestaciondrni wiloha vedent tepla:

?; —div (AVu) + wu = f pro vechna x € Q, t € (0,7) (1)
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s okrajovymi podminkamsi

0
u=gonalp a /\8—%+au:gl na I'y pro véechna t € (0,7) (2)
i

a s poédtecéni podminkou
u(x,0) = u9(x) pro viechna x € Q. (3)

Dale predpoklddédme platnost materidglovych podminek (6.3).

Variaéni formulace: Pro kazdé t € (0,7) vyndsobime obé strany (1) testovaci
funkei v € V', kde

V={ve H(Q);v=0naTp} a W={we H (Q);w=gonalp},

integrujeme pfes 2 a uzijeme Greenovy formule. Oznacime-li skaldrni soucin

Uy%=/f&m&Mxpm.ﬂgehﬁm
Q

vznikne tloha najit funkei u(x,t) takovou, ze v kazdém case t € (0,7)
ou
u=u(x,t) € W, 507 + B(u,v) = L(v) Yv eV (4)

a u(x,0) =u®(x) v Q.
Zde jsou B(u,v) a L(v) pro kazdé t € (0,T) definovana jako v (6.4).

Diskretizace v prostoru: Ulohu (4) budeme diskretizovat v prostorovych soutradnicich
stejné jako ve staciondrnim piipadé. Nyni jsou vSak hodnoty pfiblizného feSeni
U e W, v uzlech qU) € Q) — Tp zévislé na casu, tj. U; = Uj(t) pro vsechna
t € (0,7). To nic neméni na tom, ze funkciondly B(u,v) a L(v) budeme aproximo-
vat vyrazy By (U,v) a Lj(v), uvedenymi v (6.7). V (4) je v8ak navic ¢len (Ou/0t, v).
Ten budeme aproximovat vyrazem

Tyto integraly bychom mohli poc¢itat piresné, ale i zde uzijeme numerické integrace.
Pritom se presnost nezmensi a tzv. matice hmotnosti bude velmi jednoduché, totiz
diagondlni. Protoze

M
= > Uyt )
j=1
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tetka nad U zna&f derivaci dle ¢asu t, dostaneme pro element e = q(/)q(F)q(m)
ou 1 .
e (é)tv> = gldetdl Y- v
r=j,k,m

Koneénym vysledkem tedy bude
ou ou - . _
— =Y I*(—v)=0'"H = [U,... T

Diagonélni matice hmotnosti H vznikne takto: Diagondlu [hy,...,hy]' matice
H obsadime nulami a pak prochazime vSechny elementy. Piispévek elementu e
vznikne tak, ze pficteme |det J.|/6 k prvku h, pro kazdy vrchol q(") elementu
e, ktery nelezi na I'p j. Je zfejmé, ze vyslednd matice H md v hlavni diagondle
vesmés kladné prvky. Vysledkem tohoto procesu kondenzace je linearni soustava

]T

HU + KU = F(t) (5)

M ODR 1. fadu pro neznamé funkce Uy (t), ..., Ups(t). Poc¢ateéni podminky ziskame
diskretizaci podminky u(x,0) = u(? (x) jednoduse tak, ze polozime

0 (0) = 0O, (6)
kde U](O) — u(o)(q(])) pI‘O ] = 1, .. .,M-

Rovnice (5), (6) tvofi pocatecni tlohu pro soustavu ODR 1. fadu, kterd splauje
Lipschitzovu podminku a je tedy jednoznac¢né fesitelna. Tento problém lze fesit
pouze numericky. Standardné se pouzivaji metody Eulerova, implicitni Eulerova
a Crank-Nicolsonova. Interval (0,7) rozdélime uzly to = 0 < t; < ... < tp =
T, polozime 0t, = t, —tp,—1 pro n = 1,...,P a misto vektoru (j(t) funkei
UL(t), ..., Un(t) hleddme soustavu vektori U™ = U(t,) = [Ui(tn), .., Uni(tn)]"
pron = 0,..., P. Samoziejmé, ze vektor v je dan pocédteéni podminkou (6) a
vektory U(l), ceey UP) vypocitame jednou z nize uvedenych numerickych metod

a) - c):

a) Eulerova metoda:
H ((j(") - [7("_1)> /Ot + KUY = F=1) pro p=1,...,P.

Uvédomime-li si, Ze matice inverzni k diagonalni matici H je H~!' = diag (hl_l, ey hﬁ),
pak tato explicitni metoda pocita vektor hodnot

oW =00 45t H- KUY 4 6t, H L F=L),
b) Implicitni Eulerova metoda:

1% (ﬁm) _ [j(nfl)) /oty + KU™ = F™ pro n=1,...,P,

43



takze vypocet vektoru piibliznych hodnot vm spoc¢iva v feseni systému linearnich
rovnic

(H + 6t, K\U™ = HU™ Y + 6t, F™.
Matice soustavy H + dt, K je symetrickd pozitivné definitni.

¢) Crank-Nicolsonovo schema:

H (zﬂn) - z7<n—1>) /6t + % K (ﬁ(n—l) n ﬁ(n)) _ % ( 1) ﬁ(n))

pron =1,..., P, takZe vypocet vektoru piibliznych hodnot U spociva v feSeni
systému linearnich rovnic

(H + &2”K> UM = <H - ?K) gr-b 4 %" (ﬁ(”—” + ﬁ(">) .

Zde je opét matice soustavy H + 0t, /2K symetrickd pozitivné definitni. Vime,
ze Crank-Nicolsonova metoda je fadu 2, zatimco metody a) a b) jsou fadu 1, tj.
podstatné méné presné. Metoda a) méd vyhodu v tom, Ze pfi vypoctu vektoru U
se nefesi systém rovnic. Je vSak konvergentni jen za ptredpokladu, ze §t, < 2/pu,
kde p je maximélni vlastn{ ¢islo matice H “12K 1Y% Tato podminka je zpravidla
splnéna jen pro velmi malé kroky dt,,. Navic nalezeni ¢isla u je velmi slozité. Proto
se Eulerova metoda v této situaci prakticky nepouziva.

Pouzivaji se tedy metoda b) a podstatné presnéjsi metoda c). Velmi ¢asto jsou
pocatecni podminky (v ¢ase t = 0) v rozporu s okrajovymi podminkami pfipadné
jsou v rozporu s tim, jak vypada feseni dané PDR. Pak je derivace du/0t velka a
v takovych situacich je vyhodné pouzivat malych ¢asovych kroku dt,, a implicitni
Fulerovy metody, ktera je stabilnéjsi, nez Crank-Nicolsonovo schema. Tedy na
zaCétku procesu se voli ¢asové kroky malé a metoda b), postupné se ¢asové kroky
zvétsuji a v jistém okamziku se prejde na metodu c).

8 Nestacionarni tloha konvekce-difuze
Seznamime se s metodou pro aproximaci feSeni nestacionarni rovinné ulohy konvekce-

difize pro nestlacitelné proudéni, vyuzivajici kombinace metody charakteristik s
MKP. Jde o ilohu

Ou/ot —div(A\Vu) +7-Vu=f v Qx(0,T) (1)
ulr, = go, (AOu/oni+ au)|r, =¢g1 pro te (0,T) (2)
u(x,0) =u’(x) v Q (3)

Predpoklady:
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a) Oblast Q je reguldrni, ¢asti I'p, I'y hranice 0f) se v ase neméni a v kazdém
okamziku t € (0,T) lezi vSechny body hranice 02, jimiz latka vtékd do Q, v
I'p.

b) Funkce f i slozky vy, vy vektorové funkce @ lezi v C'(Q) a go € C(T'p),
a,g1 € C(Ty) proviechnat € (0,T)aa = a(x) > 0a X = A(X) > Anin > 0.

V této klasické formulaci jsou pouzity standardni Fulerovy souradnice v tom
smyslu, ze prostorové soutadnice x1, 9 a ¢asova souradnice ¢ jsou vzdjemné nezdvislé.
Formulaci ulohy zjednodusime obratem, typickym pro metodu charakteristik, vyuzivajicim
Lagrangeovych souradnic: Prostorové soutradnice z1(t),z2(t) bodu x(t) udavaji
polohu v ¢ase t té Cdstice latky proudici rychlosti ¢, kterd se v daném case tg

(0) (0))

nachézi v daném bodé x(0) = (xl , x5 ). Tedy soutadnice z1(t), z2(t) jsou feSenim
pocatecni ulohy
0
24 (1) = vi(x(1), @1(t) = 7} n
)

wh(t) = va(x(t) "

, wa(to) =y
Tyto Lagrangeovy souiradnice je misto x(t) presnéjsi oznacovat X (X(O), to; t). Uzitim
téchto soutadnic obdrzime

ou Gu(x(t),t) ou(x(t),t) ou(x(t),t) du(x(t),t)
a TUVeE Ty ey, i gy, =y
a tedy rovnice (1) nabude tvaru
WD) iy (Wu(x(t). 1)) = Fx(0).) (5)

Odvozeni variacni formulace: Pro v € CY(Q), v|r,, = 0 plyne z (5) a (2) uzitim
Greenovych formulf pro vsechna t € (0,7):

() 12 68) () - o
< > /)\vds+/)\Vu~Vvdx = (f,v)

<Cj;;,v>+/(au—gl)vds+/>\Vu-Vvdx = (f,v).
Q

N
Polozime-li V = {v € H'(Q);v[r, =0} a
W ={w(x(t),t);w € HI(Q), wlr, =go Vt € (0,T)},

pak variacni formulace zni: Najdéte u € W tak, aby u(x,0) = v(9(x) v Q a

<‘Cl;; >+B(u v)=Lv)YveVaVte (0,T). (6)
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Zde
B(u,v) /)\Vu Vvdx+/auvds a

'y

L(v):/fvdx+/g1vds

Q T

jsou funkcemi proménné ¢ € (0,7).

Casovd diskretizace: Za tcelem Gasové diskretizace zvolime celé kladné ¢éislo
P a casovy krok 6t = T/P. Pak oznacime t; = i6t a G (x) = G(x,t;) pro
kazdou funkci G = G(x,t) a pro i = 0,..., P. Pro ¢asovou diskretizaci uzijeme
implicitni Eulerovy metody: Protoze funkce u(®)(x) = u(x,0) je ddna pocatecni
podminkou (3), funkei u(*Y(x) aproximujeme postupné pro i = 0,...,P — 1
pribliznym feSenim okrajové tilohy

u(z’+1)(x) — @ (X(i) (x)) i _
< St ’“> + BV, v) = L(v)

pro t = t;;1 a pro X (x) = X (x,t;,1;t;). Tato tiloha je ekvivalentni s tilohou

&/ (ZH)de—i—B( (H—l)’,u) = L(v) +&/u(’)(X(Z)(X))vdX (7)
Q Q
pro ¢t = t;41.

Prostorovd diskretizace: Stejné jako v odstavei 6.1 nahradime hranici 0€2 reguldrni
oblasti € polygonem €2y, ohranicujicim polygonalni oblast €2, kterou pokryjeme

triangulaci 7 a postupné proi = 0, ..., P—1 nahradime dlohu (7) diskrétni dlohou:
Polozime

- T

7o — [U(O) (q(1)> ,.”7u(0) (q(M)>]
a postupné pro ¢ =0,..., P — 1 ur¢ime vektor U+ fegenfm systému rovnic

KO+ = Fe+D).
kde matice tuhosti K a vektor zatizeni EF(+1)
této diskretizace ulohy (7):

vzniknou procesem kondenzace z

e 1 i+1 i+1 i+1 —
dor <&U< o4 AVUY vy )+ Y 19U D) =

e€T g€l N n

—Zle <f(”1v+ —U! )(X()(x))v>+ Z I9(g1v).

eeT q€l'N,n
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Poznamka. Jestlize x € e = W, pak

e(17) ( x(0) _plle), UEZ;(XEZ;@(%))
IF(UM(X"(x))v) = 3 [vj, vk, o] | U(XY (™))
U (X®(qm))

apror = j,k,m, q" = (¢\”,¢5") je XD (qM) = X (a, tit1;t:) bod (w1 (t:), w2(t))
hodnot Feseni z1(t), x2(t) poc¢atecni tlohy

! = t ) — q(,r)
/ ro t € (&, , xl( i+l T 8
z(t) = va(m (), z2(t)) P (i tit1) za(tis1) = g5 )

9 Dalsi typy koneénych elementu

V kapitolach 4, 6, 7 a 8 jsme pracovali s linedrnimi Lagrangeovymi trojihelnikovymi
elementy e,

- piifazenymi danému trojihelniku e = q(Nq®q®)

- s lokdlnim prostorem zizeni linedrnich polynomu p(x) = ag + a1z + agxs
na e a

- s parametry (stupni volnosti) p1 = p(q), p2 = p(q'?), ps = p(q¥), které
jednoznaéné urcuji polynom p z lokalniho prostoru.

Prirozenym ”rozsitenim” jsou kvadratické Lagrangeovy trojuhelnikové elementy
e, urcené

- trojihelnikem e = q(q@q®),

- lokdlnim prostorem ziuzeni kvadratickych polynomu p(x) = ap+a1x1+asza+
agac% + aqxr170 + a5:v% na e a

- parametry (stupné volnosti) p; = p(q(i)) proi=1,...,6, kde q¥,q®, q®
jsou postupné stiedy stran q(Vq®, q@q) a q3qM).

Uké4zeme, Ze Sesti hodnotami pi, ..., pg v uzlech g, ..., q® je kvadraticky
polynom urcen jednoznaéné. Protoze transformaci (4.6):
1 2 1 3 1
m=n&n) =g + (o — ") e+ (¢ — otV )7

zg = x2(&,m) = qél) + q§2) - qél) £+ q§3) - qél) n

prejde kvadraticky polynom proménnych x1, x2 na kvadraticky polynom proménnych
&,m a naopak, stacéi toto tvrzeni dokazat pro referenéni element € v roviné &, 7.

47



Uzly ¢V = (0,0), §® = (1,0), ¢® = (0,1), ¢® = (1/2,0), §® = (1/2,0) a

q® = (0,1/2) jednotkového trojithelnika a polynomy

NP = (12— 2m)(a—€—n)
NP = (26— 1)¢

NP = (2n 1)y
NP = 41—
NP = gy

NP = 41 -€g—n)y

maji tuto vlastnost: N}z)(qﬁ')) =1a Nf’(q@) = 0 pro vSechna i # j, j,i =
1,...,6. Potom polynom

6
pEn) =Y p N (e n) 9)
j=1

je evidentné kvadraticky a p(g)) = pj proj=1,...,6.

Obracené ukazeme, ze kazdy kvadraticky polynom G(&,7) s vlastnosti G(q\¥)) =
p; je roven polynomu p: Polynom w = p— ¢ je kvadraticky a je rovny nule v bodech
q,...,q®. Oznaéme

0= ap+ ar1€ + agn + azé? + asén + azn’.

Jelikoz &(&,0) = ag + a1€ + azé? = 0 pro € = 0,1/2,1, je nutné ag = a; = az = 0.
Podobné polynom @(0,71) = asn + asn? je roven nule pro n = 0,1/2,1 a tedy
az = as = 0. Konecné z identity w(1/2,1/2) = a4/4 = 0 plyne a4 = 0. Tedy
polynomy p a ¢ jsou totozné.

Ovérime jeSté, ze pro dva elementy e a € se spole¢nou stranou ¢ a pro libovolné
kvadratické polynomy p a p, uréené hodnotami v uzlech elementu e a € plati p =p
na ¢, takze funkce v(x), definovand na e U e predpisem v =pnaea v =pnae je
spojitd na e Ue: Rozdil p —p je na strané ¢ kvadraticky polynom jedné proménné,
ktery je roven nule ve tfech bodech. Potom vSak p —p =0 a tedy p = p na q.

Predpoklddejme, ze hranice 92 reguldrni oblasti €2 je polygon a zvolme na 2
triangulaci 7. Kazdy element bude nyni mit 6 uzli. Jako v odstavci 4.1 oznaéime
Zp, prostor po édstech kvadratickiyjch funkci, tj. prostor funkci, spojitych na (2,
které jsou kvadratickymi polynomy na kazdém trojihelniku z 7. Déle oznacime
Vi, = {v € Zy;v = 0 na I'p} prostor testovacich funkef a Wy, = {w € Zpw =
go,n Da Tp}, mé-li Dirichletova podminka tvar u = go na I'p. Prvni parcidln{
derivace funkei z prostoru Zj jsou spojité na kazdém elementu (jsou to linedrni
polynomy), ale nejsou spojité globalne.
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Pii pouziti kvadratickych elementu pro feseni tlohy (6.1) - (6.3) postupujeme
stejné jako pii popsaném pouziti linedrnich elementi. Jediny rozdil je v tom, Ze
misto numerické integracéni formule (4.11) musime pro integraci pres trojihelniky
pouzit presnéjsi formule

[ o= 3pD) g1 + 5+ a0l (10)
T
kde g4, g5, g6 jsou hodnoty integrandu g(x) ve stfedech stran trojihelnika 7'

K vypoctu kiivkovych integrala pres strany hranice 0€)j, uzijeme jednoduchého
Simpsonova pravidla. Matice tuhosti K je opét fidka a pozitivné definitni. Pii
feseni nestaciondrni ulohy (7.1) - (7.3) neni matice hmotnosti M diagondlni, ale je
iidk4 a pozitivné definitni. Pouziti kvadratickych elementt vede na fadoveé piesnéjsi

aproximaci TeSeni, je-1i oblast {2 polygonélm’y.
3)
q

<

q® q

(9]

Obrazek 8

Pro obecnou reguldrni oblast 2 znehodnocuje chyba aproximace hranice 0f2
polygonem 0f);, vysoky Fad chyby aproximace po ¢astech kvadratickou funkci.
Viz Obr. 8. Regenfm je aproximace oblouku hranice 9 mezi body q® a q® z
Obr. 8 stranou ”kiivoéarého trojtihelnika”, ktery je obrazem strany q(2)q() pii
transformaci

ry=xz1(&,n) =

”M"’

6
n =Y ¢ N, (11)
=1

kde g, q(® jsou stredy tsecek GG, g®gM) a q® volime tak, aby oblouk

v =i (61—€) = <%V<a — )+ NP(e,1 ©+% @1
o = ma(6,1— &) = ¢ NP (¢,1 @+§W<a —o)+ 3<m—©’

0 < & < 1, prochézejici body q®,q®,q® byl dobrou aproximaci oblouku 9
mezi 9@ a . Nutnou podminkou pro pouzitelnost tohoto ”izoparametrického
kvadratického elementu” je, aby Jacobidn uvedené transformace byl rizny od nuly.
Ta je splnéna vzdy, kdyz vrchol q"® lezf mezi polopfimkami wa vz Obr. 8 Prii
vhodné volbé polohy bodu q® na, pifpadné blizko hranice dQ umoziuje tato
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technika dosdhnout fadové stejné piesné aproximace feseni jako uziti kvadratickych
elementu na polygondlni oblasti.

Testovaci funkce jsou na izoparametrickém elementu definovany stejné, jako
na elementu trojihelnikovém:

6
v(x) = 8(E(x),n(x)), (&) =Y vN(En) (12)
j=1

Tento typ koneéného prvku se nazyva Lagrangeuv kvadraticky isoparametricky el-
ement. Poznamenejme, ze zde jsou tvarové funkce jisté obecné iracionalni funkce,
jejichz explicitni popis neni zndm. Nejsme totiz schopni vyjadiit funkce £(x) a n(x)
formuli. To v8ak neni tfeba, protoze vSechny vypocty se provadi na referenénim
elementu é. Pro vypocty integralu se uziva formule (10) a pro kiivkové integrély
jednoducha Simpsonova formule.

V dimenzi 2 je uziti linedrnich a kfivych isoparametrickych elementt postacujici.
Existuji i ¢tyithelnikové isoparametrické elementy, které jsou stejné dobie pouzitelné
v dimenzi 2 a navic maji velmi uzitetné rozsiteni do dimenze 3, na rozdil od ele-
mentl trojuhelnikovych.
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