PocitaCova podpora aplikicii numerickej kvadratury

Alena Vagaska

Technickd univerzita v Kosiciach, Fakulta vyrobnych technologii, Katedra matematiky,
informatiky a kybernetiky
e-mail: vagaska.alena@fvt.sk

Abstrakt

In this paper will be described some possibilities of using the program system Matlab to
applications of numeric quadrature.

1. Uvod

Na technickych univerzitich by malo byt samozrejmostou, Ze ucitel’ matematiky ma zdujem
prehibit aplikaény charakter matematickych predmetov, napr. zavddzanim technickych
aplikdcii matematiky do vyucby. TaktieZ by malo byt samozrejmé, Ze nauci Studentov
zvladnut' zvySujlice sa naroky na rychlost’ a presnost’ matematickych vypoctov v takychto
aplikdciach pomocou vyuzitia tzv. CAS systémov (Matlab, Maple, ...). Pozrime sa, aké
moznosti ndm pondka Matlab v aplikdcidch numerickej kvadratiry pri rieSeni aplikacnych
diferencidlnych rovnic.

2. Aplikacie numerickej kvadratiry

UkaZme si, ako mo6Zeme pomocou Matlabu numericky vypocitat’ ur€ity integral, ku ktorému
sa dostaneme po aplikdcii tedrie diferencidlnych rovnic pri rieSeni nasledovného problému.

Kazdy tepelny proces, teda aj ohrev vody, mdZeme popisat’ diferencidlnou rovnicou. Ak by
sme mali urCit’ as ¢, za ktory elektrickou Spirdlou ohrejeme 1kg vody zizbovej teploty
T =20°C na teplotu varu 7T =100°C, ak vieme, Ze elektrické napitie je 120V, odpor Spirdly
14,4Q a je zname, Ze 1 kg vody ochladne zo 40°Cna 30°C za 10 minut; tak poCas rieSenia
sa dopracujeme k diferencidlnej rovnici ohrevu vody [1], ktord za danych podmienok vyzera

nasledovne:

AT _ppg 102 7 In2 (1)
dt 600" 30

Separaciou premennych v rovnici (1) a aplikdciou urcitého integrdlu ndjdeme hl'adany cas ¢ :

100
t=600 [ ar __ 800 [inf144 + 20102 - T1n 2| =~ 4215 )
3 144+20In2—-T2  In2 20

Hrladany cas tohrevu vody na poZadovanu teplotu je teda r =421s=7minls .

Je zrejmé, Ze urcity integrdl zo vztahu (2) sa d4 vypocitat’ aj analyticky, jeho presnd hodnota

je (_1620j (144 + 20102 - 10010 2|~ In144) = 4209201059 . Vd'aka tomu pri numerickej
n

aproximdcii integrdlu (2) budeme vediet’ urcit, akej skuto¢nej chyby sa pri pouZiti
jednotlivych metéd dopustime.



Pri numerickej kvadrature integralu (2) poZijeme zndme Newton-Cotesove vzorce, ktorych

b
podstatou je aproximdcia urCitého integralu f f(x)dx funkcie f na intervale [a,b] na

a

zdklade hodnot funkcie f v kone¢nom pocte bodov x; intervalu [a,b]. Interval [a,b] sa
rozdeli sietou bodov na jednotlivé podintervaly, na ktorych sa funkcia f aproximuje
interpolaénym polynémom P'. V zdvislosti od stupha s interpolacného polynomu P
ziskavame odpovedajuice elementdrne N-C vzorce: obdlZznikovy, lichobeznikovy, Simpsonov,
Booleov a Milneho vzorec (pisané postupne pre s=0,1,2,3,4, kde s=m—1, m je pocet
uzlov interpoldcie). Pre elementarne N-C vzorce moZeme pisat vSeobecny kvadratirny
vzorec I=(h—a).w.f vktorom wje riadkovy vektor vdh a f je stipcovy vektor funkénych

hodnét ( f -hodndt) v uzloch interpolacie, t.j. f =[f,, f,. ..., f, |". Pre riadkovy vektor véh

plati: ak m=2, w= l,l cak m=3, w= l,i,l cak m=4 w= l,é,é,l ,ak m=5,
22 6 66

:{l 32 12 32 l} Aplikovanim elementarnych N-C vzorcov na jednotlivé

907909079090
podintervaly ziskame zloZené N-C vzorce[2].

3. Matlab a M-funkcie v numerickom integrovani

Pri aproximacii ur¢itého integralu zo vztahu (2) ndm Matlab ponika viaceré moZnosti. Bud’
editujeme prikazy (podl'a jednotlivyjch N-C vzocov) rovno do promptov, o je zdihavejsie,
alebo mdézeme pouzit M-fukcie. Uved’'me si najprv ukdZku numerickej integracie v Matlabe
bez pouzitia M-funkcii. Zvolme pre nadS pripad numerickd integraciu pomocou
lichobeznikovej a Simpsonovej metddy s vopred danym poctom podintervalov n=8.
VyuZzijuc lichobeznikovy (3) a Simpsonov (4) zloZeny vzorec

jf dT— (T, +2(T, + ... +T,_ )+ T,), (3)

jf dT——T+4T+2T AT, + 2T, + ... +4T,_ +T,), 4)

budeme do jednothvych promptov editovat’ nasledujice prikazy, vd’aka ktorym po odklepnuti
cez Enter ziskavame aproximaéciu urcitého integrélu.

>> a=20;b=100; h=(b-a)/8; x=linspace(a, b, 9)
X =
20 30 40 50 60 70 80 90 100
>> fx=600%((144 + 20*log(2) - x.*log(2))."(-1))
fx =
4.1667 4.3774 4.6105 4.8699 5.1602 5.4873 5.8587 6.2841 6.7760
>> Lich=h*( (fx(1)+fx(9))/2 + sum(fx(2:8)) )
Lich =
421.1948
>> Simp=(h/3)*(fx(1)+4*fx(2)+2*fx(3)+4*fx(4)+2#x(5)+4*fx(6)+2*fx(7) +4*fx(8)+fx(9))
Simp =
420.9210

Vyuzitim zlozenych N-C vzorcov uz pri Simpsonovej metéde dostdvame celkom presny
vysledok. Ak by sme sa rozhodli zvySovat presnost aproximdcie zvySovanim poctu



podintervalov, ¢i vyuzit’ Booleov alebo Milneho vzorec, museli by sme vZdy nanovo editovat’
zmenené zloZené N-C vzorce do prikazovych riadkov, ¢o by bolo pomerne pracné. Tomu
mozno predist’ vyuzitim M-funkcii, ktoré umoziiuji modifikovat kolekciu prikazov (menit
N-C vzorce ¢i pocet podintervalov) bez pracného vpisovania zmien do promptov.

M-funkcia je (po obsahovej stranke) postupnost’ prikazov zapisand do siboru pod nejakym
menom. Stubor musi mat’ vZdy rovnaké meno ako funkcia. M-funkciu napiSeme v editore
Matlabu, ktory vyvoldme cez Menu: File/New/M-file. Prvy riadok M-funkcie musi zacinat’
kl'icovym slovom function, za nim nasleduje vektor vystupnych argumentov, meno
funkcie a v okrihlych zatvorkach mend vstupnych argumentov. Do druhého a d’al$ich riadkov
M-funkcie je vhodné pisat’ komentar. Takéto riadky musia zac¢inat’ symbolom ,,%*, vtedy ich
interpreter Matlabu ignoruje. Vd’aka komentaru bude pre nds M-funkcia zrozumitel'nd aj po
dlhSom cCase ataktieZ si pripomenieme vyznam a poradie vstupnych a vystupnych
argumentov, ¢o je nevyhnutné pre spravne volanie funkcie. Uk4Zme si priklad prve; M-
funkcie nazvanej ,,NCvahy*, ktord ndm poskytuje vektory vah, potrebné v druhej M-funkcii
nazvanej ,,NCqelem* (vid’ obr.1).

function w=NCvahy (m)
%Vahy pre Newton-Cotesove formule (uzavreteho typu)

[

% m: 2 <= m <= 5 pocet uzlov pre interpolacny polynom

if m==

w=[1 11/2; %lichobeznikovy vzorec
elseif m==3

w=[1l 4 11/6; $Simpsonov vzorec
elseif m==

w=[1l 3 3 1]/8 %$Booleov vzorec
else

w=[7 32 12 32 7]1/90; %Milneho vzorec
end

Nézov ,,NCgelem* nie je ndhodny. Pismeno ,,q* je z anglického slova ,,quadrature®, ,,elem*
znamend ,.elementdrne. Funkcia ,,NCqgelem* totiZ realizuje kvadratiru Newton-Cotesovymi
kvadratirnymi elementdrnymi vzorcami podla vztahu I=(d—-c).w.f, ak interval
integrovania je [c,d], w je riadkovy vektor vah a f je stipcovy vektor funkénych hodnot
funkcie v uzloch interpolécie.

B Editor - C:AMATLAB701\work\NCgelem.m

File Edit Text el Tools Debug Desktop Window  Help A X
Dol 2R | & #f 8  BRE BB st m”
1 function y=NCgelem(mf,c,d,m)

2 % Newton-Cotesowve elementarne wzorce integruju mt

<} % mi/meno (vektorizovaneho) integrandu

4 % [e,d] interwval integrovania

5 % m: 2 <= m <= 5 pocet uzlov pre interpol.polynom

& = w=NCwvahy (] ;

7 - ®=linspace (c,d, m)

g - f=feval (wf,x):

9 - f=f(:); %prika=z =zarucuje,ze £ bude stlpec
10 — v=(d-o) FuFE;
11

DRohrevum = | NCoelemm %

MCoelem L g Col 42

Obr.1 Zapis M-funkcie NCqelem v editore Matlabu



Ak chceme pomocou M-funkcie ,,NCgelem* aproximovat urcity integral (2), ku ktorému sme
dospeli rieSenim diferencidlnej rovnice ohrevu, tak je vhodné funkciu vystupujicu ako
integrand v (2) zapisat’ ako M-funkciu napr. s ndzvom ,,IDRohrevu*.

function y=IDRohrevu(x)

% num.kvadratura integralu z DR ohrevu
y=600*((144+20*1log(2)-x.*1log(2)) .7 (-1))

Podl'a komentdra funkcie ,,NCgelem* je zrejmé, Ze ,,JDRohrevu* bude prvym vstupnym
argumentom M-funkcie ,,NCgelem®. Nasledujicou ukdZkou pouZzitia M-funkcie ,,NCgelem*
ilustrujeme, Ze pri kvadratire elementirnymi vzorcami zvySovanim poctu uzlov
interpoldcie m v intervale [c, d ]= [20,100] sa zvySuje presnost’ integrovania. Je ndm jasné, Ze
prvy vysledok sme ziskali pomocou elementdrneho lichobeznikového vzorca (2 uzly
interpoldcie), druhy elementirnym Simpsonovym vzorcom (3 uzly), treti Booleovym
vzorcom (4 uzly) a Stvrty vysledok pomocou elementdrneho Milneho vzorca (5 uzlov).

>> format long

>> for i=2:5, aprox(i)=NCqgelem('IDRohrevu',20,100,i); end, aprox(2:5)
ans =

1.0e+002 *

4.37705412497180 4.21113536472869 4.21008046716879 4.20922133759089

Vidime, Ze zvySovanie poctu uzlov interpoldcie (a tym aj stupna interpola¢ného polynému)
viedlo k zvySeniu presnosti elementarneho N-C vzorca. No pre funkcie, o ktorych je zname,
ich interpolacné polynémy s rovnomerne rozloZzenymi uzlami neaproximuju dobre (napr.
Rungeho funkcia) to neplati. Preto je vyhodnej$ie najprv rozdelit interval [c,d] na

podintervaly a az na nich uplatnit’ elementarne N-C kvadratdrne vzorce. Vtedy hovorime
o kvadratire pomocou zloZenych N-C vzorcov. To, Ze tymto spdsobom ziskame presnejSie
vysledky uz pri niZSom stupni interpola¢ného polynému, ndm dokazuju vysledky, ktoré sme
ziskali pomocou zlozeného lichobeznikového a Simpsonovho vzorca priamym editovanim
prikazov do promptov.

Ukédzme si, Ze aj pri tzv. zloZenej kvadratire mdZeme vyhodne vyuZzit M-funkcie, vd’aka
comu sa rychlo dopracujeme k vysledkom pri  Tubovolnej modifikdcii vstupnych
argumentov. Vytvorme si M-funkciu s ndzvom ,,NCqzloz* podl'a danej predlohy:

function y=NCqgzloz (maf,a,b,m,n)
Newton—-Cotesova kvadratura na [a,Db]

o\

% m — pocet uzlov elem.vzorca na podintervale

% n — pocet podintervalov na [a,Db]

w=NCvahy (m) ; $vektor wvah

x=linspace(a,b,n* (m-1)+1); $vektor uzlov na [a,Db]

fx=feval (maf, x);

fx=fx(:); %$fx bude stlpcovy vektor f-hodnot
y=0;

index1=1;

index2=m;

for i=1l:n
y=y + w*fx(indexl:index2);
indexl=index2;
index2=index2 + m-1;

end

y=y*(b-a)/n;



Aproximujme urcity integral z (2) pomocou funkcie ,,NCqzloz*“. Ak sa rozhodneme, Ze pocet
podintervalov bude napriklad » =8 a na kazdom z nich pouzijeme Booleov vzorec, t.j. m=4,
jednoduchym volanim funkcie rychle ziskame vysledok — bez pracného vypisovania
zloZenych vzorcov do prikazovych riadkov.

>> NCqzloz('IDRohrevu', 20, 100, 4, 8)
ans =
4.209201316352159¢+002

4. Zaver

Matlab ndm pri numerickej kvadratire ponuka eSte aj M-funkciu ,,quadl” (mdme ju
k dispozicii napr. vo verzii MATLAB 7), ktorej podstatou si moderné metédy numerického
integrovania pouZivajuce adaptivne algoritmy. Ide o to, Ze M-funkcia pouZiva adaptivny NC
vzorec, Co znamend, ze algoritmus optimdlne urcuje polohu bodov, v ktorych sa vycisl'uju
hodnoty funkcie (nejde teda orovnomerné rozloZenie uzlov interpoldcie). Napr. pre nas
pripad by volanie funkcie vyzeralo takto:

>> [nLk]=quadl('IDRohrevu', 20, 100, Se-8)
nl =

4.209201059354103e+002

Volanie funkcie aj so §tvrtym vstupnym argumentom umoziuje stanovit' chybu vypoctu.

Na zdklade skusenosti s vyucbou cviceni z predmetu Numerickd matematika a Statistika
moZeme vyslovit' presvedCenie, Ze vhodnou kombindciou klasickych metéd vyucovania
snovymi metédami, vyuZivajicimi softwérovu podporu, docielime skvalitnenie
a zefektivnenie edukac¢ného procesu.
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