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     Příspěvek obsahuje dva řešené problémy ze zahraniční matematické soutěže “Putnam exam”(viz [6]). Oba problémy mají tématicky společné to, že při jejich řešení využijeme dvojkovou poziční číselnou soustavu.  Cílem jejich zařazení  je poukázat na možná témata pro samostatnou činnost studentů v matematice.
1. Problém vyvážených trojic  

Zadání problému: Uspořádaná trojice ( x1, x2, x3 ) kladných iracionálních čísel s vlastností       x1 + x2 + x3 = 1 se nazývá vyvážená trojice, jestliže xi ( 
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,  i = 1, 2, 3. Není-li trojice vyvážená, tj. existuje právě jeden index  j ( {1, 2, 3} s vlastností  xj ( 
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 (čísla jsou iracionální), provedeme unární vyvažovací operaci V definovanou takto: 

V( x1, x2, x3 ) = ( y1, y2, y3 ),  kde  yi = 2xi   v  případě  i ( j,   yj = 2xj ( 1 .
Není-li  trojice  ( y1, y2, y3 ) vyvážená, provedeme tutéž vyvažovací operaci znovu. Vede vždy tento proces po konečném počtu vyvažovacích operací V  k vyvážené trojici? 

     Řešení je provedeno pomocí vyjádření daných čísel ve dvojkové číselné soustavě. Po zjištění, že provedení vyvažovací operace u všech čísel dané trojice znamená posunutí “desetinné” čárky o jedno místo doprava a nahrazení číslice 1 před “desetinnou” čárkou číslicí 0 , je ukázáno, že odpověď je negativní, tzn. existuje trojice čísel splňujících předpoklady, která po konečném počtu provedení vyvažovací operace vyvážená nebude. V závěru první části je uveden příklad takové trojice čísel.

2. Josephusův problém  
Obecná formulace problému: (viz též [4], [5] ) Nechť k, n ( N, 2 ( k ( n. Čísla 1, ... , n rozmístíme v přirozeném uspořádání po obvodu kruhu (např. ve směru hodinových ručiček). Prvních k(1 čísel ponecháme beze změny, pak odstraníme číslo k , dále postupně ve směru hodinových ručiček odebíráme každé k-té číslo z těch, která ještě zůstala. Proces odebírání čísel končí, jakmile na obvodu kruhu zůstane méně než k čísel. Označme L(n,k) množinu těchto zbylých prvků. Problémem je určit výčtem nebo nějak charakterizovat prvky této mmnožiny. 

     Poznamenejme, že případ pro k = n je triviální; množina zbylých prvků L(n, k) má vždy k(1 prvků a tato situace po konečném počtu odebraných čísel musí vždy nastat. V příspěvku je podáno úplné řešení tohoto problému pro k = 2.
Zadání problému pro k = 2: Čísla 1, 2, …, n rozmístíme v přirozeném uspořádání po obvodu kruhu (ve směru pohybu hodinových ručiček). Potom odstraníme číslo 2 a postupně ve směru pohybu hodinových ručiček odebíráme každé druhé číslo z těch, která ještě zůstala. Nechť f(n) označuje poslední číslo, které zůstane na kružnici.  Nalezněte funkční předpis pro hodnotu f(n).

Řešení problému je provedeno v několika částech. Nejprve jsou odvozeny rekurentní vztahy pro funkci f(n), potom je induktivním postupem určena hypotéza pro výpočet f(n) a pomocí rekurentních vztahů dokázána. Nakonec následuje několik možných vyjádření  f(n):  

     Hledané rekurentní vztahy jsou:
                   f(2n) = 2f(n) ( 1 ,                     f(2n + 1) = 2f(n) + 1 

· První vyjádření f(n). Je zřejmé, že pro každé přirozené číslo n je jednoznačně určena dvojice nezáporných celých čísel m, k  s vlastností n = 2m + k , přičemž 0 (  k (  2m. Vyjádříme-li takto přirozené číslo n, potom platí f(n) =  2k + 1 .

· Druhé vyjádření f(n):  f(n) = 2n + 1 ( 21+ [ lg n ] , kde [lg n] označuje celou část čísla lg n .
· Třetí vyjádření f(n):  Číslo n rozvineme ve dvojkové číselné soustavě. V získaném rozvoji koeficienty 1 ponecháme beze změny a koeficienty 0 nahradíme číslem (1. Po zpětném převedení do desítkové soustavy dostaneme číslo f(n). 
· Čtvrté vyjádření f(n):  Číslo n vyjádříme ve dvojkové soustavě jako n = (ak ak(1…a1 a0)2. Pak platí f(n) = (ak(1…a1 a0 ak )2,  tj. první číslici zleva v zápise čísla n přesuneme na poslední místo napravo a ostatní ponecháme beze změny. 
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