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Abstrakt

V clanku jsou uvedeny nékteré historické extremalni tlohy od dob antiky az do 18. sto-
leti, které fesili vyznamni matematici, a po nichz jsou tyto tlohy pojmenovany. Vétsina
z nich je z geometrie a kazda je fesena originalnim zptisobem, protoze obecné postupy reseni
extremélnich tdloh nebyly jesté znamy.

Extremalni tlohy najdeme v pracich fady antickych matematikii, jako napf. u Eukleidal,
Archiméda?, Apollénia®, Héréna* a dalsich. Vétsina antickych extremalnich tloh byla geomet-
rického charakteru, ale jen ¢asteéné byly odivodnény praktickymi potfebami. Pravdépodobné
zékladnim predpokladem pro jejich vznik bylo prani ukazat krasu samotné geometrie.

Se zanikem antické civilizace zanika v Evropé védecka ¢innost priblizné az do 15. stoleti. Od
16. stoleti se pak kromé geometrickych tloh zacinaji objevovat i algebraické extremalni tulohy.

A7 do 17. stoleti nebyly vypracovany zadné obecné metody pro feSeni extreméalnich tloh, ale
kazd4 tloha se fesila specialné pro ni vypracovanou metodou. Teprve J. Kepler® formuluje prvni
obecné pravidla pro feseni extreméalnich tloh.

Ukazme zde nékolik tloh z dél antickych matematiki a matematikd 17. a 18. stoleti.

Priklad 1 (Eukleidova tloha).
Do daného trojuhelniku ABC' vepiSte rovnobéznik ADEF nejvétsiho obsahu.

Reseni. Vrcholy D', E', F' hledaného rovnobézniku jsou stiedy piislusngch stran daného troji-
helniku (obr. 1). Dukaz lze provést nékolika zpisoby, napt. 1ze dokazat, Ze obsahy rovnobézniku
D'DGE’" a FHE'F’ jsou stejné. Odtud plyne, Ze obsah rovnobéiniku ADEF je mensi nez
obsah rovnobézniku AD'E’'F’, nebotf obsah rovnobé&iniku AD’'E’F’ je roven obsahu obrazce
ADGE'HF obsahujiciho rovnobéznik ADEF'.

Priklad 2 (Zobecnéna Eukleidova tloha).
Na libovolné zvolené sténé ¢tyfsténu zvolte bod, kterym vedte roviny rovnobézné se zbyvajicimi
sténami. Bod zvolte tak, aby objem vzniklého rovnobéznosténu byl maximéalni viz obr. 2.

Reseni. Ozna¢me vrcholy étyfsténu A, B, C, D, hledany bod X . Umistéme tento ¢ty¥stén v sou-
fadnicové soustavé tak, ze pro soutadnice vrcholua plati A = [0,0,0], B = [x1,y1,0], C = [0, y2, 0],
D = [z3,y3, z3). Pro soufadnice bodu X plati X = [z, yo, 20]. Bez Gjmy na obecnosti pfedpo-

kladejme, ze bod X lezi ve sténé ADC. Potom plati xy € (0,z3), yo € (g—zmo, %xo + y2),

'Eukleides z Alexandrie (asi 340-278 pf. n. 1.) — starofecky matematik, zabjval se geometrif, optikou a
teorii hudby.

2Archimédés ze Syrakus (asi 287-212 pf. n. 1.) — starofecky matematik, mechanik, fyzik, astronom a
konstruktér.

3 Apollénios z Pergy (asi 260-190 pf. n. 1.) — starofecky matematik a astronom, autor praci o kuzeloseckach.

4Hérén z Alexandrie (asi 1. st. n. 1.) — starofecky matematik a mechanik, odvodil obsahy a objemy nékterych
geometrickych utvart v roviné a v prostoru.

SJohannes Kepler (1571-1630) — némecky matematik a astronom, provedl fadu vypoctl objemt téles
(zejména kubatur sudu).



2z = Z2zo. Déle oznacme t&zisté stény ADC jako T, jeho soufadnice jsou T' = (%, y2'§y3, z].

Stanovime rovnici roviny ABC
z=0

a vzdalenost bodu X od roviny ABC

<3
d1 = Z0 = —X9.
T3

Dale stanovime rovnici roviny ABD
Y1232 — w123y + (21Y3 — 2391)2 = 0,
vzdalenost bodu X od roviny ABD

dy — x123(Y3%0 — T3Y0)
M b

kde M = x3\/y?22 + 2222 + (z1y3 — x3y1)2, rovnici roviny CBD
(Y1 — y2)237 — 2123y + (T1Y3 — T1Y2 — T3Y1 + T3y2)2 + T1y223 =0
a vzdalenost bodu X od roviny CBD

123 [(y:s — Y2)To — ToYo + xsyz]
ds = i .

Objem rovnobéznosténu je funkci soucinu délek jeho hran [jlsl3. Plocha podstavy je funkci
soucinu délek jejich stran lol3 (lglg = kgdgkgdg), tedy

P = Kdyds =

T1%23

2
= K(W) (yawo — 390) [(Y3 — y2)x0 — w390 + 232 ,

K, ko, k3 jsou konstanty. Tato plocha pro dané xy bude nejvétsi, kdyz P'(yg) = 0, tj. kdyz

_ xo(2y3 — y2) + x3Yy2
2.%‘3 ’

Pak

T1Y223\ 2
PmaX:K( 12%\243> (xo—l’g)z.



Objem rovnobéznosténu bude nejvétsi, kdyz V'(zo) = [Pmax(20) - d1 (xo)]/ =0, tj. kdyz
T3

3

Druhy staciondrni bod 2o = z3 nepatii do otevieného intervalu (0, x3). Pro xo = %* je yo
a zo = 4. Objem rovnobé&znosténu bude nejvétsi, kdyz hledany bod bude lezet v tézisti zvolené
stény.
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Obr. 2:

Piiklad 3 (Hérénova tloha).
Necht A, B jsou rtizné body lezici ve stejné poloroviné vytaté pfimkou p. Najdéte bod X € p
tak, aby soucet |AX|+ |BX| byl minimalni.

Reseni. Hledame na pfimce p bod X tak, aby délka lomené ¢ary AX B byla minimalni. Pfi
feSeni této ulohy pouZijeme osovou soumérnost. Hledany bod X = p N AB’, kde bod B’ je
osové soumeérny podle pfimky p s bodem B. Z obr. 3 je patrné a z vlastnosti osové soumérnosti
vyplyva, ze

|AX|+|XB| = |AX|+ |XB'| = |AB/|,

a tedy délka lomené ¢ary AX B je minimalni.

Obr. 3:

Ukézeme, Ze tato lomend ¢éra je skutecéné nejkratsi. Nechf Y € p je libovolny bod. Potom na
zékladé osové soumeérnosti a trojihelnikové nerovnosti plati (obr. 3):

|AY |+ |YB| = |AY |+ |YB'| > |AB'| = |AX| + |XB'| = |AX| + | X B|.

Uloha mé vzdy jedno fesSeni.



P#iklad 4 (Uloha Fagnano di Toschil).
Do daného ostrothlého trojthelniku ABC vepiste trojuhelnik PQR tak, aby jeho obvod byl
minimalni.

Obr. 4:

Reseni. Do trojihelniku ABC' vepiSeme libovolny trojihelnik PQR s obvodem o tak, aby
P e BC,Q € AC a R € AB (obr. 4). Sestrojime body P’, P” tak, aby platilo: bod P’ je obrazem
bodu P v osové soumérnosti podle piimky uréené body A, B a bod P” je obrazem bodu P v osové
soumeérnosti podle pfimky uréené body A, C. Protoze |PQ| = |P"Q| a |PR| = |P'R|, mé obvod o
stejnou délku jako lomend ¢éara P'RQP”. Pfi pevné zvoleném P bude obvod o nejkratsi prave
tehdy, kdyZz bod R je priiseéikem piimek AB a P'P” a bod Q je prusecikem piimek AC a
P'P". Protoze |AP'| = |AP| = |AP"| a |[<P'AP"| = 2a (Gsecka AP rozdéli thel « na dvé
¢asti, dvojnasobek kazdé casti je pak uhlem pii vrcholu A v rovnoramennych trojuhelnicich
P'AP a PAP"), plati, ze o = |P'P"| = 2|AP|sin« (tento vztah je odvozen z rovnoramenného
trojuhelniku P’AP"). Posledni vyraz bude minimalni pravé tehdy, kdyz pfimky urcené body
A, P a B,C na sebe budou kolmé. Analogicky se postupuje u bodt @, R. Hledané body P, Q, R
jsou tudiz paty vysek trojuhelniku ABC.

Piiklad 5 (Tartagliova® tiloha).
Rozlozte ¢islo osm na dvé ¢isla tak, aby jejich soucin vynasobeny velikosti jejich rozdilu byl
maximalni.

Reseni. Predpokladejme bez Gjmy na obecnosti, ze 2 < y. Podle zadani plati:

r+y=238,

tedy
y=8—uzx.

Hledame tedy maximum funkce

f(x) =2(8 —x)(8 — 2x)

!Giulio Cesare Fagnano di Toschi (1682-1766) (¢ti faiiano) — italsky matematik a filozof, zabyval se teorii
pravdépodobnosti, algebrou a geometrii trojuhelniku.

2Niccolo Tartaglia (1500-1557) (&ti tartalija) — italsky matematik a fyzik, zabjval se mechanikou, balistikou,
topografii. Odvodil vzorec pro kubickou rovnici.



pii podmince 0 < z < 4. Podle Weierstrassovy véty! (napt. [6]) feseni existuje. Z nutné podminky
pro extrém f’(x¢) = 0 ur¢ime stacionarni body

322 — 242 4+ 32 =0,
4
$0=4:|:7.

V3
Jedno z ¢isel je tedy rovno 4 +4/v/3 a druhé 4 — 4/1/3.
Priklad 6 (Steinerova tloha).
Naleznéte takovy bod v roviné, pro ktery je soucet jeho vzdélenosti od vrcholti daného troj-
tihelniku nejmensi. (Touto tlohou se zabyvalo mnoho matematikii v 17. stoleti — Cavalieri?,
Viviani?, Torricelli*, Fermat® aj. V 19. stoleti tuto ilohu vyfesil J. Steiner, a proto po ném do-

stala jméno. Pozdéji se zacaly podobné tllohy objevovat pfi stavbé silnic, ropovodl a méstskych
komunikaci.)

Reseni. Elegantni feseni této geometrické tlohy v piipadé, ze dany trojuhelnik je ostrothly, lze
nalézt v [1].

Priiklad 7. Najdéte pravouhly trojihelnik o maximéalnim obsahu tak, aby se soucet jeho odvésen
rovnal danému ¢islu. (Tuto tlohu pouzil v roce 1638 Fermat k ilustraci své metody nalezeni
minima. )

Reseni. Pro obsah pravothlého trojihelniku plati: S = ab/2, kde a, b jsou jeho odvésny. Podle
zadani ma dale platit a + b = «, kde x je dané kladné realné ¢islo. Hleddme tedy maximum
funkce S(a) = a(x — a)/2 na intervalu a € (0, ).

[Resenim bude pravotihly rovnoramenny trojthelnik.]
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!'Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) (¢ti vajrstras) — némecky matematik, vybudoval za-
klady matematické analyzy, vyznam maji zvlasté prace z teorie analytickych funkci, variaéniho poctu, diferencidlni
geometrie a linearni algebry.

*Francesco Bonaventura Cavalieri (1598-1647) (&ti kavalieri) — italsky matematik, jeden ze zakladatelt
matematické analyzy, zabyval se teorii logaritmu, trigonometrii a astronomii.

3Vincenzo Viviani (1622-1703) — italsky matematik a fyzik, zabyval se geometrii, ilohami na maxima a
minima.
‘Evangelista Torricelli (1608-1647) (&ti toriceli) — italsky fyzik a matematik, formuloval vétu o zdméné

operaci integrovani a derivovani.
SPierre Fermat (1601-1655) — francouzsky matematik a pravnik, zabyval se teorii &isel, analjzou a analy-
tickou geometrii.
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