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Abstrakt
V článku prezentujeme tři úlohy z pravděpodobnosti, které studenti málokdy vyřeší správně.
Uvádíme efektivní způsob řešení, používáme také binární nebo-li stochastický  strom.
1. Úvod
Před pěti roky, když jsem poprvé vedla cvičení z pravděpodobnosti a statistiky v sedmém semestru učitelského studia matematiky na Pedagogické fakultě MU v Brně, mě překvapilo, že většina studentů měla velké potíže s vytvořením matematického modelu následujících tří úloh. Studenti měli prezentované úlohy řešit až při souhrnném opakování následujících témat: základní vlastnosti pravděpodobnosti včetně geometrické a hypergeometrické pravděpodobnosti, pravděpodobnost průniku a sjednocení jevů, binomická pravděpodobnost (Bernoulliovo schéma) a podmíněná pravděpodobnost (Bayesovy věty).  V článku budeme prezentovat jednotlivé úlohy a  pokusíme se vysvětlit, proč jsou pro studenty tyto úlohy obtížné.
2. Úloha na binomickou pravděpodobnost
Ačkoliv první úloha je z učebnice matematiky pro střední školy [1] a správně vytvořený matematický model je snadno řešitelný, během pěti roků tuto úlohu samostatně vyřešilo jen osm studentů.
Příklad 1. 
Firma dodává výrobky v sadách po 10 kusech. Mezi výrobky jsou asi 2 % vadných výrobků. Sada, v níž je  více než 1 vadný výrobek, se odběrateli neúčtuje. Kolik asi procent sad nebude moci firma účtovat,  ([1], str. 129, úloha 2.91).
Studenti bez problému určili, že pravděpodobnost vadného výrobku je q = 0,02 a pravděpodobnost dobrého výrobku je p =  0,98. Obtíž byla zřejmě v uvědomění si, že počet procent sad, které firma nebude moci účtovat je roven pravděpodobnosti nějakého jevu A (vyjádřené v procentech). Jev A můžeme vymezit takto:“v sadě se vyskytuje víc než jeden vadný výrobek“, což znamená, že náhodná veličina X, která udává počet vadných výrobků v jedné sadě, může nabýt hodnot z množiny {2,3,…10}. Pro výpočet je vhodnější využít opačného jevu A´ k jevu A, tedy jevu „mezi 10 výrobky bude nejvýše jeden vadný výrobek“. Pro hledanou pravděpodobnost tedy obdržíme 

P(A)  =  P(X  ≥ 2)  =  1 -  P(A´)  =  1  -  P(X  ≤  1)  =  1  -  [P(X  = 0)  + P(X  = 1)].
Tyto pravděpodobnosti určíme užitím Bernoulliova schématu pro p =  0,98, q  =  0,02, 
n  =  10 a k ( {0,1}.

P(A)  =  1 -  (0,9810  + 10. 0,989 . 0,02)  =  0, 016  =  1,6 % .
Firma nebude moct účtovat asi 1,6 % .sad, které vyexpedovala.
3. Užití binárního stromu
Konstrukci a použití binárního stromu budeme prezentovat při řešení následující úlohy.

Určete pravděpodobnost, že ve volejbalovém zápase dvou rovnocenných týmů A, B za rozhodování nestranného rozhodčího vyhraje družstvo A v poměru 3 :.2.
Výhodný a názorný je v tomto případě geometrický model, tzv. binární strom, jehož jedna část je znázorněna na obr. 1. Podrobněji o konstrukci binárních stromů je pojednáno např. v  [6] a  [7].  Sestrojit binární strom není nijak obtížné a např. na Slovensku jsou s binárním stromem seznamováni již žáci ZŠ při řešení kombinatorických problémů a nemají žádné potíže s konstrukcí a aplikací stromů.
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Obr.1   Binární strom, znázorňující průběh volejbalového zápasu

Strom odpovídající možným průběhům volejbalového zápasu je „souměrný“ podle osy „o“, ale v pravé části jsou v uzlech zaměněna písmena  „V „(set je vyhrán) a „N“ (set není vyhrán). Na obrázku 1 vidíme, že právě tři větve levé části stromu odpovídají výsledku 3:2 a tři výsledku 2:3. V pravé části stromu také tři větve odpovídají výsledku 3:2. V každém uzlu stromu dochází „k půlení“ pravděpodobnosti (družstva jsou rovnocenná a každé z nich má pravděpodobnost výhry setu rovnu jedné polovině). Tedy

P(3:2)  =  6. 0,55  =  0,1875.

Proveďme zkoušku správnosti. Úhrnný  součet pravděpodobností všech výsledků musí být roven jedné.

P(3:0)  =   0,53  =  0,1250

P(0:3)  =   0,53  =  0,1250
P(3:1)  =  3. 0,54  =  0,1875

P(1:3)  =  3. 0,54  =  0,1875

P(3:2)  =  6. 0,55  =  0,1875

P(3:2)  =  6. 0,55  =  0,1875

P(J)  =  2.0,1250  +  4. 0,1875  =  1,0000.
V numerickém modelu je obtížné najít vyjádření odpovídající výsledku 3:2. Je potřeba si uvědomit, že poslední set musel být ve všech průbězích zápasu, které měly tento výsledek, vítězný. Všímáme si proto pouze prvních 4 setů, počítáme kolik existuje  uspořádaných čtveřic, ve kterých se 2-krát vyskytuje „P“ a 2-krát „N“. Jedna z možností je znázorněna na obr. 2.  Jedná se tedy o čtyř-prvkové permutace ze dvou prvků s opakováním, přičemž se každý z prvků vyskytuje v permutaci právě 2-krát. Celkový počet těchto permutací je  4! : (2! . 2!)  =  6. Pravděpodobnost jednoho výsledku 3:2 je rovna součinu pravděpodobností výher a proher jednotlivých setů, tedy je rovna 0,55. Úhrnná pravděpodobnost výsledku 3:2 je tedy: P(3:2)  =  6. 0,55  =  0,1875.
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Obr.2

Chceme-li spočítat, kolika různými způsoby může zápas probíhat, musíme si uvědomit, že vlastně umísťujeme 3 výhry nebo 3 prohry do pěti políček, i když při výsledcích 3:0 a 0:3 zůstávají dvě poslední políčka prázdná. Tedy celkový počet možných průběhů volejbalového zápasu je:  2. [5! : (3! . 2!)] = 20. Tato úvaha byla pro studenty velmi obtížná, kdežto u binárního stromu stačí jen spočítat počet jednotlivých větví.
4. Úloha na geometrickou pravděpodobnost
Zadání: V úseku, kde se opravuje trať, musí vlaky projíždět oběma směry sníženou rychlostí po jedné koleji. Nákladní vlaky A,B, jedoucí různými směry mohou daným úsekem projet v kteroukoliv dobu v průběhu jedné hodiny se stejnou pravděpodobností, Určete pravděpodobnost toho, že bude jeden vlak čekat na druhý, je-li doba průjezdu opravovaným úsekem u vlaku A rovna 7 minut, kdežto u vlaku B 4 minuty,

Po prvním přečtení se zdá, že úloha je neřešitelná, několik studentů vždy urguje další údaje. U této úlohy , pokud nevíme, že ji máme řešit užití geometrické pravděpodobnosti, je problematické sestavit odpovídající matematický model. 

Geometrický model: Zvolme kartézskou soustavu souřadnou(O, x, y) viz obr.2 a označme x   čas příjezdu vlaku A k opravovanému úseku a y  dobu příjezdu vlaku B k opravovanému úseku. Proměnné x a y mohou nabývat jakýchkoliv hodnot z oboustranně uzavřeného intervalu s krajními body 0 a 60. Vlak B čeká na vlak A tehdy, když x – y je menší nebo rovno sedmi minutám. a vlak A čeká na vlak B tehdy, když y – x je menší nebo rovno 4 minutám. Základní pravděpodobnostní prostor je množina všech bodů čtverce o straně 60 se stranami na ose x a y a s jedním vrcholem v počátku O, viz obr.2.  
Vlaky na sebe musí čekat, když jsou splněny obě podmínky, což je znázorněno vyšrafovanou částí čtverce. Nechť vyšrafovaná část čtverce o  obsahu S má obsah S1, pak pravděpodobnost jevu C, že jeden vlak musí čekat na druhý je 
P ©  =  S1 : S,                                                                                                                             
přičemž S  = 3 600 j2. 
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Obr. 3 
Nyní určíme obsah S1 obrazce OFBCDE. Dle obr. Platí :
║OFBCDE║  =  ║HBE´E║  -  ║OHF║  -  ║CDE´║

Obrazec HBE´E  je rovnoběžník o základně z  =  (602 + 602 )1/2  =  60. 21/2 j . Jeho výška v je rovna součtu výšek na přeponu trojúhelníků FHO a OEG. Oba trojúhelníky jsou pravoúhlé a rovnoramenné, pro délku jejich základen dostáváme:
║HF║ =   72    +    7 2   =   7 . 21/2 j
║EG║  =   42  +  42   =   4 .  21/2 j.
Označme v výšku na základnu v trojúhelníku HFO a w výšku na základnu v trojúhelníku OEG. Pak platí:

v  =  (7 2  -  ( 7/ 21/2) 2) 1/2    =         (7 2  -  ( 72/ 2)) 1/2     = 7/  21/2 j
v  =  (4 2  -  ( 4/ 21/2) 2) 1/2    =         (4 2  -  ( 42/ 2)) 1/2     = 4/  21/2 j.
Pro výšku vz  na základnu z rovnoběžníka HBE´E obdržíme

vz =   v    +    w  =  7/  21/2  +   4/  21/2  =  11/  21/2 j.
Obsah Sr rovnoběžníka je

Sr  =  z . vz =  60. 21/2  11/  21/2  =  60 . 11 j2.
Tedy S1   =  60 . 11  - (7 . 7/2  +  4 . 4/2)  =  627,5 j2  a
P ©  =  S1 : S, =  0,1743

Vlaky budou na sebe čekat s pravděpodobností, která je přibližně rovna 17,4%. 
6. Závěr

Užití stromů jako matematického modelu při řešení úloh z kombinatoriky a pravděpodobnosti vede k rozvíjení zkušenosti s matematickým modelováním, dochází zde k vyhodnocování matematického modelu a hranic jeho použití. Podstatným rysem současných reforem ve vyučování matematiky by mělo být širší chápání úlohy matematiky při vzdělávání lidského intelektu.
Domnívám se, že mnozí studenti zatím místo toho, aby se snažili matematice porozumět, tak chápou matematiku jako soubor vzorců, do kterých je potřeba vhodně dosadit. V tomto přesvědčení mě utvrdili někteří studenti, kteří tvrdili, že v Bernoulliho vzorci vystupuje kombinační číslo, a proto musí jít o kombinace a u nich přece nezáleží na uspořádání. Vůbec neměli ponětí o podstatě Bernoulliho vzorce a navíc nechtěli o ní ani slyšet, stačí přece do vzorce vhodně dosadit. Traduje se, že před mnoha staletími řekl Archimédes králi Hieronymu: „Římané nemohou dosáhnout úspěchů v matematice, neboť jsou příliš prakticky zaměřeni.“ Nepodobají se naši studenti v tomto ohledu tak trochu Římanům?     
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