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Ústav matematiky, Fakulta elektrotechniky a komunikačńıch technologíı,
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Abstrakt

Př́ıspěvek se zabývá př́ıpravou předmětu ,,Diferenciálńı rovnice a je-
jich použit́ı v elektrotechnice”, který je nově zařazen v navazuj́ıćım magis-
terském studijńım programu na FEKT VUT v Brně. Předmět je věnovám
některým okruh̊um z teorie diferenciálńıch rovnic a to jak obyčejných, tak
i parciálńıch, které nebyly v bakalářském studiu prob́ırány, ale které se
často vyskytuj́ı v technických aplikaćıch.
Keywords Elektrotechnika, diferenciálńı rovnice, vlastnosti řešeńı, ap-
likace.

1 Úvod

V roce 2005 bylo zahájeno na Fakultě elektrotechniky a komunikačńıch tech-
nologíı (FEKT) VUT v Brně navazuj́ıćı magisterské studium. Jde o daľśı stupeň
v reformě vysokoškolského studia, v souladu s boloňskou deklaraćı ministr̊u
školstv́ı zemı́ EU, o přechodu na dvoustupňový systém vysokoškolského studia.

Mezi magisterské kurzy byly zařazeny i čtyři matematické předměty (po-
drobnosti viz [7]). Budeme se nyńı věnovat jednomu z nich, který se jmenuje
,,Diferenciálńı rovnice a jejich použit́ı v elektrotechnice”, ve zkratce MDRE.

Na základě předchoźıch zkušenost́ı a podle předběžných požadavk̊u finálńıch
ústav̊u předpokládáme, že mezi studenty bude právě o tento předmět největš́ı
zájem.

2 Výchoźı podmı́nky

Základńı kurz matematiky v bakalářském studiu na FEKT VUT je rozdělen
do tř́ı navazuj́ıćıch semestrálńıch kurz̊u, nazvaných BMA1, BMA2 a BMA3.
Protože je v nich nutné provést pr̊uřez celou matematikou (tj. lineárńı algebra,
diferenciálńı a integrálńı počet jedné i v́ıce proměnných, diferenciálńı rovnice,



integrálńı transformace, numerické metody, pravděpodobnost a statistika), neńı
možné věnovat se podrobněji jednotlivým témat̊um. Ty jsou zde pouze uve-
deny a stučně procvičeny. Důraz se klade předevš́ım na zvládnut́ı a pochopeńı
základńıch pojmů a osvojeńı si nezbytných dovednost́ı a postup̊u pro řešeńı
typových úloh.

Proto v bakalářském studiu zazněly pouze základńı pojmy z teorie obyčejných
diferenciálńıch rovnic, nav́ıc ve velmi omezeném rozsahu. Ve druhém semestru
bakalářského studia v předmětu BMA2 jsou prvńı tři přednášky věnovány dife-
renciálńım rovnićım. Prob́ıraj́ı se:

1. Obyčejné diferenciálńı rovnice, základńı pojmy a některé analytické metody.

2. Soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic, metoda variace konstanty.

3. Soustavy s konstantńımi koeficienty, fundamentálńı řešeńı.

V numerických cvičeńıch se procvič́ı:

1. Metoda separace proměnných, lineárńı, exaktńı a homogenńı rovnice.

2. Soustavy s konstantńımi koeficienty.

V poč́ıtačových cvičeńıch se prob́ırá:

1. Řešeńı diferenciálńıch rovnice (za pomoci vhodného programového vybaveńı).

2. Směrové pole, izokliny.

Pro nedostatek času byl daľśı materiál přesunut až do navazuj́ıćıho magis-
terského studia

3 Magisterské studium

Ústavu matematiky se podařilo dosáhnout toho, že do navazuj́ıćıho magis-
terského studijńıho programu byly diferenciálńı rovnice zařazeny jako samostatný
předmět. Jeho rozsah je 3 hodiny přednášek týdně a 2 hodiny poč́ıtačového
cvičeńı každých 14 dńı.

Diferenciálńı rovnice jsou základńım matematickým aparátem při popisu
mnoha oblast́ı technických věd. Ćılem navrženého kursu MDRE je vytvořit u
student̊u základńı představy o vlastnostech řešeńı diferenciálńıch rovnic, vysvětlit
některé základńı techniky a metody jejich řešeńı. Úkolem kursu je nejenom
seznámit s některými přesnými metodami řešeńı diferenciálńıch rovnic, ale také
ukázat na možnosti źıskáńı přibližných informaćı o vlastnostech jejich řešeńı.
Jednotlivé metody jsou ilustrovány na mnoha př́ıkladech, přitom je snaha zařa-
zovat přednostně aplikačńı úlohy, zvláště z elektrotechniky.



Schválená osnova předmětu (kterou uvád́ıme pro čtenáře, kteř́ı nemaj́ı př́ıstup
na Intranet FEKT VUT) je následuj́ıćı:

1. Typické vlastnosti řešeńı diferenciálńıch rovnic (geometrický význam, po-
jem počátečńı úlohy, jednoznačnost řešeńı, singulárńı body). Základńı dva
typy rovnic (separovatelné a lineárńı).

2. Exaktńı rovnice. Integračńı faktor. Bernoulliova rovnice. Riccatiova rov-
nice. Clairoutova rovnice. Linearizace rovnic. Picardovy postupné aproxi-
mace.

3. Lineárńı systémy obyčejných diferenciálńıch rovnic. Struktura jejich řešeńı.
Exponenciála matice a jej́ı výpočet. Maticové řešeńı (pomoćı exponenciály
matice) lineárńıch systém̊u s konstantńımi koeficienty.

4. Vektorový tvar partikulárńıho řešeńı (źıskaný metodou variace konstant).
Diskuse a klasifikace řešeńı rovinného systému rovnic s konstantńımi koefi-
cienty. Zápis obecného řešeńı. Systémy s konstantńımi koeficienty. Řešeńı
pomoćı exponenciály matice a Weyrovou metodou.

5. Rovnice vyšš́ıch řád̊u. Struktura řešeńı lineárńıch rovnic vyšš́ıch řád̊u.
Využit́ı diferenciálńıch rovnic (elektrotechnické aplikace, rovnice druhého
řádu, oscilace, rezonance, tlumeńı, přechodné jevy).

6. Formulace počátečńı úlohy pro rovnici vyšš́ıho řádu. Existence řešeńı.
Rovnice Van der Poolova. Lineárńı rovnice. Řešeńı lineárńıch rovnic dru-
hého řádu pomoćı mocninných řad.

7. Besselova rovnice a Besselovy funkce, Legendreova rovnice a Legendreovy
funkce. Autonomńı systémy. Diskuse rovinného lineárńıho autonomńıho
systému.

8. Parciálńı diferenciálńı rovnice prvńıho řádu. Formulace počátečńı úlohy.
Charakteristický systém. Existence řešeńı. Obecné řešeńı.

9. Metoda řešeńı některých typ̊u parciálńıch rovnic prvńıho řádu. Prvńı in-
tegrály. Geometrický význam integrál̊u. Pfaffova rovnice.

10. Parciálńı diferenciálńı rovnice druhého řádu. Klasifikace rovnic (hyperbo-
lické, parabolické, eliptické). Transformace proměnných.

11. Geometrická představa řešeńı. Základńı (kanonické) tvary diferenciálńıch
rovnic druhého řádu. Charakteristiky.

12. Řešeńı některých rovnic druhého řádu pomoćı metody separace a Fourierovy
metody (Laplaceova rovnice, rovnice vedeńı tepla).

13. Vlnová rovnice a D’Alembertova metoda jej́ıho řešeńı. Telegrafńı rovnice.

Ilustrace pojmů a metod se předpokládá pomoćı moderńıho matematického
software. Přednášky budou doplňovat poč́ıtačová cvičeńı. Témata jednotlivých
cvičeńı jsou:



1. Obyčejné a parciálńı diferenciálńı rovnice.

2. Směrová pole diferenciálńıch rovnic.

3. Přiblǐzné řešeńı rovnic prvńıho řádu a vyšš́ıch řád̊u.

4. Van der Poolova rovnice.

5. Přesná řešeńı rovnic prvńıho řádu.

6. Přesná řešeńı rovnic vyšš́ıch řád̊u.

7. Řešeńı ve tvaru nekonečných řad.

8. Besselova rovnice, Besselovy funkce, Legendreova rovnice, Legendreovy funk-
ce.

9. Diskuse přednost́ı a slabin matematického software.

10. Fázové trajektorie dvourozměrného dynamického systému.

11. Řešeńı v́ıcerozměrného lineárńıho systému s konstantńımi koeficienty.

12. Parciálńı rovnice prvńıho řádu.

13. Softwarové řešeńı základńıch typ̊u parciálńıch rovnic druhého řádu.

Navrhovatelé předmětu předpokládaj́ı, že studenti źıskaj́ı schopnost orien-
tace v základńıch pojmech a v metodách řešeńı diferenciálńıch rovnic a že bu-
dou umět řešit technické úlohy pomoćı aplikaćı těchto metod. Řešeńı úloh se
předpokládá i s využit́ım matematického programového vybaveńı. Studenti ale
muśı zvládnout podmı́nky, kdy je možné kterou metodu použ́ıt. V technických
oborech se většinou mlčky předpokládá existence řešeńı a jeho jednoznačnost.
Současný matematický software podmı́nky existence a jednoznačnosti řešeńı ne-
prověřuje. Prověrku muśı provést uživatel mimo běh vlastńıho programu. Nebo
přesněji - měl by udělat. Při poč́ıtačovém řešeńı vždy hroźı, že obdrž́ıme nějaký
výsledek (tj. řešeńı), který se ale může značně lǐsit od skutečného, pokud jsme
si předem neověřili splnitelnost předepsaných podmı́nek (existence řešeńı, kon-
vergence řady, atd.).

Navržený obsah kurzu je značně rozsáhlý a přitom obsahuje pouze základy
teorie diferenciálńıch rovnic, které jsou nutné pro zvládnut́ı technických před-
mět̊u magisterského studia.

4 Problémy

Veškerá př́ıprava výuky, včetně př́ıpravy všech materiál̊u pro ni, byla do značné
mı́ry praćı na slepo. Dopředu nebylo odhadnutelné, kolik bude mı́t fakulta
v daném ročńıku posluchač̊u, kolik si jich daný předmět zvoĺı a jaká bude úroveň
jejich matematických znalost́ı. Vı́me, že většina z nich neměla celý předchoźı rok



žádný matematický předmět, ale nev́ıme ani nejsme schopni dostatečně kvali-
fikovaně odhadnout jaká bude rychlost zapomı́náńı dř́ıve nabytých poznatk̊u.

Ukázalo se, že pr̊uchodnost bakalářského studia je mnohem menš́ı, než se
předpokládalo.

Do navazuj́ıćıho magisterského studia nastupuje asi 380 student̊u Pro fakultu
je to návrat o 14 let zpět. Tehdy jsme přij́ımali na celou elektrotechnickou
fakultu (včetně informatiky) asi 750 student̊u. Jedna třetina student̊u odpadla
během prvńıch dvou let studia. Do třet́ıho ročńıku (tam zač́ınala specializace
a studenty přeb́ıraly finálńı ústavy) nastupovalo kolem 500 student̊u. Katedra
poč́ıtač̊u (později ústav informatiky) měla v ročńıku asi 120 student̊u - počet
byl předem stanoven počtem mı́st v laboratoř́ıch. Na zbývaj́ıćı elektrotech-
nické ústavy připadalo asi 380 student̊u. Od 1.1.2001 se ústav informatiky
přetransformoval na fakultu informačńıch technologíı a osamostanil se.

Počet student̊u přij́ımaných na FEKT postupně nar̊ustá a do prvńıho ročńıku
bakalářského studijńıho programu bylo před třemi lety přijato skoro 1000 stu-
dent̊u. Po třech letech studia jich ale splnilo podmı́nky (= źıskali dostatečný
počet kredit̊u) pro připuštěńı k bakalářské zkoušce, jen něco málo přes jednu
třetinu. Proto jsme se vrátili o tolik let zpět v počtu student̊u, kteř́ı se budou
snažit stát se inženýry.

Různé části teorie diferenciálńıch rovnic a vlastnosti jejich řešeńı se daj́ı
názorně ukázat na náčrtćıch, tj. geometricky. Při snaze o to, aby posluchači
látce porozuměli hlouběji naráž́ıme na velké neznalosti student̊u v geometrii.
Viz [9], [10], [12]. Důvodem je postupné omezováńı rozsahu výuky geometrie na
všech stupńıch škol.

Problémy většinou nevznikaj́ı pokud budeme pracovat pouze s obyčejnou
diferenciálńı rovnićı typu y′ = f(y) v prostoru R2. Ty nastávaj́ı při studiu
soustav rovnic - v prostorech vyšš́ı dimenze a u parciálńıch diferenciálńıch rovnic.

Výuka geometrie na FEKT byla prakticky redukována na připomenut́ı li-
neárńıch útvar̊u (př́ımka, rovina) a na kanonické tvary kuželoseček a kvadrik,
takže nemůžeme na základě těchto znalost́ı ilustrovat geometrické vlastnosti
řešeńı diferenciálńıch rovnic. Proto byly z kurzu MDRE vynechány geometrické
vlastnosti prvńıch integrál̊u a na minimum musel být omezen výklad geomet-
rických vlastnost́ı parciálńıch diferenciálńıch rovnic.

Při př́ıpravě kurzu jsme byli nuceni vynechat některé zaj́ımavé oblasti. Jde
např́ıklad o obecnou nelineárńı rovnici, soustavy nelineárńıch rovnic a nebo
o rovnice s nespojitou pravou stranou. Jde o materiál, který má velmi časté
aplikace, ale z časových d̊uvod̊u jej nebylo možné zařadit. Pro to by bylo nutné
zvýšit počet hodin výuky předmětu.

5 Závěr

Jak je zvykem na FEKT VUT, př́ıprava každého nového předmětu obsahuje
také zpracováńı odpov́ıdaj́ıćıho elektronického učebńıho textu. Ten je pr̊uběžně
připravován a v současné době je k dispozici asi 150 stran textu. Elektronický
učebńı text bude př́ıstupný na fakultńı poč́ıtačové śıti.



Na základě našich zkušenost́ı s pr̊uběžným vyhodnocováńım studijńıch výs-
ledk̊u v bakalářském studiu a podle dotaz̊u, se kterými se na nás obracej́ı stu-
denti při př́ıpravě bakalářských praćı, muśıme očekávat, že nastanou i daľśı
pot́ıže. Velké rezervy maj́ı posluchači při algebraických úpravách výraz̊u, chabé
jsou často vědomosti o základńıch inetgračńıch metodách. Nedostatek času,
věnovaného poč́ıtáńı př́ıklad̊u, vede k tomu, že student̊um chyb́ı cit pro zvoleńı
vhodných metod při jejich řešeńı.

Na předmět MDRE bude navazovat předmět Moderńı numerické metody,
kde se zájemci dověd́ı o některých metodách numerického řešeńı diferenciálńıch
rovnic a jejich soustav.

Poděkováńı.

Autoři jsou podporováni projektem FRVŠ 2717(2005).
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