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Abstrakt

Ptispévek se zabyva piipravou predmétu ,,Diferencidlni rovnice a je-
jich pouZiti v elektrotechnice”, ktery je nové zafazen v navazujicim magis-
terském studijnim programu na FEKT VUT v Brné. Piedmét je vénovam
nékterym okruhum z teorie diferencidlnich rovnic a to jak obycejnych, tak
i parcialnich, které nebyly v bakaldfském studiu probirdny, ale které se
casto vyskytuji v technickych aplikacich.

Keywords Elektrotechnika, diferencidlni rovnice, vlastnosti feseni, ap-
likace.

1 Uvod

V roce 2005 bylo zahdjeno na Fakulté elektrotechniky a komunikaénich tech-
nologi{ (FEKT) VUT v Brné navazujici magisterské studium. Jde o dals{ stupen
v reformé vysokoskolského studia, v souladu s bolonskou deklaraci ministra
skolstvi zem{ EU, o pfechodu na dvoustupiiovy systém vysokoskolského studia.

Mezi magisterské kurzy byly zatazeny i ¢tyfi matematické piedméty (po-
drobnosti viz [7]). Budeme se nyni vénovat jednomu z nich, ktery se jmenuje
,, Diferencidlni rovnice a jejich pouZiti v elektrotechnice”, ve zkratce MDRE.

Na zdkladé predchozich zkusenosti a podle predbéznych pozadavku findlnich
ustavu predpokladdame, Zze mezi studenty bude préavé o tento predmét nejvétsi
zajem.

2 Vychozi podminky

Zakladni kurz matematiky v bakaldfském studiu na FEKT VUT je rozdélen
do t¥{ navazujicich semestrdlnich kurzi, nazvanych BMA1, BMA2 a BMAS.
Protoze je v nich nutné provést prufez celou matematikou (tj. linedrni algebra,
diferencidlni a integralni pocet jedné i vice proménnych, diferencidlni rovnice,



integralni transformace, numerické metody, pravdépodobnost a statistika), nen{
mozné vénovat se podrobnéji jednotlivym tématim. Ty jsou zde pouze uve-
deny a stu¢né procviceny. Duraz se klade predevsim na zvladnuti a pochopeni
zékladnich pojmu a osvojeni si nezbytnych dovednosti a postupt pro feseni
typovych tloh.

Proto v bakaldiském studiu zaznély pouze zakladni pojmy z teorie oby¢ejnych
diferencidlnich rovnic, navic ve velmi omezeném rozsahu. Ve druhém semestru
bakalaiského studia v predmétu BMA2 jsou prvni tii prednasky vénovany dife-
rencidlnim rovnicim. Probiraji se:

1. Obycejné diferencidlni rovnice, zdkladni pojmy a nékteré analytické metody.
2. Soustavy linedrnich diferencidlnich rovnic, metoda variace konstanty.
3. Soustavy s konstantnimi koeficienty, fundamentdlni resend.
V numerickych cvic¢enich se procviéi:
1. Metoda separace proménngch, linedrni, exaktni a homogenni rovnice.
2. Soustavy s konstantnimi koeficienty.
V pocitacovych cvicenich se probira:
1. Resent diferencidlnich rovnice (za pomoci vhodného programového vybavent).
2. Smérové pole, izokliny.

Pro nedostatek casu byl dalsi materidl pfesunut az do navazujictho magis-
terského studia

3 Magisterské studium

Ustavu matematiky se podafilo dosdhnout toho, Zze do navazujictho magis-
terského studijniho programu byly diferencidlni rovnice zatazeny jako samostatny
predmét. Jeho rozsah je 3 hodiny pfednasek tydné a 2 hodiny pocitacového
cviceni kazdych 14 dni.

Diferencialni rovnice jsou zdkladnim matematickym aparatem pii popisu
mnoha oblasti technickych véd. Cilem navrzeného kursu MDRE je vytvorit u
studentu zdkladni predstavy o vlastnostech feseni diferencidlnich rovnic, vysvétlit
nékteré zakladni techniky a metody jejich feseni. Ukolem kursu je nejenom
seznamit s nékterymi presnymi metodami feSeni diferencidlnich rovnic, ale také
ukézat na moznosti ziskani pifibliznych informaci o vlastnostech jejich feSeni.
Jednotlivé metody jsou ilustrovany na mnoha ptikladech, ptitom je snaha zata-
zovat prednostné aplika¢ni tlohy, zvlasté z elektrotechniky.



Schvélend osnova predmétu (kterou uvddime pro ¢tendre, ktef{ nemajf pristup
na Intranet FEKT VUT) je nésledujici:

1.

10.

11.

12.

13.

Typické vlastnosti Tesent diferencidlnich rovnic (geometricky vyznam, po-
jem pocatecnd dlohy, jednoznacnost fesend, singuldrni body). Zdkladni dva
typy rovnic (separovatelné a linedrni).

Ezaktni rovnice. Integracni faktor. Bernoulliova rovnice. Riccatiova rov-
nice. Clairoutova rovnice. Linearizace rovnic. Picardovy postupné aproxi-
mace.

Linedrni systémy obycejngch diferencidlnich rovnic. Struktura jejich TeSent.
Ezponencidla matice a jeji vgpocet. Maticové Feseni (pomoci exponencidly
matice) linedrnich systémi s konstantnimi koeficienty.

Vektorovy tvar partikuldrniho teSend (ziskany metodou variace konstant).
Diskuse a klasifikace Teseni rovinného systému rovnic s konstantnimi koefi-
cienty. Zdpis obecného fesend. Systémy s konstantnimi koeficienty. Resent
pomoci exponencidly matice a Weyrovou metodou.

Rovnice vysSich Tddi. Struktura reSeni linedrnich rovnic vyssich rddu.
Vyuziti diferencidlnich rovnic (elektrotechnické aplikace, rovnice druhého
Tadu, oscilace, rezonance, tlumend, prechodné jevy).

Formulace poédteéni wlohy pro rovnici vyssiho rddu. Fxistence resent.
Rowvnice Van der Poolova. Linedrni rovnice. Resent linedrnich rovnic dru-
hého Tddu pomoci mocninnych tTad.

Besselova rovnice a Besselovy funkce, Legendreova rovnice a Legendreovy
funkce. Autonomni systémy. Diskuse rovinného linedrniho autonomniho
systému.

Parcidlni diferencidlni rovnice pruniho tddu. Formulace pocédtecni dlohy.
Charakteristicky systém. Ezistence reSeni. Obecné resent.

Metoda teseni nékterych typu parcidlnich rovnic pruniho tddu. Proni in-
tegrdly. Geometricky vgznam integrdlu. Pfaffova rovnice.

Parcidlng diferencidlng rovnice druhého ddu. Klasifikace rovnic (hyperbo-
lické, parabolické, eliptické). Transformace proménngch.

Geometrickd predstava Tesent. Zdkladni (kanonické) tvary diferencidlnich
rovnic druhého rddu. Charakteristiky.

Resend nekterych rovnic druhého rddu pomoci metody separace a Fourierovy
metody (Laplaceova rovnice, rovnice vedeni tepla).

Vinovd rovnice a D’Alembertova metoda jejiho Teseni. Telegrafni rovnice.

Tlustrace pojmu a metod se predpokladd pomoci moderniho matematického
software. Pfednasky budou dopliovat pocitacova cviceni. Témata jednotlivych
cviceni jsou:



1. Obycejné a parcidlni diferencidlni rovnice.

2. Smérovd pole diferencidlnich rovnic.

3. Priblizné resent rovnic pruniho fadu a vysSich rddu.
4. Van der Poolova rovnice.

5. Presnd teSent rovnic pruniho tddu.

6. Presnd reseni rovnic vyssich rddu.

7. Resent ve tvaru nekoneénijch rad.

8. Besselova rovnice, Besselovy funkce, Legendreova rovnice, Legendreovy funk-
ce.

9. Diskuse prednosti a slabin matematického software.
10. Fdzové trajektorie dvourozmérného dynamického systému.
11. Resent vicerozmérného linedrniho systému s konstantnimi koeficienty.
12. Parcidlni rovnice proniho tddu.
13. Softwarové teseni zdakladnich typu parcidlnich rovnic druhého Tddu.

Navrhovatelé predmétu predpokladaji, ze studenti ziskaji schopnost orien-
tace v zakladnich pojmech a v metodach feseni diferencidlnich rovnic a ze bu-
dou umét fesit technické vlohy pomoci aplikaci téchto metod. Reseni tloh se
predpokladé i s vyuzitim matematického programového vybaveni. Studenti ale
musi zvladnout podminky, kdy je mozné kterou metodu pouzit. V technickych
oborech se vétsinou mlcky predpokladd existence feSeni a jeho jednoznacnost.
Soucasny matematicky software podminky existence a jednoznac¢nosti feSeni ne-
provéfuje. Provérku musi provést uzivatel mimo béh vlastniho programu. Nebo
presnéji - mél by udélat. Pii pocitacovém teseni vzdy hrozi, ze obdrzime néjaky
vysledek (tj. feseni), ktery se ale muze znac¢né lisit od skuteéného, pokud jsme
si pfedem neovéfili splnitelnost predepsanych podminek (existence feseni, kon-
vergence Tady, atd.).

Navrzeny obsah kurzu je znacné rozsahly a pritom obsahuje pouze zdklady
teorie diferencidlnich rovnic, které jsou nutné pro zvladnuti technickych pted-
métu magisterského studia.

4 Problémy

Veskerd piiprava vyuky, véetné ptipravy vSech materidla pro ni, byla do zna¢né
miry praci na slepo. Dopfedu nebylo odhadnutelné, kolik bude mit fakulta
v daném roéniku posluchacu, kolik si jich dany predmét zvoli a jaka bude tGroven
jejich matematickych znalosti. Vime, ze vétSina z nich neméla cely predchozi rok



zadny matematicky pfedmét, ale nevime ani nejsme schopni dostatecné kvali-
fikované odhadnout jakd bude rychlost zapomindni dfive nabytych poznatku.

Ukézalo se, ze pruchodnost bakaldiského studia je mnohem mensi, nez se
predpokladalo.

Do navazujiciho magisterského studia nastupuje asi 380 studentu Pro fakultu
je to navrat o 14 let zpét. Tehdy jsme pfijimali na celou elektrotechnickou
fakultu (véetné informatiky) asi 750 studenti. Jedna tfetina studentu odpadla
béhem prvnich dvou let studia. Do tfetiho roéniku (tam zac¢inala specializace
a studenty pfebiraly findlni dstavy) nastupovalo kolem 500 studentu. Katedra
pocitacu (pozdéji ustav informatiky) meéla v roéniku asi 120 studentu - pocet
byl pfedem stanoven poCtem mist v laboratofich. Na zbyvajici elektrotech-
nické tdstavy pripadalo asi 380 studentu. Od 1.1.2001 se tstav informatiky
pretransformoval na fakultu informac¢nich technologii a osamostanil se.

Pocet studentu prijimanych na FEKT postupné narusta a do prvniho roéniku
bakalafského studijniho programu bylo pfed tiemi lety pfijato skoro 1000 stu-
dentt. Po tfech letech studia jich ale splnilo podminky (= ziskali dostateény
pocet kreditll) pro pripusténi k bakaldrské zkousce, jen néco mdlo pies jednu
tFetinu. Proto jsme se vratili o tolik let zpét v poctu studentu, ktefi se budou
snazit stat se inzenyry.

Ruzné casti teorie diferencidlnich rovnic a vlastnosti jejich teSeni se daji
nazorné ukazat na nacrtcich, tj. geometricky. Pii snaze o to, aby posluchaci
latce porozuméli hloubgéji narazime na velké neznalosti studentti v geometrii.
Viz [9], [10], [12]. Davodem je postupné omezovéni rozsahu vyuky geometrie na
v8ech stupnich skol.

Problémy vétsinou nevznikaji pokud budeme pracovat pouze s obycejnou
diferencidlni rovnicf typu v’ = f(y) v prostoru R2. Ty nastdvaji pti studiu
soustav rovnic - v prostorech vyssi dimenze a u parcialnich diferencidlnich rovnic.

Vyuka geometrie na FEKT byla prakticky redukovdna na ptipomenuti li-
nedrnich ttvaru (pfimka, rovina) a na kanonické tvary kuzelosecek a kvadrik,
takze nemuzeme na zdkladé téchto znalosti ilustrovat geometrické vlastnosti
teSeni diferencidlnich rovnic. Proto byly z kurzu MDRE vynechdny geometrické
vlastnosti prvnich integrali a na minimum musel byt omezen vyklad geomet-
rickych vlastnosti parcialnich diferencialnich rovnic.

Pii ptipravé kurzu jsme byli nuceni vynechat nékteré zajimavé oblasti. Jde
napiiklad o obecnou nelinedrni rovnici, soustavy nelinearnich rovnic a nebo
o rovnice s nespojitou pravou stranou. Jde o materidl, ktery ma velmi casté
aplikace, ale z casovych davodu jej nebylo mozné zaradit. Pro to by bylo nutné
zvysit pocet hodin vyuky predmétu.

5 Zaveér

Jak je zvykem na FEKT VUT, pfiprava kazdého nového piredmétu obsahuje
také zpracovani odpovidajiciho elektronického u¢ebniho textu. Ten je prubézné
pripravovan a v soucasné dobé je k dispozici asi 150 stran textu. Elektronicky
ucebni text bude pristupny na fakultni pocitacové siti.



Na zakladé nasich zkuSenosti s prubéznym vyhodnocovanim studijnich vys-
ledkt v bakalaiském studiu a podle dotazu, se kterymi se na nas obraceji stu-
denti pii pripravé bakalafskych praci, musime ocekdvat, ze nastanou i dalsi
potize. Velké rezervy maji posluchaédi pii algebraickych tpravéch vyrazi, chabé
jsou casto védomosti o zdkladnich inetgra¢nich metodach. Nedostatek casu,
vénovaného pocitani prikladu, vede k tomu, ze studenttim chybi cit pro zvoleni
vhodnych metod pfi jejich feseni.

Na ptedmét MDRE bude navazovat pfedmét Moderni numerické metody,
kde se zdjemci dovédi o nékterych metoddch numerického feseni diferencidlnich
rovnic a jejich soustav.

Podékovani.

Autofi jsou podporovani projektem FRVS 2717(2005).
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