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Křivkový integrál ve skalárńım poli

Pojem KŘIVKY je poměrně složitý. Přesná definice se zavád́ı v
diferenciálńı geometrii. Křivky můžeme dělit podle r̊uzných
hledisek.

rovinné

prostorové

Analytické vyjáďreńı ǩrivky
jako graf funkce

parametrické vyjáďreńı

obecná rovnice ǩrivky
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Křivkový integrál ve skalárńım poli



Křivkový integrál ve skalárńım poli

Kružnice
obecná rovnice S [x0, y0], r > 0

(x − x0)2 + (y − y0)2 = r 2

parametrické vyjáďreńı S [x0, y0], r > 0, t ∈ 〈0, 2π〉

x = x0 + rcost

y = y0 + rsint
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Křivkový integrál ve skalárńım poli

Elipsa
obecná rovnice S [x0, y0]; a, b > 0

(x − x0)2

a2
+

(y − y0)2

b2
= 1

parametrické vyjáďreńı S [x0, y0; a, b > 0, t ∈ 〈0, 2π〉

x = x0 + acost

y = y0 + bsint
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Cykloida
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Křivkový integrál ve skalárńım poli

uvažme oblouk γ ⊂ R2 a jeho parametrické vyjáďreńı ϕ, ψ na
〈a, b〉
%(M) je hustota ǩrivky v bodě M

si délka oblouku ÂiAi+1

hmotnost oblouku ǩrivky mi = %(Mi )si

nahrad́ıme hustotu % libovonou spojitou funkci f na oblouku γ
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Křivkový integrál ve skalárńım poli

Definice

Jestliže existuje konečná limita integrálńıho počtu

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

n∑
i=1

f (Mi )si ,

která nezáviśı jak na děleńı ǩrivky γ, tak na výběru bod̊u Mi na

obloućıch ÂiAi+1, pak tuto limitu znač́ıme∫
γ

f (M) ds =

∫
γ

f (x , y)ds

a nazveme ji ǩrivkovým integrálem funkce f p̌res ǩrivku γ.
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Věta

Necht’ je dán reálná funkce f na po částech hladné ǩrivce v rovině
zadané parametrickými funkcemi ϕ, ψ na 〈a, b〉. Pak plat́ı

∫
γ

f (M) ds =

∫
γ

f (x , y)ds =

b∫
a

f (ϕ(t), ψ(t))

√
ϕ̇2(t) + ψ̇2(t)dt.
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Věta

Necht’ oblouk je dán parametrickými rovnicemi x = ϕ(t),
y = ψ(t), z = χ(t) pro t ∈ 〈a, b〉 a funkce f je spojitá na oblouku
γ. Pak plat́ı ∫

γ

f (M) ds =

∫
γ

f (x , y , z)ds

=

b∫
a

f (ϕ(t), ψ(t), χ(t))

√
ϕ̇2(t) + ψ̇2(t) + χ̇2(t) dt.
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Základńı vlastnosti ǩrivkového integrálu

Věta

(a) Linearita. Necht’ γ ⊂ Rn(n = 2, 3) je oblouk a funkce f a g jsou
spojité na oblouku γ. Pak plat́ı∫

γ

(c1f + c2g)(M)ds = c1

∫
γ

f (M)ds + c2

∫
γ

g(M)ds

kde c1 a c2 jsou libovolné reálné konstanty.
(b) Aditivita. Necht’ γ ⊂ Rn(n = 2, 3) je ǩrivka, která je sjednoceńım
dvou oblouk̊u γ1, γ2 a funkce f je spojitá na ǩrivce γ. Pak plat́ı∫

γ

f (M)ds =

∫
γ1

f (M)ds +

∫
γ2

g(M)ds.
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Geometrické aplikace

Délka ǩrivky

L =

∫
γ

f (M) ds

Obsah části válcové plochy Φ s ř́ıd́ıćı ǩrivkou γ ⊂ R2 v rovině
z = 0 a tvǒŕıćımi p̌ŕımkami rovnoběžnými s osou z a
vymezenými plochami z = g(x , y) ≤ z = f (x , y) pro každé
[x , y ] ∈ γ

P =

∫
γ

[f (x , y)− g(x , y)]ds
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Fyzikálńı aplikace

Hmotnost drátu ve tvaru ǩrivky.

m =

∫
γ

%(x , y , z) ds

s lineárńı hustotou %(x , y , z) = %[kg ·m−1]

Hana Boháčková VUT
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Fyzikálńı aplikace

Statický moment hmotného drátu ve tvaru ǩrivky γ ⊂ R2

vzhledem k p̌ŕımce p.

Sp =

∫
γ

d([x , y ], p) · %(x , y)ds,

kde d([x , y ], p) je orientovaná vzdálenost bodu [x , y ] od
p̌ŕımky p.

Speciálńı p̌ŕıpad vzhledem k soǔradnicovým osám x a y

Sx =

∫
γ

y · %(x , y) ds, Sy =

∫
γ

x · %(x , y)ds
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Fyzikálńı aplikace

Statický moment hmotného drátu ve tvaru ǩrivky γ ⊂ R3

vzhledem k rovině τ .

Sτ =

∫
γ

d([x , y , z ], τ) · %(x , y , z)ds,

kde d([x , y , z ], τ) je orient. vzdálenost bodu [x , y , z ] od roviny τ .

Speciálńı p̌ŕıpad vzhledem k soǔradnicovým rovinám xy , xz a yz

Sxy =

∫
γ

z · %(x , y , z) ds, Sxz =

∫
γ

y · %(x , y , z)ds,

Syz =

∫
γ

x · %(x , y , z)ds
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Fyzikálńı aplikace

Těžǐstě hmotného drátu ve tvaru ǩrivky γ ⊂ R2 a γ ⊂ R3

T =
[Sy

m
,

Sx

m

]
, T =

[Syz

m
,

Sxz

m

Sxy

m

]
Moment setrvačnosti hmotného drátu ve tvaru ǩrivky
γ ⊂ R2, γ ⊂ R3 vzhledem k p̌ŕımce p ⊂ R2, resp. p ⊂ R3.

Ip =

∫
γ

d2([x , y ], p) · %(x , y)ds,

Ip =

∫
γ

d2([x , y , z ], p) · %(x , y , z) ds,

kde d([x , y ], p) je vzdálenost bodu [x , y ] od p̌ŕımky p ⊂ R2, resp.

d([x , y , z ], p) je vzdálenost bodu [x , y , z ] od p̌ŕımky p ⊂ R3.
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Fyzikálńı aplikace

Speciálńı p̌ŕıpad vzhledem k soǔradnicovým osám x a y

Ix =

∫
γ

y 2 · %(x , y) ds, Iy =

∫
γ

x2 · %(x , y) ds,

Speciálńı p̌ŕıpad vzhledem k soǔradnicovým osám x , y a z

Ix =

∫
γ

(y 2 + z2) ·%(x , y , z) ds, Iy =

∫
γ

(x2 + z2) ·%(x , y , z) ds,

Iz =

∫
γ

(x2 + y 2) · %(x , y , z)ds
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Děkuji za pozornost!
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