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Transformace trojného integrálu

ϕ(u, v ,w), ψ(u, v ,w), χ(u, v ,w) jsou spojitě diferencovatelné
funkce na Ω

G = (ϕ,ψ, χ) je prosté zobrazńı

Jakobián:
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Transformace trojného integrálu

Věta

Necht’ Ω ⊂ R3 je otev̌rená množina a G je prosté zobrazeńı,
ϕ,ψ, χ jsou spojitě diferenovatelné a J(u, v ,w) 6= 0 v každém
bodě [u, v ,w ] ∈ Ω. Necht’ K ⊂ Ω je sjednoceńım konečného počtu
elementarńıch oblast́ı prvńıho, druhého nebo ťret́ıho druhu a funce
f je spojitá. Pak plat́ı:∫∫∫

G(K)

f (x , y , z)dxdydz

=

∫∫∫
K

f ((ϕ(u, v ,w), ψ(u, v ,w), χ(u, v ,w))|J(u, v ,w)|dudvdw .
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Nejdůležitěǰśı typy transformaćı

Cylindrické soǔradnice

x = r cost ≡ ϕ(r , t, z)

y = r sint ≡ ψ(r , t, z)

z = z ≡ χ(r , t, z)

J = r ; r > 0; t ∈ 〈−π, π〉, z ∈ R
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Nejdůležitěǰśı typy transformaćı

Zobecněné cylindrické soǔradnice

x = ar cost ≡ ϕ(r , t, z)

y = br sint ≡ ψ(r , t, z)

z = z ≡ χ(r , t, z)

J = abr ; a, b, r > 0; t ∈ 〈−π, π〉, z ∈ R
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Nejdůležitěǰśı typy transformaćı

Sférické soǔradnice

x = ρ cosϕ cosγ

y = ρ sinϕ cosγ

z = ρ sinγ

J = ρ2 cosγ; ρ > 0; ϕ ∈ 〈0, 2π〉, ϕ ∈ 〈−π/2, π/2〉
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Nejdůležitěǰśı typy transformaćı

Zobecněné sférické soǔradnice

x = aρ cosϕ cosγ

y = bρ sinϕ cosγ

z = cρ sinγ

J = abcρ2 cosγ; a, b, c , ρ > 0; ϕ ∈ 〈0, 2π〉, ϕ ∈ 〈−π/2, π/2〉
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Aplikace dvojného integrálu

Objem tělesa

V (Ω) =

∫∫∫
Ω

dxdydz

Hmotnost tělesa o dané hustotě

m(Ω) =

∫∫∫
Ω

ρ(x , y , z) dxdydz
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Aplikace dvojného integrálu

Statický moment tělesa vzhledem k soǔradnicovým rovinám
xy , xz a yz

Sxy =

∫∫∫
Ω

z · σ(x , y , z)dxdydz

Sxz =

∫∫∫
Ω

y · σ(x , y , z)dxdydz

Syz =

∫∫∫
Ω

x · σ(x , y , z)dxdydz
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Aplikace dvojného integrálu

Těžǐstě tělesa

T =
[Syz

m
,

Sxz

m
,

Sxy

m

]
Moment setrvačnosti tělesa vzhledem k osám x , y a z

Ix =

∫∫∫
Ω

(y 2 + z2) · σ(x , y , z)dxdydz

Iy =

∫∫∫
Ω

(x2 + z2) · σ(x , y , z)dxdydz

Iz =

∫∫∫
Ω

(x2 + y 2) · σ(x , y , z)dxdydz
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Děkuji za pozornost!
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