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Trojný integrál



Trojný integrál na trojrozměrném intervalu

uvažme interval I = 〈a, b〉x〈c, d〉x〈e, f 〉 ⊂ R3, děĺıćı body

a = x0 < x1 < · · · < xm = b

c = y0 < y1 < · · · < yn = d ,

e = z0 < z1 < · · · < zl = f

Dmnl děleńı I .

objem intervalu I definujeme

µ(Iijk) = (xi − xi−1)(yj − yj−1)(zk − zk−1).
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Trojný integrál na trojrozměrném intervalu

Definice

Necht’ f je ohraničená funkce na I , Dmnl děleńı I s dělićımi body
x0, x1, . . . , xm, y0, y1, . . . , yn, z0, z1, . . . , zl .
Označme N(Dmnl) množinu všech mnl-tic bod̊u Mijk ∈ Iijk . Č́ıslo

S(f ,Dmnl ,N(Dmnl)) =
m∑
i=1

n∑
j=1

l∑
k=1

f (Mijk)µ(Iijk)

nazýváme Riemannovým integrálńım součtem funkce f p̌ŕıslušným
děleńı Dmnl a mnl-tici bod̊u z N(Dmnl).
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Trojný integrál na trojrozměrném intervalu

Definice

Řekneme, že funkce f má na I ⊂ R3 trojný Riemann̊uv integrál
právě tehdy, když existuje konečná limita

lim
n(D)→0

S(f ,Dmnl ,N(Dmnl)),

Tuto limitu znač́ıme ∫∫∫
I

f (x , y , z)dxdydz .
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Věta o existenci integrálu

Věta

Každá funkce spojitá na intervalu I ⊂ R3 je integrovatelná.
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Trojný integrál na oblastech I., II. a III. druhu

elementárńı oblast I. druhu je množina

ΩI = {[x , y , z ] ∈ R3 : [x , y ] ∈ Ωxy ⊂ R2, g1(x , y) < z < h1(x , y)}

elementárńı oblast II. druhu je množina

ΩII = {[x , y , z ] ∈ R3 : [x , z ] ∈ Ωxz ⊂ R2, g2(x , z) < y < h2(x , z)}

elementárńı oblast III. druhu je množina

ΩIII = {[x , y , z ] ∈ R3 : [y , z ] ∈ Ωyz ⊂ R2, g3(y , z) < x < h3(y , z)}
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Fubiniho věta

Věta

(a) Necht’ funkce f je integrovatelná na množině ΩI . Jestliže pro každé
[x , y ] ∈ Ωxy je funkce f (x , y , z) (nyńı proměnné z) intergrovatelná na
intervalu 〈g1(x , y), h1(x , y)〉, pak funkce

F1(x , y) =

∫ h1(x,y)

g1(x,y)

f (x , y , z)dz .

je integrovatelná na množině Ωx,y a plat́ı∫∫∫
ΩI

f (x , y , z)dxdydz =

∫∫
Ωxy

F1(x , y)dxdy

=

∫∫
Ωxy

(∫ h1(x,y)

g1(x,y)

f (x , y , z)dz

)
dxdy .
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Fubiniho věta

Věta

(b) Necht’ funkce f je integrovatelná na množině ΩII . Jestliže pro každé
[x , z ] ∈ Ωxz je funkce f (x , y , z) (nyńı proměnné y) intergrovatelná na
intervalu 〈g2(x , z), h2(x , z)〉, pak funkce

F2(x , z) =

∫ h2(x,z)

g2(x,z)

f (x , y , z)dy .

je integrovatelná na množině Ωx,z a plat́ı∫∫∫
ΩII

f (x , y , z)dxdydz =

∫∫
Ωxz

F2(x , z)dxdz

=

∫∫
Ωxz

(∫ h2(x,z)

g2(x,z)

f (x , y , z)dy

)
dxdz .
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Fubiniho věta

Věta

(c) Necht’ funkce f je integrovatelná na množině ΩIII . Jestliže pro každé
[y , z ] ∈ Ωyz je funkce f (x , y , z) (nyńı proměnné x) intergrovatelná na
intervalu 〈g3(y , z), h3(y , z)〉, pak funkce

F3(y , z) =

∫ h3(y ,z)

g3(y ,z)

f (x , y , z)dx .

je integrovatelná na množině Ωy ,z a plat́ı∫∫∫
ΩIII

f (x , y , z)dxdydz =

∫∫
Ωxz

F3(y , z)dydz

=

∫∫
Ωyz

(∫ h3(y ,z)

g3(y ,z)

f (x , y , z)dx

)
dydz .
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Základńı vlastnosti trojného integrálu

Necht’ Ω,ΩI ,ΩII jsou oblasti prvńıho nebo druhého druhu a necht’

f , g jsou funkce integrovatené na Ω. Pak plat́ı:

(a) ∫∫∫
Ω

(f (x , y , z)± g(x , y , z)) dxdydz

=

∫∫∫
Ω

f (x , y , z)dxdydz ±
∫∫∫

Ω

g(x , y , z)dxdydz .

(b) ∫∫∫
Ω

kf (x , y , z) dxdydz = k

∫∫∫
Ω

f (x , y , z)dxdydz ,

kde k ∈ R, k 6= 0.
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Základńı vlastnosti trojného integrálu

(c) Jestliže pro každé [x , y , z ] ∈ Ω plat́ı f (x , y , z) ≤ g(x , y , z), pak∫∫∫
Ω

f (x , y , z) dxdydz ≤
∫∫∫

Ω

g(x , y , z) dxdydz .

(d) |f | ∈ R(Ω) a plat́ı∣∣∣∣∣∣
∫∫∫

Ω

f (x , y , z)dxdydz

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫∫∫

Ω

|f (x , y , z)| dxdydz .
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Základńı vlastnosti trojného integrálu

(e) Jestliže pro každé [x , y , z ] ∈ Ω plat́ı že |f (x , y , z)| ≤ M, pak∣∣∣∣∣∣
∫∫∫

Ω

f (x , y , z) dxdydz

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫∫∫

Ω

|f (x , y , z)|dxdydz ≤ Mµ(Ω).

(f) Jestliže intΩ1∩intΩ2 = ∅, f ∈ R(Ω1) a f ∈ R(Ω2), pak je
finkce f integrovatelná na Ω1 ∪ Ω2 a plat́ı:∫∫∫

Ω1∪Ω2

f (x , y , z)dxdydz

=

∫∫∫
Ω1

f (x , y , z)dxdydz +

∫∫∫
Ω2

f (x , y , z) dxdydz .
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Základńı vlastnosti trojného integrálu

(g) f · g ∈ R(Ω)

(h) Jestliže je funkce f spojitá na
−
Ω, pak existuje bod [ξ, η, ζ] ∈

−
Ω

tak, že ∫∫∫
Ω

f (x , y , z)dxdydz = f (ξ, η, ζ)µ(Ω).
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Děkuji za pozornost!
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