BAAOO3 - MATEMATIKA 3

Hana Bohackova

FAST VUT

2024

Hana Boh&tkova

Trojny integral



Trojny integral na trojrozmé&rném intervalu

m uvaZme interval | = (a, b)x(c, d)x(e, f) C R3, délici body
a:x0<x1<---<xm:b

c=yp<n<---<y,=d,
e=z<zn<---<z="fF

Dy d&lent 1.

m objem intervalu / definujeme

wlie) = (xi = xi—1)(yj — yj-1)(2zk — 2k-1)-
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Trojny integral na trojrozmérném intervalu

Necht f je ohrani¢end funkce na I, Dy, dé&leni | s délicimi body

X0, X1y s Xmy Y0, Y15+ -3 Y0y 205215 - -5 2]- .
Oznagme N(Dpp) mnoZinu vech mnl-tic bodi My € Iy Cislo

m n /

S(f, Doty N(Dirt)) = D > 0> F(Mi) e

i=1 j=1 k=

nazyvame Riemannovym integrdinim souctem funkce f pFislusnym
dé&leni Dy @ mnl-tici bodi z N(Dppy)-
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Trojny integral na trojrozmérném intervalu

Definice

Rekneme, Ze funkce f ma na | C R3 trojny Riemanniiv integral
pravé tehdy, kdyZ existuje konecna limita

lim  S(f, Dmni, N(Dmni)),
(g > Dt N Do)

Tuto limitu zna&me

// f(x,y,z)dxdydz.
I
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Véta o existenci integralu

KaZda funkce spojita na intervalu | C R3 je integrovatelna.
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Trojny integral na oblastech I., II. a Ill. druhu

m elementdrni oblast |. druhu je mnoZina

Q= {[x,y,2] €R®: [x,y] € Dy CR? g1(x,y) < z < h1(x,y)}
m elementdrni oblast Il. druhu je mnozZina

Qu={[xy,z2] e R3: [x,2] € Qo C R2, go(x,2) < y < ha(x,2)}
m elementdrni oblast Ill. druhu je mnoZina

QIII = {[X7y)2] GR?) : [y7Z] € Qyz CR27g3(yvz) <Xx < h3(y,z)}
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Fubiniho véta

Véta

<
\ |

(a) Necht funkce f je integrovatelnd na mnoZiné ;. Jestlize pro kaZdé
[x,y] € Q, je funkce f(x,y,z) (nyni proménné z) intergrovatelnd na
intervalu (g1(x, y), hi(x,y)), pak funkce

hi(x.y)
Fl(Xv}/):/ f(X7y7Z)dZ.
&

1(x,y)

Je integrovatelnd na mnoZiné& 2, , a plati

// f(x,y,z dxdydz-//ley dxdy

Qxy

hl(Xw}/)
// / f(x,y,z)dz | dxdy.
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Fubiniho véta

Véta

|

(b) Necht funkce f je integrovatelnd na mnoZiné& ;. JestliZe pro kaZdé
[x, z] € Qx; je funkce f(x,y, z) (nyni proménné y) intergrovatelnd na
intervalu (gx(x, z), ha(x, 2)), pak funkce

ha(x,2)
s, ) = / 2,57, 7).
&:

o(x,2)

Je integrovatelnd na mnoZin& ), , a plati

// f(x,y,z)dxdydz:// Fa(x, z) dxdz

Q Qxz

hy(x,z)
// (/ f(x,y,z) dy) dxdz.
Qxz &(x,2)
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Fubiniho véta

Véta

<
\ |

(c) Necht funkce f je integrovatelnd na mnoZin& Q. Jestlize pro kazdé
ly, z] € Qy, je funkce f(x,y,z) (nyni proménné x) intergrovatelnd na
intervalu (gs3(y, z), h3(y, z)), pak funkce

h3(y72)
F3(yvz):/ f(X7Y7Z)dX’
&:

3(y7z)

Je integrovatelnd na mnoZin& 1, , a plati

// f(x,y,z)dxdydz = // F3(y,z)dydz

Qu Qxz

hs(y,z)
// / f(x,y,z)dx | dydz.
Qyz \ Ve3(y,2)
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Zakladni vlastnosti trojného integrdlu

Necht Q,Q,, Q) jsou oblasti prvniho nebo druhého druhu a necht
f, g jsou funkce integrovatené na Q. Pak plati:

(a)
/// (f(x,y,z) £ g(x,y,z)) dxdydz
Q

= /// f(x,y,z)dxdydz + ///g(x,y,z) dxdydz.
Q2 Q
b)
1]t = [ i
@ Q

kde k € R, k # 0.

(
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Zakladni vlastnosti trojného integrdlu

(c) Jestlize pro kazdé [x,y, z] € Q plati f(x,y,z) < g(x,y, z), pak

/// f(x,y,2)dxdydz < ///g(xay,z)dxdydz.
@ Q

(d) |f] € R() a plati

] fixy. 2 axayez
Q

< // |f(x,y,z)| dxdydz.
Q
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Zakladni vlastnosti trojného integrdlu

) Jestlize pro kazdé [x,y, z] € Q plati ze |f(x, y,z)| < M, pak
// f(x,y,z)dxdydz| < // |f(x,y,z)|dxdydz < Mu().

(f) Jestlize intQ1NintQy =0, f € R(Q1) a f € R(Q2), pak je
finkce f integrovatelnd na Q1 U €2, a plati:

/ / / f(x,y,z) dxdydz

Q1UQ

= /// f(x,y,z)dxdydz + /// f(x,y,z)dxdydz.
Ql QZ
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Zakladni vlastnosti trojného integrdlu

(g) f-g € R(Q)

(h) JestliZe je funkce f spojita na Q, pak existuje bod [, 7,(] € Q
tak, ze

/// f(x,y,2) dxdydz = f(&n, )u(€).
Q
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2.7 Objem a tézisté tlacené plochy betonu

E] Pii dimenzovdani betonovyeh konstrukei se setkdvdme s problematikou wréeni
velikosti sily F,. v tlacené oblasti betonoveho prifezu. Tato sila se stanovuje
napf. pro tzv. mezni stav poufitelnosti za predpokladu linedrniho rozdéleni napéti
a,. V fesent je nutno zndt polohu tzv. neutrdlng (nulové) osy x, tj. osy s nulovym
pomérnym pretvorenim =.. Tate poloha se ziskd fesenim podminek rovnovdhy
méjsich a vmitfnich sil (silovd a momentovd podminka rovnovdhy) a to bud

primo a nebo iteraéné. V tomto procesu se pravé vyskytuje problém wrdend sily
F,. jako objemu napéti o, na plode tlaceného betonu A, jejiz obrazec mige mit i
zeela obeeny tvar, a v neposledni fadé také uréent polohy sily F. v tlacené plode
Prifezu a., joko téZisté objemu napéli o..

Piikladem pro feSeni je zvolen pritfez tvaru mezikruzi.

~
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M: mn<p<r, —m<p<nr, 0<zz<kpeosp+q.

Pak hmotnost (ciselné také objem)

m(f) = f/f drdydz = /f |- J(p, @) |dpdipdz =
1] HEY
ra T kpoosg4g
=[ pa’p/— nf\;/ iz
r —pi o

statické momenty vzhledem k soufadnicovim rovindm

S (1) = ffj;; r drdydz = %I{'.‘T (ry —ri)(rs +1])

qm - (r3

a4
—ril

Hana Boh&tkova

Trojny integral



2.7 Objem a tézisté tlacené plochy betonu 33

S5.-(01) = /ff y drdydz =0,
(%]

Sy () = f / [ drydz = 2 =) (R0 +d) + 44,

Hledané tézisté ma proto souradnice

T Sp=(2) Sz=(€2) Spy(2)
m() T m(Q) " m(f1)

k.o 2 k2 3 2 q
= |—(r;j +73),0, —(r; +73) + =
Lq{’] r3) Sq{rl""z- >
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Dékuji za pozornost!
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