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Double Integrals

Auther: Ki, Vin Bon (Albert

ned D The surface is the graph of 7 - f{x.y)
. R = [a.b] = [c.d]
Cut R into n % n small rectangles
k=0 k = index for small rectangles.
S F

[_ ] Shaw all Fdtangular prisms
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Dvojny integral na dvojrozmérném intervalu

m uvaZme interval | = (a, b)x(c, d) C R?, d&lici body
a=xp<x3<---<Xpn=>b

c=y<yn<--<y,=d,
Dpn déleni 1.

m obsah intervalu / definujeme

p(li) = (xi —xi—1)(yj —yj-1),i=1,...,mj=1,...,n
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Dvojny integral

Necht f je ohrani¢end funkce na I, Dy,, dé&leni | s dé&licimi body

a=xp<x1<--<xm=0>b

Ozna&me N(Dpn,) mnoZinu viech mn-tic bodii My € 1. Cislo

S(f, Diny N(Dpmn)) = Z Z f(M;)u

i=1 j=1
nazyvame Riemannovym integrdinim souctem funkce f pFislusnym
dé&leni Dy, @ mn-ticemi bodii z N(Dp,p).
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Dvojny integral

Definice

Rekneme, Ze funkce f md na | C R? dvojny Riemanndv integral
pravé tehdy, kdyZ existuje konecna limita

li S(f, Dmn, N(Dmn)),
(D > D> V(D))

/I/ f(x,y)dxdy.

Tuto limitu zna&me
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Véta o existenci integralu

KaZdd funkce spojitd na | = (a, b)x{(c,d) C R? je integrovatelna.
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Dvojny integral na oblastech prvniho a druhého druhu

m elementdrni oblast I. druhu je mnoZina
Q={lxy]eR?:a<x<b,g(x)<y< G(x)}
m elementdrni oblast Il. druhu je mnoZina

Qp={x,y] eER?: c <y <d, h(y) < x < H(y)}
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Fubiniho véta

(a) Necht existuje [[ f(x,y)dxdy a pro kaZdé x € (a, b) necht existuje
Q

integral

G(x)
J(x) = / f(x,y)dy.
g(x)

Pak existuje také dvojndsobny integral

b G(x)
/ (/ f(x,y)dy | dx
a g(x)
a plati rovnost
b
// f(x,y)dxdy = / J(x)dx
Q ?
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Fubiniho véta

(b) Necht existuje [[ f(x,y)dxdy a pro kazdé y € (c,d) necht existuje
Q

integral
H(y)
Ko = [ fxy)ax

Pak existuje také dvojndsobny integral

d H(y)
/ / f(x,y)dx | dy
c h(y)
a plati rovnost
d d H(y)
[ roenyaxay = [“kpyay= | (/h() Fx,y)dx | dy.
c c y

Q
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Zakladni vlastnosti dvojného integralu

Necht Q,Q,, Q) jsou oblasti prvniho nebo druhého druhu a necht
f, g jsou funkce integrovatené na Q. Pak plati:

(a)
//(f(x,y)+g(x7y)) dxdy = // f(x.y) dxdy+//g(xay) dxdy.
Q Q Q

// kf(x,y)dxdy = k// f(x,y)dxdy,
Q Q
kde k € R.
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Zakladni vlastnosti dvojného integralu

(c) Jestlize pro kazdé [x, y] € Q plati f(x,y) < g(x,y), pak

// f(x,y)dxdy < //g(x,y) dxdy.
Q Q

(d) |f] € R() a plati

/] fnasas
Q

< [[ ey axdy.
Q
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Zakladni vlastnosti dvojného integralu

(e) Jestlize pro kazdé [x,y] € Q plati Ze |f(x,y)| < M, pak
‘ [ reenyaxdy| < [[1#exnldxay < M)
Q Q

(f) Jestlize intQ1NintQy = 0, f € R(Q1) a £ € R(Q2), pak je
finkce f integrovatelnd na Q1 U €2, a plati:

// (x,y) dxdy = // X,y dxdy—i—//f(x,y)dxdy.

QU0
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Zakladni vlastnosti dvojného integralu

(g) f-g €R(Q)

(h) Jestlize je funkce f spojita na Q, pak existuje bod [£,7] € Q
tak, ze

// f(x,y) dxdy = £(&§ n)u($).
Q
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2.1 Eulerova vzpérna pevnost

Zjistéte posunuti véech bodi stihlého kloubové ulofeného linedrné prufného kovo- I
veho sloupu delky | s kruhovym prifezem o poloméru r << |, zatiZenym osovou

silou N; gravitacni sily zanedbejte. Je zndm kladny Youngiv modul prufnosti

(v tahu, tlaku i ohybu) F

Reseni: Uvaiujme sl
s pevinym kloubem v

up jako jednorozmérnou konstrukei s body = € (0,1),
i r = 0 a s posuvnym kloubem v bodé x = [, v némsz

piisobi sila NV, kterd je kladna, jde-li o tlak, a zaporna, jde-li o tah.
Nejprve vypotteme obsah prifezu A a moment setrvaénosti J (pro rovinnou
alohu, ve sméru kolmém na r):

an . 1
J=f d;f (peos)? - pdp =
L 0
S R TP bl U L
5 @+ 5sn(2y) . G =3

Oznaéme o napéti ve sloupu, = pfetvofeni, u posunuti ve smérn = a w posunuti

ve sméru kolmém na x. V tzv. teorii prvniho fadu (rovnoviha se formuluje na
nedeformované konstrukei) je w 0 a stav napjatosti a pfetvofeni je uréen
Cauchyho podminkou rovnovihy, Hookovym zikonem a vztahem mezi posunutim
a pfetvofenim:
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2.11 Vytok otvorem ve svislé sténé

Stanovte nejmensi moiny vitok Q) a nejvétsi moing vitok Qs eliptickym otvorem @
o obsahu A ve svislé sténé, kiery je cely pod vodni hladinou, pricems hlavnd i
vedlefst osa elipsy je svisld, pisobi-li na otvor i hladinu stejné Haky a viiv pritokove
rychlosti je zanedbatelny. Jsou zndmy viska vodni hladiny nad stfedem olvoru h,
gravitacni zrychleni g, soucinitel zifent = a soucinitel vjtokové rychlosti

Ve svislé sténé zavedme kar
osa y je svisla a pofatek soufadnic je ve stfedu otvoru. Elipticl

popsén neroviici R
)+ () =
a b
v hlavni a vedlejsi poloosy hraniéni elipsy (na tom, ktera
. Podle zadani musi navic A=maba b <h.
jez je funkei y, plati podle zdkona zachovéni energie
ni energie v kinetickou)

1 o)\
3(7) =glh—vy),

kon soustavu soufadnic (r,y) tak
stvor € je v ni

pfifemz a a b js
z nich je hlavni,

Pro vitokovou rychlost v
(konkrétné premény poten

113

u dél

coF lZ(‘ Z&])hﬂ[- ve tvaru
v(y) = v/ 29(h — y),

jejz znal (pro @ = 1) jiz 1. E. Toricelli v 17. stoleti. Celkovy vytok otvorem potom

Je
(2:_[-[ v(y)drdy,
0

a pro oznafeni ¢ = =ip4/2g tedy

b VW —— 7
2ca I T / y |
Q=— fh—y/ B — 2di=2.‘cw"h-/ [1—=4/1—=
2 b,/:b‘ yv yrdy = 2 VTRV E
Oznacme jesté £ = b/h; ma-li byt cely otvor pod hladinou, musi platit £ € {0, 1}.
Substituci y = beosy) dostdvame

_

dy .
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Dékuji za pozornost!
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