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Abstrakt

V piispévku je popsan postup urceni rovnice roviny, v niz lezi
body Bi,...,Bn,. O téchto bodech je znamo jednak, ze pro kazdy
index 7 lezi bod B; na polopiimce, kterd vychdzi z daného bodu A; ve
sméru daného vektoru ¢ a jednak, Ze pro nékteré dvojice indexi i, j
je zadand vzdalenost mezi body B; a Bj;. Ucinnost popsaného postupu
je dokumentovana na piikladu.

1 Formulace tlohy a motivace

Uloha. Pro dané celé kladné &islo m, body Ay,..., A, z Es, vektory
,.o, 0" v Eg, mnozinu M = {1,...,m}, podmnozinu G neusporddaného
souc¢inu M& M a pro zobrazeni d : G — R™ najdéte rovnici roviny p takové,
7e polopfimka p’ uréend bodem A; a smérovym vektorem o se s rovinou o
protind v bodé B; pro i = 1,...,m a vzdalenost d(B;, B;) mezi body B; a

B; je rovna d(i&j) pro vSechny dvojice (i&j) z mnoziny G.

1—)»1

Tato tloha vznikla z potifeby softwarové firmy, vytvarejici programové
prostiedky pro grafickou podporu piimych televiznich pfenosu sportovnich
utkani. O bodech A, ..., A,, a smérovych vektorech ¢, ..., 7™ predpokladé-
me, ze byly ziskany na jednom stanovisti televizni kamery. Tyto kamery jsou
schopny velmi ptesné urcit vijchozi (pozorovact) bod A; a smeér zaméreni —
vektor . Zména sméru zaméieni kamery zptsobi i malou zménu vychoziho
bodu, takze dané vychozi body Ai,..., A,, jsou vzijemné ruzné, i kdyz lezi
relativné velmi blizko sebe. Kazda poloptimka dand bodem A; a vektorem
7 vznikla zaméfenim kamery na vyznaény bod B; hraci plochy. Vzdalenosti
d(i&j) pro (i&j) € G byly naméteny na povrchu hraci plochy mezi vy-
branymi vyznacnymi body B;, B;.
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Znalost rovnice roviny p je nutnym predpokladem pro urcovani bodu
hraci plochy, na néz je kamera pravé zamérena a pro reSeni ruznych met-
rickych tloh na hraci plose. Naptiklad pti prenosech fotbalovych utkani jde
o urceni vzdalenosti daného bodu hraci plochy od branky, znazornéni mi-
nimalni vzdalenosti zdi od mice pfi trestnych kopech, vyznaceni tirovné po-
staveni mimo hru a podobné.

Samoziejmeé, ze vSechny naméfené hodnoty jsou zatizeny chybou méreni.
Navic hraci plocha neni idealni rovinou a vzdélenosti jsou tedy méfeny po
nerovném povrchu. Proto ani od feseni nelze pozadovat presné splnéni danych
podminek a tlohu je nutno tesit priblizné uzitim numerickych metod.

2 Postup reseni ulohy

Nasim tkolem je najit koeficienty a, b, ¢, d tak, aby se rovina ¢ : ax + by +
cz +d = 0 s polopiimkami p’ protinala, tj. aby body B; tvaru A; + 7,1,
lezici v roviné p, mély parametry 7, > 0 a aby d(B;, B;) = d(i&j) pro
vechna (i&j) € G. Vzhledem k vyse zduvodnénym predpokladanym chybam
ve vstupnich datech nelze presné splnéni vSech téchto podminek pozadovat.
Napriklad posledné uvedenou podminku lze nahradit slabsim pozadavkem,
aby soucet

> ld(B;, By) — d(i&j))® (1)
(i&j)eG
byl minimélni. Protoze parametry 7, ..., 7, zavisi na koeficientech a, b, ¢, d,

jde o ulohu najit globalni minimum funkce (1) proménnych a, b, ¢, d. Ulohy
tohoto typu lze fesit velmi efektivné, podafi-li se najit poc¢atecni aproximaci
proménnych dostateéné blizko jejich presnych hodnot. V nize popsaném po-
stupu nepozadujeme piesné splnéni podminky B; € p’ pro i = 1,...,m.
Uspéch a efektivnost metody jsou zalozeny na nalezeni co nejlepsi nulté ap-
roximace vektoru neznamych.

Postup je rozdélen do kroku I — IV. Kroky I a II jsou vénovany konstrukei
nulté aproximace parametru urcujicich rovinu g dostatecné blizko presného
feseni, v kroku III je nulta aproximace postupné zpresnovana tak, aby soucet
druhych mocnin vzdéalenosti aproximaci bodu z jisté podmnoziny v mnoziné
{By,...,Bn,} od piislusnych polopiimek byl co nejmensi. V kroku IV je
ziskany vysledek transformovan do pozadovaného tvaru. Terminologie teorie
grafu je prevzata z knihy Busacker, Saaty [1].

I. Uréime podgraf (N, H) grafu (M,G) takto: V grafu (M,G) zvolime
podgraf (N3, H3) s tfiprvkovou mnozinou vrcholu, ktery je uplnym grafem a
postupné pro i = 4,5, ... hledame vrchol j; € N —N,_q, pro ktery existuji dva



ruzné vrcholy j,, j, € Ni—1 s vlastnosti {(ji&7,), (4:&j,)} C G. Pak polozime
Nz' = Ni—l U {jz} a Hz = Hz'—l U {(]z&jp)a (]z&jq)} Konstrukei ukonéime Pro
index ¢ = k, pro néjz je kazdy vrchol j € N — Ny spojen hranou z mnoziny
G s nejvyse jednim vrcholem z N. Pak polozime N = N, a H = Hy.

Ke grafu (N, H) pritadime geometricky graf s mnozinou vrcholu vy-
tvofenou z bodu roviny z,y takto: K vrcholu j; z mnoziny N3 = {j1, jo, js }
priradime libovolny bod C1, k vrcholu j; ptiradime bod Cy tak, aby d(Cy, Cs)
= d(j1&j2) a k vrcholu j3 pritadime bod Cj tak, aby d(Cy, Cs) = d(71&7s3),
d(Cs, C3) = d(j2&j3) a aby tocivost usporadané trojice bodu (Cy, Cy, C3) byla
stejnd jako tocivost uspoifddané trojice vektoru (o7!,472,973). Déle pro i =
4,5,...,k k vrcholu j; € N — N,;_; ptifadime bod C; takovy, ze d(C;,Cp) =
d(j:&j,), d(C;, Cy) = d(j:&j,) pro (3:&jy,), (Ji&j,) € H a p < i,q < i. Navic
pozadujeme, aby tocivosti usporadanych trojic bodu (C;, C,, C,) a vektort
(09, v7r ga) byly stejné.

II. V mnoziné bodu C4,...,C, najdeme "velky” trojuhelnik C,C,C, a
uréime ortogondalni transformaci X — Sy X + Ty takovou, ze SoC; + Tp € p/i
pro i = u,v,w. ZkuSenosti ukazuji, ze existuji vzdy dvé ortogonalni trans-
formace s touto vlastnosti. Z téchto dvou transformaci je jedna vyhovujici a
druhd nevyhovugici. Vyhovujici je transformace, pro niz mé soucet druhych
mocnin vzdalenosti bodi SyC; + Ty od polopiimek p’i pro i = 1,..., k mensi
hodnotu. V testovanych ulohach byla tato hodnota ptislusna transformaci
vyhovujici vzdy vyrazné mensi, nez hodnota piislusna transformaci nevyho-
vujici.

III. Ortogonalni transformaci X +— SoX + Ty z kroku II pouzijeme jako
nultou aproximaci v procesu hledani ortogonélni transformace X +— SX 4T,
pro niz je souc¢et druhych mocnin vzdélenosti bodt SC; + T od pifmek p/i
pro ¢ = 1,...,k minimalni. Protoze tfeti soutradnice bodu C4,...,C} jsou
vesmeés rovny nule, nezalezi na hodnotach ve tfetim sloupci matice S. Jelikoz
druhd mocnina vzdalenosti bodu SC; + T od piimky p’t je rovna

1

Ck

2

|7 x (SC; + T — Ay,)

a polozime-li S = (s45)7;1, T = (t1, 12, t3), jde o tdlohu minimalizovat vyraz

1

k
2

2
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za predpokladu, ze matice S je ortogonalni. Resenf této tlohy metodou Lag-
rangeovych multiplikatoru, viz napiiklad Vogel [2], tedy spociva v urceni
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koeficientu S11,S21, 831, S12, S22, S32, tl, t27 tg, )\1, )\2, )\3 tak, aby soucet

1

k
y 2
Fo= ; |2 ‘ﬁy X (SC;+T = Aj)[ +Mi(sh +s5 +53, —1) (2)

+ Xa(8]y + 833 + 559 — 1) + Az(s11812 + S21892 + S31532)

byl minimélni. Nutnou podminkou pro minimum £ je splnéni soustavy rovnic

oF

P 0 pro x = s11, 821, 831, S12, S22, 532, L1, Lo, €3, A1, A, As.
Tento systém 12 nelinedrnich rovnic pro dvanact neznamych je feSen Newton-
ovou metodou s nultymi aproximacemi nezndmych s;; a ¢; rovhymi odpovida-
jicim prvkum matice Sy a soutadnicim bodu Tj. Vysledkem jsou znamé prvni
dva sloupcové vektory ortogonalni matice S a soufadnice bodu 7.

IV. Na zéakladé znamé transformace A — SA + T roviny z,y na rovinu g
odvodime obecnou rovnici roviny o:
Oznatme X = (z,y,z) libovolny bod roviny o, A = («, 3,0) libovolny

bod roviny z,y a 5!, 52 postupné prvni a druhy sloupcovy vektor matice S.

Pak X = SA+T je ekvivalentni s X — T = as' + 352 pro libovolnd o, 3 € R
a to je ekvivalentni s obecnou rovnici ¢ : (X —1T)- (5" x §%) = 0.
Pro indexy i € M — N uréime body B; jako priseciky p® N o.

3 Priklad

V nize uvedené Tabulce 1 je ddno 11 bodu A; a vektoru o°.

i A 7

1 | (-0.048617,0.262064,-0.067704) | (-0.555845,-0.303095,-0.774060)
2 | (-0.021501,0.267123,-0.061709) | (-0.319595,-0.237628,-0.917274)
3 | (-0.030148,0.270355,-0.040305) | (-0.588864,-0.183028,-0.787236)
4 | (-0.026622,0.270884,-0.039217) | (-0.553241,-0.172362,-0.814994)
5 | (-0.040331,0.268805,-0.041738) | (-0.679235,-0.211055,-0.702919)
6 | (-0.051897,0.267051,-0.040194) | (-0.767756,-0.238696,-0.594622)
7 | (-0.036034,0.267018,-0.055027) | (-0.531929,-0.239184,-0.812307)
8 | (-0.025207,0.270119,-0.045002) | (-0.480008,-0.187566,-0.856978)
9 | (-0.000078,0.268898,-0.057609) | (-0.001327,-0.209489,-0.977810)
10 | (0.000146,0.267276,-0.064718) | (0.002193,-0.235339,-0.971911)
11 | (0.001927,0.256891,-0.098124) | (0.018341,-0.356881,-0.933970)

Tabulka 1



Bylo naméteno 19 vzdalenosti mezi vyznaénymi body na plose. V kazdé z
nize uvedenych usporadanych dvojic je prvni slozkou neusporadana dvojice
indexu (i&j) a druhou je vzdélenost d(i&y):

((3&4),7.42)  ((4&5),16.48)  ((5&6),13.79)  ((6&7),21.54)
((5&7),16.48) ((4&8),11.66)  ((3&8),11.66)  ((8&2),23.8)
((8&7),20.85) ((7&2),15.875) ((7&1),15.1)  ((1&2),23.3)
((1&6),22.52) ((1&11),30)  ((2&11),30) ((2&10), 22.08)
((2&9),25.42) ((9&10),9.1)  ((10&11),24.81)

V tomto prikladu je graf (N, H) totozny s puvodnim grafem (M, G). Body
prislusného geometrického grafu a jejich souradnice v roviné x, y jsou uvedeny
v Tabulce 2 v poradi vkladani do mnoziny N.

G

(0,0)
(23.3,0)
(11.134858,-10.199262)
(-7.327752,-21.294470)
(27.210863,-23.476481)
(11.650000,27.645569)
(5.717983,-25.763576)
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20.513765,-33.021347)
43.413049,15.544827)
16.111451,-27.048405)
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Tabulka 2

Algoritmus pro vybér ”velkého” trojihelnika s vrcholy z mnoziny {CY, ..., C1}
vybral trojuhelnik CsCyCho a byly nalezeny dvé ortogonalni transformace,
které vrchol Cg zobrazuji na pifmku p'!, Cy na p* a Cjp na p°. V Tabulce
3 jsou pro strucnost uvedeny jen hodnoty parametru 71, 74, 79 obrazu bodu
Cs, Cy, C1p v obou nalezenych transformacich.

transformace 11 Ty Ty
1 96.020131 | 71.702751 | 102.932540
2 96.585740 | 86.531654 | 54.200201

Tabulka 3

Soucet druhych mocnin vzdalenosti bodu, které vzniknou z C4,...,Cq; or-
togondlni transformaci ¢&slo 1 postupné od polopiimek p’t, ..., p""" je ro-
ven 72.07 a stejny soucet prislusny ortogondlni transformaci ¢islo 2 je roven
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13.28. Za nultou aproximaci hledané ortogondlni transformace roviny z,y
byla tedy vzata ortogondlni transformace cislo 2. S touto nultou aproximaci
bylo hleddno minimum soué¢tu (2) Newtonovou metodou. Hodnoty i—té apro-
ximace prvnich deviti slozek vektoru neznamych 4 = (11, S12, S21, S22, S31, S32,
t1,ta,t3, A1, A2, A3) pro i =0, ...,3 jsou uvedeny v Tabulce 4.

t| S11 | S12 | S21 | S22 S31 | S32 31 lo i3

01].325|.945 | .023 | -.041 | -.945 | .324 | -28.9 | -18.2 | -48.7

1] .377 | .928 | .046 | .0004 | -.927 | .378 | -30.0 | -15.8 | -40.6

2 1.378 | .926 | .005 | .0005 | -.926 | .378 | -30.0 | -15.8 | -40.5

31.378 ] .926 | .005 | .0005 | -.926 | .378 | -30.0 | -15.8 | -40.5
Tabulka 4

Odpovidajici idaje o hodnotach Lagrangeovych multiplikdtoru a o eukli-
dovské normé rozdilu mezi i—tou a (i — 1)—nf aproximaci vektoru neznamych
jsou v Tabulce 5.

1 A1 Ao A3 ||1_L)z — ﬁiiln

0 1 1 1

1] 19.642009 | -37.160763 | -48.746185 | 65.964142

1] 17.103807 | -34.537169 | -51.814753 4.769724

2| 17.098362 | -34.528441 | -51.818366 0.010903

3| 17.098362 | -34.528441 | -51.818366 | 0.00000004
Tabulka 5

Z tabulek 4 a 5 je zifejmé, ze pouzita nulta aproximace prvnich deviti slozek
vektoru « je velmi dobrym odhadem. Velky rozdil mezi nultou a prvni apro-
ximaci vektoru neznamych  je zpusoben volbou nultych aproximaci Lagran-
geovych multiplikatoriu A, Ao, A3. Transformaci popsanou v kroku IV vznikne
rovnice roviny

0.0024492 — 0.999986y — 0.004723z — 15.8798 = 0.

Soucet druhych mocnin vzdalenosti bodu SCy+T, ..., SC;+T postupné od
piimek p’t, ..., p™ je roven 4.175, zatimco stejny soucet pifslusny nulté ap-
roximaci je 13.28. Z pomérné velké vysledné hodnoty tohoto souctu usuzuji,
ze puvodni body By, ..., By;, mezi nimiz byly vzdédlenosti métreny, nelezi v
jedné rovine.



4 Zaver

Popsany postup feseni tlohy povazuji za ukazku tcinnosti elementarnich
metod linearni algebry a zakladnich prostfedki pro numerické feseni sou-
stav nelinedrnich rovnic. Aproximace plochy rovinou neni v fadé piipadu
dostatecné vystizna. I v uvedeném piikladu se vysSettovana plocha ziejmé
pomérné znacné lisi od roviny, takze dulezitym zobecnénim zkoumané ulohy
je problém najit rovnici obecnéjsi plochy, na niz body By, ..., B, lezi. Dalsi
prakticky dulezitym piipadem je feSeni tlohy za predpokladu, ze v daném
grafu (M, G) neexistuje uplny tiiprvkovy podgraf.
Numerické vypocty byly provadény programovym systémem MAPLE.
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