Zname vSechno o kvadratické rovnici?
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Tento piispévek je vénovan nckolika pozndmkdm o feSeni kvadratickych rovnic. Pro¢
zrovna toto téma? Na prvni pohled se jevi dand problematika jako zcela prozkoumana a ve
vSech ucebnicich matematiky stfednich Skol velmi podrobné popsand. Jdeme-li vSak do
hloubky, Ize nalézt 1 v feSeni kvadratické rovnice nc¢které aspekty, které bud'to nejsou znamé
takika vibec nebo je jejich zdivodiiovani podceniovano. Napf. mnozi studenti zavahaji s
odpovédi na otazku, zda plati bézn€ znamy vzorec pro feseni kvadratické rovnice s realnymi
koeficienty i1 pro kvadratické rovnice s koeficienty komplexnimi; pokud jiz spravné odpovédi,
ze plati, pak vétSinou nedovedou tento fakt zdiivodnit. Dal$i zajimavé vztahy mezi kofeny a
koeficienty, které v piispévku budou uvedeny, lze dokédzat pouze pomoci matematickych
znalosti obsaZenych az v u¢ivu matematiky na vysokych Skolach. Proto méa smysl se feSenim
kvadratické rovnice zabyvat i na vysokych Skoldch, kde toto pomérné nendrocné téma
muzeme vyuzit k rozvoji mysSleni studentd i k jejich samostatné tvar¢i cinnosti (o
problémovém vyucovani jiz bylo napsédno velmi mnoho a neni zde ucelné se témito otdzkami
podrobné zabyvat, viz napft. [3]).

Nejprve se budeme vénovat odvozeni vztahu pro feSeni kvadratické rovnice s
komplexnimi koeficienty. Toto odvozeni je sice podrobné popsano v [1], zde je vSak z
metodickych diivod uvedeme rovnéz. Necht’

ax’ +bx +c=0 (1)
je kvadratickd rovnice, kde a, b, ¢ jsou komplexni Cisla a plati a # 0. Nyni rovnici (1)
upravime na ekvivalentni tvar
(2ax + b)’ = b* —4ac )
(Gprava se provadi doplnénim na ,,Gplny Ctverec™ a je zavadéna uz na stfedni Skole).
V rovnici (2) oznaéime y = 2ax + b, D = b’ —4ac. Rovnice (2) pak ptejde do tvaru
' =D, kde y, D jsou &sla komplexni. 3)
Posledni rovnice je rovnice binomicka. Komplexni ¢islo D vyjadiime v goniometrickém
tvaru: D = [D[Jcos a + i sin a) , rovnice (3) pak ma obecné feSeni ur€ené vztahem:

a+2km . a+2km
Vi = 1/|D| (COST‘FZSU’ZT), k=0, 1

a+2mr ., a+2m
+15in

, , a .. 0a
Po dosazeni za k plati: y, = \/ﬂ (cosE +i San), v = \/ﬂ (cos )=

a .. a a . .0Qa a .. 0
Z\/ﬂ[cos(3+ﬂ)+lsm(3+ﬂ)]= \/ﬂ(—cosz—lsmj): —\/ﬂ(cos3+1sm3).

Pomoci Moivreovy véty se snadno piesvéd¢ime, ze oba odvozené vztahy pro yy, y; vyjadiuji
dvé druhé odmocniny z komplexniho ¢isla D, které se 1 v tomto piipad¢ nazyva diskriminant.

Platitedy /D =z [D| (cos% +i sin % ). @)

Dosazenim vztahu (4) do rovnice (3) dostaneme vztah 2ax + b =+ |D| (cos% +1i sin % ),

—b++/D
2a .

Vidime, Ze tento vztah tedy plati pro realné 1 komplexni koeficienty kvadratické rovnice (1).
Uvazujme nyni o tom, zda i v pfipadé, Ze D je redlné ¢islo, pojimané jako prvek mnoZiny

ktery lze zkracen¢ psat 2ax + b = £+/D. Odtud plyne znamy vztah x;, =



komplexnich cisel, odvozeny vzorec ,,funguje®. Je-li D = 0, je také [D[F 0, tj. ze (4) plyne
x/B = (0 amame x;, = ;—b Je-li D >0, potom a = 0 a ze (4) dostdvame x/B =+ D, coz
a
~b+~/D
2a
Necht’ nyni je D < 0, pak plati a = 1T coZ po dosazeni do (4) dava VD =+ i,/|D| ; odtud jiz

odpovida klasické definici druhé odmocniny nezaporného Cisla; potom x;, =

~b+i|D|
2a
kotfeny kvadratické rovnice plati pro libovolné koeficienty této rovnice.

Dalsi poznamky se tykaji vztahit mezi koteny a koeficienty kvadratické rovnice. Je opét
vSeobecné uz pro stiedoskoldky zndmo, Ze v rovnici (1), jejiz koeficienty jsou redlna cisla,

plyne x;, = . Ve vSech piipadech tedy vidime, Ze vSeobecné znamy vztah pro

plati pro jeji kofeny vztahy x; + x, = — 2 XXy = € Otazkou viak je, zda tyto vztahy plati i
a a

v pfipad¢€, Ze rovnice (1) ma koeficienty komplexni. Z obecné teorie polynomu nad télesem
komplexnich ¢isel je kladna odpovéd’ zndma (dokonce v obecném piipadé polynomi
libovolného stupné, kde uvedené vztahy jsou specielnim ptipadem pro kvadraticky polynom -
studenti vysokych $kol mohou tuto odpovéd’ vyhledat v literatufe, napt. [4], jako feSeni jisté
problémové situace), praktické ovéfeni rozepsanim s vyuzitim (4) je vSak pro studenty i
vysoké Skoly mnohdy nesnadnym ukolem. Rovnéz vyuziti téchto vztahd je v obecném
piipadé mnohdy spojeno s dal§imi obtiznymi tkoly, napt. s vyuzitim symetrickych polynomd.
Uvedeme piiklad.

Priklad: Necht a, b, ¢, d jsou libovolna redlna ¢isla. Dokazte, Ze kofeny kvadratické rovnice
X' = (@ +d + 3abc + 3bed) x + (ad — be)’ = 0 jsou tietimi mocninami kotend kvadratické
rovnice x* —(a + d) x + (ad —bc) = 0.

Kofeny druhé z rovnic ozna¢me x;, x,. Vime, ze plati x; + x, = a + d, x;x, = ad — bc.

Chceme dokézat, Ze prvni z rovnic ma kofeny x;°, x,’. Sta&i tedy ové&fit platnost vztahi
x/+x7 =a +d& + 3abc + 3bcd, x;° x;’ = (ad — bc)’ . Druhy ze vztahi je ziejmy; zaméFime
se tedy na ovéteni vztahu prvniho. Z teorie symetrickych polynomt plyne:
)C13 + X23 = ()C] + X2)3 —3)C12)C2 —3X1X22 = ()C] + X2)3 —3)C1)C2()C1 + Xg). Nyl’li dosadime: X13 + )C23
=(+d’-3@d-bc)a+d) =d +3d°d+ 3ad’ +d’ -3d°d - 3ad’ + 3abc + 3bed = &’ +
+d® + 3abc + 3bcd . Redlna &isla x;° , x5° jsou tedy koteny prvni ze zadanych kvadratickych
rovnic. Poznamenejme, ze cely ptiklad ziistava v platnosti 1 v ptipadé, jsou-li a, b, ¢, d ¢isla
komplexni.

Nyni nasleduji dvé tvrzeni obsahujici vztahy mezi kofeny a koeficienty kvadratické
rovnice, které jiz bézn¢ znamé nejsou. Prvni z nich je aplikaci znamych tvrzeni o kotfenech
algebraickych rovnic s racionalnimi koeficienty, druhé popisuje kofeny v jistém specidlnim
piipadé koeficientli kvadratické rovnice.

Tvrzeni 1: Necht v rovnici (1) a’ +bx +c =0 jsou a, b, c liché cela ¢isla. Pak dana
kvadraticka rovnice (1) nema celoCiselné ani raciondlni koteny.

Duikaz: Necht' r je celoCiselny kotfen rovnice (1). Pak cCislo r je délitelem lichého absolutniho
Clenu ¢, tedy také » musi byt lichym cislem. To je vSak spor, nebot” po dosazeni lichého
kotene » do rovnice (1) dostaneme soucet tii lichych ¢isel, ktery se nemtize rovnat nule.



Necht’ nyni P je kotenem (1), kde ¢ # 0 a NSD(p, ¢q) = 1. Pak podobn¢ jako vyse p je
q

délitelem ¢isla ¢ a soucasné g je délitelem cisla a, tj. obé€ Cisla p, g jsou licha. Po dosazeni do
2

b )
(1) mame % + ;p +c¢ =0, odtud ap’ + bpg + cq’ = 0, coZ je spor, protoze posledni vztah
je souctem tii lichych ¢isel, ktery se rovna nule.

Tvrzeni 2: Necht je dana kvadraticka rovnice (1) ax’ + bx + ¢ = 0, kde abc # 0 . Pak plati:

(i) )CIZID)QZ£ sa+b+c=0,

a
(ii) x;=-1 szz—ﬁ sa-b+c=0.
a
Duikaz: (i) Necht a + b + ¢ = 0, pak a + ¢ = — b. Po dosazeni do vztahu pro kofeny
+c)tq(a+c) —4 +c)tq(a—c)’
kvadratické rovnice dostaneme x;, = (atc) (2a 2 a - (atc) 5 (a=c) =
a a

(a+c)x |a - c|
2a

plati. V pfipad¢ a = ¢ mame x;, = I, coz op¢t odpovida tvrzeni (i), nebot’ v tomto piipadé oba

(a+c)x(c—a)
2a ’

. 'V ptipadé a > ¢ plati x,,

+c)t(a-
_(atc)t(a-c) , tedy po upravé tvrzeni (i)
a

kofeny splynou. V poslednim pfipad¢ a < ¢ dostavame po dosazeni x;, =

vy v o c
coz opét vede ke kofenlim / a —.
a

- . f 1y c L1y .
Naopak, necht’ kvadraticka rovnice (1) ma kofeny / a —. Po dosazeni kotene / do rovnice
a

(D plati a./? + b.1 + ¢ =0, tzn. a + b + ¢ = 0. Dosadime-li do (1) kofen E, dostaneme vztah
a

2
C

aa—2 + bg + ¢ =0, ktery po vynasobeni &islem o’ (podle piedpokladu @ # 0) lze upravit na
tvar ac(c + b + a) = 0. Protoze podle predpokladu jsou Cisla a, ¢ nenulovd, musi platit
a+b+c=0.

(i) Dokéze se zcela analogicky.

Pravé dokazané tvrzeni poskytuje pro studenty naméty pro jejich samostatnou praci. Lze
zkoumat, zda 1 v pfipad¢€ jinych vazebnich podminek pro koeficienty kvadratické rovnice plati
néjaké analogické vztahy pro jeji kofeny. napf. je mozné se zabyvat otdzkou, zda neni mozné
v predchozim tvrzeni vynechat ptedpoklad b # 0; zvolime-li v ptipad¢ (i) b = 0, pak pii
zachovani predpokladu @ + b + ¢ = 0 nutné plati @ = — ¢, tzn. rovnice (1) piejde do tvaru
ax’— a = 0. Tato rovnice ma trividlni feSeni (a #Z 0) x;, = * 1, které odpovida tvrzeni (i).
Naprosto analogickd situace vznikne i v pfipadé (ii). Lze tedy konstatovat, Zze predpoklad
b # 0 lze v predchozim tvrzeni vypustit. Ponechani tohoto pfedpokladu je vedeno pouze
snahou o eliminaci trividlniho feSeni tak, aby rovnice (1) byla uplnou kvadratickou rovnici.

I kdyz uvedend tvrzeni o kvadratické rovnici nejsou z matematického hlediska nijak
mimofadna a jejich vyznam je diskutabilni, ma smysl se t€émito a podobnymi problémy
zabyvat pii vychové budoucich ulitell matematiky. Zde nejde jen o Cist¢ matematicky



vyznam dokazovanych tvrzeni ¢i o to, zda jsou puvodni. Cilem by mélo byt poskytovat
budoucim ucitelim matematiky (ale nejen jim) dostatek témat a probléml k samostatnému
feSeni. S timto cilem je uveden tento prispévek.
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