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Predmluva

Predkladame Vam sborniktigpsvka, které zaz#ély na 27. konferenci
Z geometrie a potacové grafiky, kterd se konala ve dnech 10. — 14. 2807
v Nedwdici. Konference probihala pod vedeni@eské spolknosti pro
geometrii a grafiku Jednotieskych matematika fyzika.

Jednéni probihala v hotelu Myslivna, ktery poskystnikim vhodné a
ptijemné prosedi.

Konference se aastnili kromé witeli vysokych a sednich SkolCeské
republiky téz kolegové ze Slovenska, Polska &mbcka. 70 &astniki
vyslechlo 45 pednédSek a referiait Na konferenci zazfy prispivky z
geometrie a piitaové grafiky a zjejich aplikaci. dteré referaty rly
metodicky charakter.

Ucastnici zvla® ocenili vysokou Grove obou zvanych jednadek.
Konferenci zahajil prof. Horst Martini z Fakulty teanatiky Technické
univerzity v Chemnitz, ktery fednesl pednasku s ndzvem ,Elementary
geometry today“. Druhou plenarnirgoinasku ,Historie a uziti kvaternion
v geometrii“ pronesl prof. Adolf Karger z Matematicfyzikalni fakulty
Univerzity Karlovy v Praze.

Organizaci konference zajistili kolegyra kolegové z Fakulty strojniho
inZenyrstvi a Fakulty stavebni VUT v BrrZza namahu a asili jim patsrdeny
dik.

Programovy vybor konference pracoval ve slozeni:

- Doc. RNDr. JaroslaCerny, CSc., FS¢VUT v Praze

- Doc. RNDr. Frantidek JeZzek, CSc., FAY@ v Plzni

- Prof. RNDr. Adolf Karger, DrSc., MFF UK Praha

- Doc. RNDr. Marie Kargerova, CSc., E¥UT v Praze

- RNDr. Miroslav Laveka, Ph.D., FAV ZU v Plzni

- Prof. RNDr. Pavel Pech, CSc., PEUCeské Budjovice

- Prof. Dr. Hellmuth Stachel, Vienna University ofcheology, Sien

- Doc. RNDr. Daniela Velichova, CSc., Slovenska téckdn univerzita,
Bratislava

- Prof. Dr. Gunter Weiss, Dresden University of Tembgy, Dresden

Dovolte mi, abych Vas pozval na&i§ti 28. konferenci z geometrie a
pocitacové grafiky, kterd se bude konat ve dnech plo8d—ctvrtek 11. z&
2007 v aredlu Zahradnické fakulty MZLU v Lednici kimraw. Organizace se
laskaw ujali kolegyré a kolegové z Ustavu matematiky Mendelovy ze#tské
a lesnické univerzity v B&n

Ceské Budjovice 19. listopadu 2007 Pavel Pech
pedsedad’SGG






Uvodnik

Véazené kolegy# vazeni kolegoveé,

dovolte mi, abych n&s letodni shornikaanedavnou osobni vzpominkou na
svoje prvni cMeni redn®tu Konstruktivni geometrie vtomto akademickém
Skolnim roce. Cerstvi vysokoSkolaci zasedli ke svému prvnimucdeni

v pasitaové  Wwebrs a seznamovali se s jednoduchym geometrickym
model&em. Netrvalo dlouho a zaslechl jsegkaolik us€patnych poznamek o
primitivnosti, prkennosti, dokonce oéakém stoleti a opicich. Moji novi
studenti hodnotili totiz graficky software zasadrpodle kvality z#&e
zapadajiciho slunce, odrazejiciho se v helmactkipg@kadence uzZivatelského
kulometu uteného k jejich likvidaci. Nic takového v naSem maétienenasli a
néjaké @imky, kruznice a jednoduché planimetrické Ulohy&kwm bojovkam
opravdu nemohly konkurovat.

Nad konstrukci spotmé te&ny dvou kruznic, kterou uzivatel v mod#laiesi*
dvojim kliknutim mysSi, jsem zdrcujici odsudky nev¥el: ,MoZna mate
pravdu, ono je to asi skut@ primitivni. Vy ale jis& primitivni nejste, a tak mi
odpustite primitivni otazku: Jak to ten modeté skuténosti asi dla?"

| kdyz jsem si ne#lal velké iluze, byl jsem dalSim vyvojem udalostspirovan
natolik, ze jsem tento ,pedagogicky pokus“ opakowa vSech dalSich
skupinach, které jsem aifi. Vysledek se dal vzdy shrnout zhruba takto:

Spravna, ale pakud mlihava odpad’ ,ono se to tam &ak spgitd“, byla po
moji vSeténé otazce ,jak?" opudha.

.Tak zkusme pjit aspai na to, jak bychom tdéeSili pravitkem a kruzitkem,"
snazil jsem se studenty navést &rtiana tabuli d¢ kruznice a spolsou t&nu.
Po dosti dlouhém tichu spojujitetly kruznic. Nic.

Protahuji a vyzndm prisegiik stedné se spotaou t&nou: ,A nepomohl by
nam tento bod?“

LAle ten prece nemame —fgce nevime, kudy vede tama," brani se.

Snazim se vysilit rozdil mezi konstrukci a rozborem ulohy. Dodtouho a
mam pocit, Zze matn Tuto fazi pokusu jsem tedy ukéihdvéma otazkami:

.Kdo maturoval z matematiky?“

Zvedne se asi polovina rukou.



,Kdo neékdy slySel pojem stejnolehlost?"

Patet rukou je podstatn menSi. Zopakovali jsme spot& definici
stejnolehlosti, jeji zakladni vlastnosti a vrask k nasemu rozboru. Po této
L&Zké ctlostrelecké pipraw” se v gti studijnich skupinach nasli dva studenti
(slovy dva), kteri ulohu vyesili. 1 kdyz konstrukci formulovali stylem ,toto
spojim s timto a protnu to tady“, pochvalil jsemzge spravny postup i@3eni
Ulohy jsem otikal v odbornécestire. Jako odriny se mi dostalo dkolika
polohlasnych povzdedhypu ,pros ja jsem radji neSel na tednika...”

Devatenacté stoleti bylo stoletim pary. Ve dvacasioieti ¢clovék pronikl
hluboko do nitra hmoty, odstartoval do vesmiru &weplanetu sedmoval
neviditelnou pavéinou informaci. Stoleti jedenadvacaté bylo zahajendym

a nevybiravym Utokem proti samotnym zakiad tohoto pokroku — proti
piirodowdnému a technickému wvddni. Kdo nemil ve Skole potize
s matematikou, je dnes ve ,vySSich kruzich® spahsky odepsan. Studenti
byli zbaveni povinnosti z matematiky maturovat,lijgotieba rkde uSatit
hodiny, je matematika vzdy prvni rad. A je-li titeba dezat matematiku,
ukrajuje se v prvnfads z geometrie.

namét: Pavel Starha kreslil: Dalibor Marti$ek

vV v ” -
TAK JESTE OKAMZIK. pRdvE VorAdl
V
2 NEDVED/eE, ZE MADAW IE TEPRVE V 46OW))...

Jak s¥d¢i ubohd spoknd te&na, vysledky &chto bezduchych ,reforem* na
sebe nenechéavaji dlouliekat. O to vice jeitba cenit snahyth, ktgi se
nehodlaji sniit se skuténosti, Ze jedenadvacéaté stoleti ma lgire stoletim



likvidace geometrie. Jédba vazit si snahy stovek a tisiaciteli, ktefi svou
kazdodenni pracitpd tabuli i u péitaci geometrii haji a ki¢ povazuji za
uziteiné vyn€novat si ,bojové zkuSenosti“. Diky tedy pat G¢astnikim nasi
letoSni konference, ktt svym sbornikem chji prispst ktomu, aby se
geometrie dozila lepSialagi.

Dalibor MartiSek
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HISTORIE A UZITI KVATERNIONU V
GEOMETRII

Adolf Karger

MFF UK
Sokolovska 83, 186 00 Praha 8
Adolf. Karger@mff.cuni.cz

Abstrakt. Prehledny c¢lanek o historii, vlastnostech a aplikacich
kvaternioni. Elementarné ukazeme, Ze realna ¢isla, komplexni ¢isla a
kvaterniony jsou jedind mozna asociativni rozsifeni télesa realnych cisel
na téleso (ne nutné komutativni).

Klicova slova: Kvaterniony,pocitacova geometrie.

1 Uvod

Definice kvaternionu
Pro ¢tenarovo pohodli uvedeme nejdfive definici kvaterniont.

Kvaterniony jsou ¢tvefice redlnych cisel, které se obvykle zapisuji ve
tvaru a = ag + a11 + agj + ask, kde i, j,k jsou komplexni jednotky, tj.
i2=3j2=k?=—1akdeij= —ji=k, a dale cyklicky pro ostatni jed-
notky, j.k = —k.j = i,k.i = —i.k = j. Pro secitani a nasobeni plati obvykla
pravidla, nésobeni je asociativni, ale neni komutativni. V kvaternionech
1ze bez omezeni délit nenulovym ¢islem. To znamend, ze kvaterniony tvori
nekomutativni téleso.

Pro ilustraci mame na priklad
(24+3i+j).(i— k) =2i+3i2+ji—2k—3ik — jk = 2i—3—-k—2k+3j—i=
-34+i+3j -3k
Historické poznamky

Kvaterniony objevil v roce 1843 Sir William Rovan Hamilton, irsky
matematik. Udajné k tomu doslo 16. ifjna pii prochazce kolem Royal
Canal v Dublinu, kdy ho pobliz Brougham Bridge napadl definujici vztah
pro kvaterniony a to

i?2 =j2 =k? =ijk=-1.

Tyto vztahy podle svého vypravéni z nadseni nad svym objevem oka-
mzité vyryl do mostu. Soucasni svédkové fikaji, Ze tam uz nic vyryto neni,
nicméné je tam pamétni plaketa. Hamilton svou teorii dale propracoval
a shrnul ve svém dile Elements of Quaternions, které ma 800 stran a vy-
Slo kratce po jeho smrti. Hamilton zapisoval quaterniony jako Ctverice
realnych ¢isel a rozliSoval prvni slozku jako skalarni ¢ast kvaternionu a
zbyvajici tii slozky nazval vektorovou ¢asti kvaternionu a vlastné tak za-
vedl skalarni a vektorovy soucin vektorti. Kvaternionova symbolika byla
pak v pribéhu 20-ho stoleti opusténa a zvitézila vektorova analyza. Velika
nevyhoda kvaternioni je v nemoznosti zobecnéni do vyssich dimenzi. Te-
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prve v posledni dobé€ se opét zacinaji kvaterniony uzivat, o tom se zminime
pozdéji.

Nyni se jesté kratce zdrzime u Hamiltonovy motivace, kterou mél pro
hledani kvaterniont a pro¢ svij objev povazoval za néco velice vyznam-
ného. Po objevu komplexnich ¢&isel Gaussem (1777-1855)(a dal$imi, na
pf. Caspar Wessel, 1799, Wallis 1685 a jini, podrobny popis neni uc¢elem
tohoto ¢lanku, viz napt. [1]). Specielné po objevu moznosti uziti komplex-
nich ¢isel k popisu geometrie roviny hledali matematikové néco podobného
pro prostor, tj. hledali podobné rozsifeni realnych ¢isel k ziskani aparatu
k popsani geometrie v prostoru. Pozdéji se ukazalo, ze to mozné je, ale
jinak, nez pfi popisu roviny komplexnimi ¢isly.

2 Odvozeni télesa kvaternionu
2.1 Hyperkomplexni systémy

Zobecnénim komplexnich ¢isel (hyperkomplexnimi éisly) budeme nazyvat
systém vsSech n-tic realnych ¢isel, kterd budeme zapisovat ve tvaru

a=ag+aiey + ... + ayen, pro kterd jsou predepsany souciny e,.es =
Ycem. Predpokladame, ze nasobeni je asociativni, 1ze délit nenulovym
¢islem, nasobeni nemusi byt komutativni.

Plati véta: Existuji pouze tfi hyperkomplexni systémy cisel : redlné
¢isla, komplexni ¢isla a kvaterniony.

Dtikaz této véty tdajné pochéazi od Frobenia (Ferdinand Georg Fro-
benius) z roku 1878 z ¢lanku Ueber lineare Substitutionen and bilineare
Formen, Journal fuer die reine und angewandte Mathematik 84, 1-63.

Pokusime se k problému pristoupit elementarné.

Nejdiive se podivame na dimenzi dvé.

Mgéjme ¢&isla tvaru a = a + ib, kde i2 = m + in. Pak

o? = a? + 2abi + b*i% = a® + 2abi + b*(m + in) =

a® + b?>m + ib(2a + bm).

Polozime-lia = —bn/2, je a* = b?(m+n?/4), kde miiZzeme libovolné zvolit
nenulové b. Ukézali jsme, Ze existuje prvek j tak, ze j2 =1, —1,0.
Ptipadaji tedy v uvahu tfi systémy, j2 = —1, komplexni ¢isla, j2 = 0,

takzvana dualni ¢isla a j2 = 1, takzvana ¢isla dvojné. Posledni maji také
délitele nuly, protoze (j +1)(j — 1) =2 —1=0.

Nyni to zkusime obecnéji:
Méjme eyes = Xctem, a = Xare,, b = Xbye, a feSme rovnici

a.b = Ya,bscren, =0,

coz je soustava n homogennich rovnic Ya,b,c]’; = 0 o n nezndmych a,.
Ta mé netrividlni feSeni pravé tehdy, kdyz je jeji determinant rovny
nule. Tento determinant je homogenni vyraz v proménnych bs. Je-li tedy
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Obrézek 1: Kubika déliteli nuly

n-liché, mazeme zvolit libovolné n — 1 z b, a dostavame rovnici lichého
stupné, ktera ma vzdycky alespon jedno FeSeni.
Priiklad.
Uvazujme n=3, a = ag + a1e + asf,b = by + bre + baf, €2 = f, f2 =
14 2e,ef =24+e—4f, fe=3—f.
Pak rovnice pro délitele nuly je
CL.b = (ao + aie + agf).(bo + ble + bzf)
= ao(bo + b16 + be) + al[boe + blf + b2(2 + e — 4f)]+
as [bof + b1(3 - f) + b2(1 + 26)] =0.
To je soustava linedrnich homogennich rovnic pro neznamé ag, ai, as.
Jeji matice je
bo b1 ba
2bo bo + by by — 4bs
ba + 3by 2ba bo — b1

Jeji determinant je roven
K = b3 + 3b3 + 3b3 + b2(ba — b1) — 9b3ba + Tb3(bg — by) — 8bob1ba.
Mnozina K = 0 je kubika, kterou vidime na obrazku 1. Jsou to obrazy
prvki systému, které maji délitele nuly.

Tvrzeni. Hyperkomplexni systém lichého stupné mé délitele nuly.

2.2 Cyklické systémy.

Méjme hyperkomplexni systém S, bud a € S, a nezavislé na 1. Ozna¢me
k takové nejvétsi éislo, ze prvky 1,a,a?, ..., a" jsou nezavislé, fikejme mu
stupefi prvku a. Pak plati a1 = mg +m1a... +mya® pro redlna ¢isla m;.
Kombinace prvkil 1,a,a?, ..., a* vytvaii komutativni podsystém systému
S. Nemaé-li systém délitele nuly, je polynom

P(x) = 2" —mpak — . —my



16 Adolf Karger

sudého stupné a rozklada se na linearni a kvadratické kofenové c¢initele.
Jelikoz je P(a) = 0, musi jeden z kvadratickych ¢initeldt byt nulovy pro a
a stupen kazdého prvku nezavislého na 1 je prave 1.

Uvazujme nyni pfipad, kdy 1,4,j v S jsou nezavislé. Dostavame
(i+3)* = =2+ (ij + ji) = mo + ma(i + j),
(i —35)% = =2 (ij + ji) = so + s1(i — j).
Sectenim dostdvame
—4 =mg + s + (M1 + s1)i + (M1 — 51)7,
coz dava m1 = s1 = 0.
Je tedy ij + ji = u, a protoze —24+u < 0,-2—u <0, jeu? < 4.V
opacném pripadé bychom méli délitele nuly.To znamena,ze i prvky 1,1, j,7j
jsou nezévislé, nebot jinak bychom méli systém dimenze tii.

Hledejme nyni prvky I = ai + bj, J = ci + dj tak, aby
I’=J2=-1,IJ+JI=0.

Dostaneme
a?+b% —abu=1,
A+d?—cdu=1,
(ad + bc)u — 2(ac + bd) = 0.
Tato soustava mé vzdy feSeni. Oznacdime-li ¢ = \/(1 —u?/4), je to na
piiklad a = 1,0 = 0,¢ = u/(2t),d = 1/t. Tim jsme ukdzali, Ze jedind
¢tyfdimensionélni hyperkomplexni soustava ¢isel je algebra kvaternioni.
Je totiz
1JI1J=(1J)?=~-1JJI=—1.

Oznacime IJ = K, a dostavame urcujici vztahy pro kvaterniony.

Zbyvé ukazat, ze pro dimenzi vétsi nez ¢tyri zadné feseni neexistuje.
Predpokladejme tedy, Ze v hyperkomplexni soustavé mame prvky 1,4, 5,47,
které davaji kvaterniony a necht existuje prvek r na nich nezavisly. M-
zeme piedpokladat, ze 72 = —1 a Ze plati ri 4+ ir = sy, 7j + jr = s, kde
S1, S2 jsou realna cisla. Pak

(ijr)? = djrijr = ij(ri)jr = ij(—ir + s1)jr = —ijirjr + syij*r =
—iji(ri)r — syir = —iji(—jr + so)r — syir = ijijr? — sqi(ji)r — syir =
(15)%12 + 821241 — s1ir = 1 — s9j7 — S1iT = 53 + 8407
pro né&jaka realnd sz, s4. Vynasobeni posledni rovnosti zprava prvkem k
dava

7+ S9J + S11 = S3r — S41j a z nezavislosti prvki 4, 7,47, 7 plyne s =
S2 = S4 = 0,53 = 1, tj.(ijr)z =1.

Nemame-li mit délitele nuly, musi byt ijr = 1 nebo ijr = —1, mui-
zeme predpokladat prvni moznost. Pak ale nasobeni zprava prvkem r
dava r = —ij, a to je spor. To znamena, ze zadny dalsi nezavisly prvek v
hyperkomplexnim systému neexistuje a dostavame pouze kvaterniony.
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3 Dalsi vlastnosti kvaterniont a jejich aplikace

Pro prehlednéjsi pocitani s kvaterniony zavedeme jednodussi zapis kva-
ternionu. Kvaternion

a = ag + aii + azj + ask,

zapiSeme ve tvaru a = ag + d, kde @ = a1i + asj + aszk je vektorova cast
kvaternionu, ag je jeho skalarni ¢ast. Pro dalsi kvaternion 8 = by + b je

—

a.B = agho— < @,b > +agb + bod + @ x b.

Kvaternion s nulovou skalarni ¢asti se nazyva ryze imaginarni, kvaternion
@ = ag — d, se nazyva imaginarné sdruzeny k «.
Zasadni vlastnosti kvaterniond je to, Ze maji souc¢inovou normu, tj. ze
norma soucinu se rovna souéinu norem.
Norma || kvaternionu « se definuje jako
la]? = c.a = a3 + a2 + a2 + 3.
Snadno ukazeme, ze o3 = fa.
Pak [aB]? = |(af).(aB)| = |aBfa = a(|B8a] = |al?.|8]2.
Inverzni kvaternion ke kvaternionu « je kvaternion a=! = a/|al.
Kvaternion s normou rovnou jedné se nazyva jednotkovy kvaternion,
soucin dvou jednotkovych kvaternionti je opét jednotkovy kvaternion.
Ozna¢me U mnozinu jednotkovych kvaternionti, V' prostor ryze ima-
ginarnich kvaterniont.
Pro ryze imaginarni kvaterniony plati

UV =— < U, 7> +U X V.

Ozna¢me Int(a)(0) = afa zobrazeni prostoru kvaternionti do prostoru
kvaterniontd, uréené kvaternionem «. Toto zobrazeni zachovava ¢islo 1,
protoze

Int(a)(1) = a.l.a=1.

Z toho plyne, Ze toto zobrazeni zachovava i prostor V' ryze imaginar-
nich kvaterniond, protoze ten je kolmy k ¢islu 1.

Toto zobrazeni také zachoviva normu vektort (ryze imaginarnich kva-
terniont) a tedy je to shodnost.

Poznamenejme, ze kvaterniony o a —« davaji totéz zobrazeni.

Zbyva najit shodnost, ktera odpovida danému kvaternionu.
ZapiSme jednotkovy kvaternion « ve tvaru

o = cos ¢ + Usin ¢,
kde 1 je jednotkovy vektor. Pak plati
Int(a)(d) = (cos ¢ + @sin @).u.(cos ¢ — Usinp) = Usin @) = 4.

Kvaternionu « tedy odpovida otoceni kolem osy urcené vektorem .
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Ted je jesté tieba najit thel otodeni.
Dopliime vektor i vektory ¥ a @ do pravotocivé baze. Pak «.0 =
podobné cyklicky pro ostatni. Déle je

(cos ¢ + Usin @)v(cos ¢ — wsin ¢) =
(cos ¢U + sin ¢pu) (cos ¢ — @ sin @) = cos(2¢)T + sin(2¢)w.

Ukazali jsme tedy, Ze se jedna o otoceni o thel 2¢.

Nechame-li nyni kvaternion « puisobit na vektory baze snadno ziskame
matici otoceni kolem osy

g1

a

U = w1l + usj + usk
o thel ¢. Pro jeji prvky a,s dostaneme
Qrs = Ops COS P + (1 — cOS P)urus + €51t Sin .

Zde 0.5 je Kroneckerovo delta, €5 je znaménkovy tenzor, €,¢¢ je rovno
znaménku permutace ¢isel rst,ve formuli se séita podle ¢ .

Jak jiz bylo zminéno, v prvni poloviné dvacatého stoleti zcela pfe-
vladla vektorova symbolika a od kvaterniont bylo upusténo. Kvaterniony
najdeme v pracech W. Blaschkeho a H. R. Miillera o sférické kinematice.
V posledni dobé nachazeji kvaterniony uplatnéni v pocitacové geometrii
u problému interpolace pohyb1.

Myslenka je nésledujici: Chceme najit pohyb interpolujici dané po-
lohy objektu. Tyto polohy vyjadiime pomoci kvaterniont a interpolujici
kfivku v prostoru kvaternionu interpolujeme. Tim se dostaneme mimo ob-
last jednotkovych kvaterniontl, po déleni normou dostaneme jednotkové
kvaterniony a ty prevedeme zpét na pohyb. Jako priklad uvadim praci
[2], kde se ¢tendf muze dovédet dalsi podrobnosti. Kvaterniony se pouzi-
vaji také pro konstrukci tzv. PH kiivek. To jsou kfivky, jejichz element
délky se da vyjadfit pomoci polynomidlni funkce. Ty jsou pak dulezité
pri tvorbé ekvidistant napf. pfi obrabéni. Podrobnosti mize ¢tenar najit
v napf. v [3] nebo [4].

Podékovani
Clanek vznikl za podpory VZ 0021620839 MSMT CR
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Detekce kartografického zobrazeni z mnoZiny
bodu

Tomas Bayer

Katedra aplikované geoinformatiky

Albertov 6, Praha 2
bayertom@natur.cuni.cz
Abstrakt. Detekce kartografického zobrazeni z mnoziny bodu o
znamych rovinnych soufadnicich predstavuje pomérné zajimavy a
neprilis Casto feseny problém. Nize uvedeny postup pouzivd k detekci
kartografického zobrazeni srovnani mnoziny bodd P v mapé s mnozi-
nou @ korespondujicich bodid ve znamém kartografickém zobrazeni.
Nad obéma mnozinami jsou zkonstruovany Voronoiovy diagramy,
parametry jednotlivych Voronoiovych bunék nésledné analyzujeme.
Praktické vyuziti této problematiky lze nalézt pti kartometrické analyze
historickych map.

Klicovd slova: Matematicka kartografie, kartografické zobrazeni,
Voronoiova teselace.

1 Uvod

Kartografické zobrazeni K zobrazuje referencni plochu R; na referenc¢ni
plochu Rj, lze ho popsat prostifednictvim zobrazovacich rovnic v explicit-
nim vyjadieni

= [l N) (1)
9(p; M) (2)

O zobrazovacich funkcich f, g se predpoklada, ze jsou spojité a snadno
diferencovatelné, vzajemné nezavislé. Proménné ¢, \ jsou zemépisné sou-
fadnice bodu na referené¢ni plose R, x, y pravouhlé soufadnice téhoz bodu
na referenc¢ni plose R,.

Voronoiova teselace VT pfifazuje kazdému bodu mnoziny P = { Py, P, ...

uzavienou ¢i otevienou oblast, tj. V(P) = {V(P1),V(P),...,V(PxN)}, ta-
kovou, Ze libovolny bod X € V(F;) je blize k bodu P; nez k jakémukoliv
bodu P;. Plati

d(X,V(F)) < d(X,V(P))).

Uzavienou oblast V(P;) nazyvame Voronoiovou buiikou.

2 Proces analyzy

Prvni krok zahrnuje rozvahu tykajici se vybéru mnoziny vstupnich boda
P, nad kterymi budou generovany VD. Vzhledem k faktu, ze kartografické
dilo muZe byt (a vétsinou i byva) z hlediska obsahového pomérné obsihlé,
neni tnosné p¥i analyze pracovat se vSemi jeho prvky (resp. s jejich ¢&i-
selnou reprezentaci), ale pouze s podmnoZinou téchto prvka. V tomto

»Po}
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Obrazek 1: Pfevod Voronoiovy buriky na tplny neorientovany graf.

prispévku predpoklddame existenci kartografického podkladu se siti po-
lednikt a rovnobézek, pro detekci lze pouzit body lezici v uzlovych bodech
polednik a rovnobézek tvorici mnozinu P . Prvky mnoziny () pfedstavuji
obrazy bodi mnoziny P v jednotlivych kartografickych zobrazenich.

2.1 Podobnost V(P) a V(Q)

Posouzeni podobnosti V(P) a V(Q) je klitovym krokem analyzy. Vzhle-
dem k faktu, ze VD jsou znacné citlivé k poloze generatord, lze tvrdit:
V(P) je podobné V(Q) pravé kdyz jsou podobné i jejich geometrické para-
metry. Pokud nalezneme takové zobrazeni £, které predstavuje linedrni ope-
rator (tj. vyjadfuje existenci linedrniho vztahu mezi V(P) a V(Q)), jsou
obé mnoZiny P a @) podobné (tj. vzidjemné posunuté, otocené, zvétsené ¢i
zmensené).

Zakladnim zprostfedkujicim parametrem slouzicim pro vypocet vza-
jemného vztahu obou mnozin bude vztah vzdalenosti s mezi dvojici bodu
nélezejicich V(P;) a ji odpovidajici vzdalenosti s’ mezi dvojici bodd né-
lezejici V(Q;). Konkrétnéji se bude jednat o dvojice bod lezicich na hrané
libovolné Voronoiovy buitiky. Takovych dvojic lze pro Voronoiovu bunku
s n uzly nalézt (7).

Pro tento ucel prevedeme Voronoiovu buitku na strukturu predstavo-
vanou Uplnym neorientovanym grafem, viz obr. 1.

Uplny graf. Graf G = (H,U, p), mezi jehoz kazdymi dvéma uzly u;, u; €
U existuje pravé jedna hrana, nazyvame uplnym grafem. Prvky mnoziny
H predstavuji hrany, prvky mnoziny U uzly grafu G, p pak incidenci
grafu. Kazda hrana h;; € H ma piifazeno ohodnoceni w;;€ R, vyjadiujici
kvalitativni resp. kvantitativni hodnotu néjakého jevu.

Matice W. Ohodnoceni hran grafu budou v tomto pfipadé predstavovat
euklidovské vzdalenosti s. Graf G lze popsat ¢tvercovou matici W fadu
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n, jejiz prvky w;; jsou definovany nasledujicim vztahem.

07 ) = .7
wij = prov = (3)
s(u;,uj), proi #j.

Matici W nad mnozinou V(P;) oznacime Wp,, u; = P;,

S11 S12 .-~ Sin

S12 S22 ...  S2p
WP = )

S1in  S2n .-+ Snn

matici W nad mnozinou V(Q;) ozna¢ime Wy,, u; ~ Q;.

! ! /
S11 S12 -+ Sin

! / /
Weo — S19  Soo ... Sop
Q o . cee

/ / /
S1n Son -+ Spn

Je -1i ¢ linedrni operator, ziejmé plati
S(WR) = WQi :

Charakteristicka rovnice £. Vyjdeme z charakteristické rovnice line-
arniho operatoru . Skalar A\ predstavuje vlastni ¢islo linedrniho operatoru
&, pokud existuje vektor v, v # 0, pro ktery plati

&(v) = .

Rikédme, Ze v je vlastni vektor operatoru &. Charakteristickou rovnici lze
zapsat ve tvaru
det(AE — &) =0.

Kofeny rovnice s neznamou A oznacime A\;,
A=2)A=X2)...(A=A,) =0

predstavuji vlastni ¢isla linearniho operatoru &.

Podobnost matic a vlastni ¢isla. Analjza je zaloZena na faktu, Ze
podobné matice maji stejna vlastni ¢isla. Ctvercové matice B, C nazjvame
podobnymi, existuje-li takova regularni matice M, aby platilo

C = M 'BM.

Sloupce matice M pak tvori vlastni vektory. Pro vlastni ¢isla matic B, C'
plati
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AB = Ac.

Jestlize pro ae R
C =aM'BM,

pro vlastni ¢isla matic B, C' plati
)\C = Oé)\B.

Matice W je invariantni vaéi tthlu natoc¢eni mnozin P a Q). V tomto pii-
padé je M = E, matice Wy, je a-ndsobkem matice Wp,. Ziejmé plati

WQi = OéWPi (4)
)\Qi - O‘>‘P7‘,' (5)
Pro stopy matic lze psat
n
tr(WQi) = Z)\Qi’
i=1

tr(WPi)

> Ap,.
i=1
Pak plati

tr(Wo,) = atr(Wp,).

Jako testovaci kritérium detekujici, zda Wy, je a-ndsobkem Wp,, pouzi-
jeme

n

tQ; = ZAQH
i=1
n

tp, = Zx\%b
=1

Pro vztah mezi tg, a tp, plati
tg, = Ckztpi, a € R. (6)

2.2 Selekce V(P) a V(Q)

Pred vlastnim vypoctem testovaciho kritéria je nutno provést selekci mnozin
V(P) aV(Q). Podobnost nebudeme posuzovat mezi vemi V' (P;) a V(Q;),
mnozinu dvojic omezime. Z vypoc¢tu vylou¢ime takové buitkky V(F;) a

V(Qs):
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Obrézek 2: Selekce V(P;) a V(Q;), u kterych alespon jeden z generatoru
lezi na konvexni obélce.

e u kterych je pocCet hran rizny. Neexistuje -li zadna dvojice bunék
V(P;) a V(Q;) se stejnym pocétem hran, je hodnota testovaciho kri-
téria my, = oo.

e alespon jeden z dvojice parametri se vztahuje ke generatoru P; nebo
Q; lezicimu na konvexni obélce. Témto geometrickym parametrim
byla prifazena hodnota 0. Uvedenym krokem odstranime vSechny
neuzaviené buinky obou mnozin.

2.3 Vypocet testovaciho kritéria.

Po selekci bunék V' D miizeme provést vlastni vypocet testovaciho kritéria.
Pocet takto vzniklych Voronoiovych bunék ozna¢me N’. Pro zbylé butiky
V(P;) a V(Q;) naplnime matice tg(1,N’) a tp(1,N’). V dalsim kroku
uréime prvky matice o (1, N’)

t
iy
tp

V praxi diky ndhodnym ¢i systematickym chybam nebudou hodnoty
ay; stejné, budou se lisit. Jako kritérium piesnosti a tim padem i hod-
notu ilustrujici podobnost V(P)a V(Q) resp. mnozin P a @ lze pouzit

smérodatnou odchylku
> VaVa
Me =\ N1 ™)

Cim je hodnota m, nizsi, tim podobné&jsi jsou si mnoziny P a Q. Pro-
védime -li srovnani P*) s vice mnozinami Q%) piedstavujicimi riizné
kartograficka zobrazeni, nejpodobnéjsi bude mnozina s m2"*".

min

My

= min(mm,ma27 ~"7m0£N/) (8)
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.......

Obrazek 3: Voronoiuv diagram nad mnozinou P Hammerova zobrazeni.

3 Zavér

Tento prispévek se snazil nastinit moznost detekce kartografického zob-
razeni z mnoziny bodu srovnanim s mnozinou korespondujicich bodi ve
znamém kartografickém zobrazeni. Clanek poukazuje na souvislost mate-
matické kartografie, vypocetni geometrie a teorie grafi.

Podékovani

Clanek vznikl za podpory projektu grantu GACR &. 42-440045: , Karto-
metrickd a semiotickd analyza a vizualizace starych map ceskych zemi z
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Eva Baranova, Kamil Male¢ek*

Katedra aerodynamiky a simulécii, Letecka fakultaJT
Rampova 7, 040 01 KoSice, SR
email:eva.baranova@tuke.sk
*Katedra matematiky,Fakulta stavebrfVUT
Thékurova 7, 166 29 Praha &R
email:kamil@mat.fsv.cvut.cz

Abstrakt. V prispevku sa zaoberame Specidlnymi skrutkovyheichmmi a to
Upatnicovo-srutkovymi. Ukazeme geometricky spésalivarenia Upétnicovej
skrutkovice a odvodime jej parametrické rovnitmlej odvodime parametrické
rovnice Upatnicovo - skrutkovych pléch priamkovyehcyklickych. V zavere
ukdzeme mozndsryuzitia takychto pléch.

Klucové slovaupatnicova skrutkovica, Upatnicovo — skrutkovéchio
1 Upétnicova skrutkovica

1.1 Geometricky sposob vytvorenia Upatnicovej skrutkowie

V rovine # majme danu elipsu ohniskamiF;, F, a hlavnymi vrcholmiA,B.
Velkos’ hlavnej poloosi j&, excentricitee.

Ozna&me s; Upatnicu elipsy pre poél v jednom ohnisku, nagf,. Pohyb
bodu A po Upétnici s, popiSeme pomocou uhba ot&ania polpriamkyF;
A okolo jej z&iatocného bodu,, obr.1.

X y

Obr. 1: Upétnica elipsy pre pol R

Nech zarove s pohybom po Upatnic; sabod A posuva v smere kolmom
na rovinu z, pricom rychlog posivania je priamo UmerndIkesti uhlu
ot&ania. Potom bodA vytvara v priestore Upatnicovu skrutkovisu Pretoze
Upatnicas, elipsy pre pol v ohnisku je vrcholova kruznica slip obr.1, tak
Upéatnicova skrutkovicalezi na roténej valcovej ploche danej kruznicay
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Rovnako ako pri obvyklej skrutkovici definujeme timaovd skrutkovicus
bud’ pravo- alebdavotciiva.

1.2 Parametrizacia Upatnicovej skrutkovice

Zvol'me v priestore pravouhld suradnicovi sustavu [Zktak, aby z&atok
O=F; a hlavna os elipsy bola os obr.1. Potom Upatniceg ma v polarnych
sUradniciach so zeatkom O=F; a polarnou osox rovnicu

r(v)=va>-e’sin’v-ecosv, vO[027] (1)
a parametrické vyjadrenie

x=r(v)cosv, y=r(v)sinv, z=0, vO[027]. )
Upéatnicova skrutkovica je parametrizovana vektorovou funkciou

y(v) = (r(v)cosv, r(v)sinv,v,v), VOR, ®3)

kde v, je nenulova reélna konStanta, ktorej absol(tna otadrvyjadruje
rychlog’ posuvania. Jeden zavit Upatnicovej skrutkovice safeazili na obr.2
a obr.3. Na obr.2 je pravatoa a na obr.3avotaiiva Upatnicova skrutkovica.

:‘E
8
B
4
2
2
4

2
2

-4

SN

B

4

2
K]
oy 4
i
Obr. 2 Obr. 3

2 Priamkové upatnicovo — skrutkové plochy

Priamkova skrutkova plocha vznikne skrutkovym pakhbpriamky, v nasom
pripade skrutkovym pohybom popisanym v odstavci Klasifikcia tychto
Upéatnicovych priamkovych pléch je rovnaka ako Klk&cia obvyklych
priamkovych skrutkovych pléch. Uvedieme dva priklad
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2.1 Plocha dotyénic upatnicovej skrutkovice s

Smerové vektory dotyic uUpatnicovej skrutkovicessi dané vektorovou
funkciou

y(v) = (r'(v)cosv— r(v)sin(v), r'(v)sinv + r(v)cos(v),vo) , VOR, (4)

ktord je derivaciou vektorovej funkcie (3) gadparametra. Plocha dotynic
Upéatnicovej skrutkovice ma parametrické vyjadrenie

X= r(v)cosv+t(r' (v)cosv— r(v)sinv) ,
y =r(v)sinv+t(f (v)sinv+r(v)cosv), )5
Z=V v+, tOR, vOR.

Na obr.4 sme zobrazili jeden zavitasti plochy dotynic Upatnicovej
skrutkovice medzi skrutkovicou a rovinou xy.

Obr. 4: Plocha dotyénic upatnicovej skrutkovice
Krivka, ktora je rezom plochy rovinou xy o rovnizeFO ma parametrické
vyjadrenie
x = r(v)cosv—v(f(v)cosv—r(v)sinv),
y =r(v)sinv—v(¢(v)sinv+r(v)cosv), (6)
z=0, vOR.
Krivka ma podobny tvar Spiraly ako evolventa kreEniPre porovnanie sme

zobrazili na obr.5¢ag evolventy kruznice s; ana obr.6¢as’ krivky
s parametrizaciou (6).
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Obr. 5 Obr. 6

2.2 Priamy skrutkovy konoid

Priamy skrutkovy konoid (priama uzavretd priamkskéutkova plocha) tvori
systém priamok, ktoré pretinaju Upétnicovl skruikos, os z — tzv. riadiace
krivky konoidu a su rovnobeZzné s rovingy— riadiacou rovinou.

Smerové vektory tvoriacich priamok suU danékteevou funkciou
u(v) = (r(v)cosv, r(v)sinv,0) resp.r(v)(cosv, sinv,0). Plocha ma parametrické
vyjadrenie

x=tcosv, y=tsinv, z=vVv, tOR, VOR, (7

ktora je rovnaka ako pri obvyklom priamom skrutkovdonoide. Na obr.7
sme zobrazili polovicu zavittasti plochy, ktord ma parametrické vyjadrenie

x:2tr(v)c09/, y:2tr(v)sinv, Z=VV, tD[O,l], VD[O,ZJT]. (8)

Plocha je geometrickym modelom zéakladu rozSirujoceda skrutkového
schodiska nad kruhovym pédorysom, ktory je ohramy riadiacou kruznicou
elipsye. Pédorys plochy je na obr.8.
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3 Cyklické upéatnicovo-skrutkoveé plochy

Cyklické skrutkové plochy vznikaju skrutkovym poloyyh kruznice a opé
uvazujeme skrutkovy pohyb z odst. 1.1. Uvedieme gvigpady cyklickych
skrutkovych pléch.

3.1 Analdgia vinutého sipa

Plocha, ktora je analégiou uzavretého vinutéhipastma parametrické
vyjadrenie

x =r(v)cosv+r(v)cost

y =r(v)sinv+r(v)sint , 9
Z=VV, tD[O,Zﬂ], vOR.

0

Jeden zavit aj s pddorysom sme zobrazili na obr.9.

v
[
Chuny
==
.ﬂ.%#:ﬂiiﬁ
| 7

s

Obr. 9

3.2 Analdgia plochy klenby sv. Jilji

Plocha, ktora je analégiou uzavretej plochy klehy Jilji ma parametrické
vyjadrenie

x = r(v)cosv +r(v)cost cosv,
y =r(v)sinv+r(v)costsinv,
z:vov+r(v)sint, tD[O,Zﬂ], vOR.

Jeden zavit aj s pddorysom sme zobrazili na obr.10.
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Obr. 10

4 Zaver

Na zaver ako aplikaciu uvadzame polovicu zavitusiregiceho sa schodiska
a jeho zastreSenie plochou klenby sv. Jilid;.\obr.11.

Obr. 11
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Abstrakt. V prispivku je prezentovan soubor interaktivnich prostootvynodel
pitimkovych a cyklickych Sroubovych ploch uniedici animaci Sroubového
pohybu vyznanych Kkivek na ploSe. Modely jsou vyuzivany jako didakéck
pomicky pii vyuce grednetu Konstruktivni geometrie v zimnim semestru prenih
ro¢niku na Strojni fakuét CVUT.

Klicova slova:VRML modely, konstruktivni geometrie, Sroubovagiia.

1 Moznosti zobrazeni modai Sroubovych ploch

Sroubové plochy jsou jednim ze zakladnich geonisiric prviki pouzivanych
pfi navrhovani strojnichtésti. Tvar a princip vzniku jsou ale pr@které
studenty natolik slozité, ze pouha vlastiégstava plochy jim nesth Proto
byly vytvoieny virtualni prostorové modelgahto ploch pro podporu vyuky
prednetu Konstruktivni geometrie.

Pro zobrazeni modielbyl hledan takovy zjsob, ktery by byl nezavisly na
platformé a programovém vybaveni PC. Modely byly vy pomoci
programu Rhinoceros — NURBS modelling for Windowhiio) a nasledn
exportovany do vhodného formétu pro zobrazeni.

1.1 Staticky obrazovy model

Nejjednodussi zisob zobrazeni modelu je staticky obrazovy model
vyrenderovany v programu Rhino.

~

Obr. 1: Staticky obrazovy model
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Tento model neni dost&® nazorny, protoZze neumidje manipulovat
s pohledem. ® vytvareni je nutné vhodnhnastavit pohled pro rendering a
prihlednost prvik modelu, aby bylo dosazeno spravného pochopeni
prostorového usgéadani celého modelu.

1.2 Animovany obrazovy model

Hlavni vyhoda tohoto Zisobu zobrazeni modelu je moZnost animace vzniku
Sroubové plochy. K animaci se pouzivaji obrazkyemgerované v programu
Rhino, které tved jednotlivé snimky obrazku ve formatu GIF.

>/

| /
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%

Obr. 2: Animovany obrazovy model

Nevyhodou tohoto Zsobu zobrazeni jsou vy33i ndroky na pracnost,thebo
vytvoreni modelu je spojené sificenim velkého pau snimki. Ani toto
zobrazeni nedovoluje manipulaci s pohledem, caiZembyt alecéste&ne
vykompenzovano moZnosti animace vzniku Sroubovéchglov rekolika
pohledech najednou.

2 VRML modely

VRML modely jsou zobrazeny ve virtualnim &¥ s moznosti manipulace
s objekty a pohledy v prastdi, které je saiasti ¥tSiny dneSnich internetovych
prohliz&i. Nebo je pipad mozné podporu jazyka VRML jednoduSe
doinstalovat (naip: Cortona VRML Client). Diky dmto vlastnostem se
z VRML modet stava nejvhod$si zpisob zobrazeni prostorovych uloh.
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o Ny 5

Ob. 3: ProhIZ RML oelﬁ

2.1 Vytvoreni

Vytvoreni VRML modelu je slozeno zkolika jednoduchych dkan které
nejsoucasow nara@né a daji seast&né automatizovat.

V programu RHINO se vytid model dané Sroubové plochy, ktery se
nasleds pomoci funkce exportu zapiSe v jazyce VRML do eného souboru.
Do takto vytvdeného souboru se v libovolném textovém editokingdoplni
do zdrojového kédu zbyvajici prvky modelu — osyzngné plochyfezy atd.
Na zaér se zkompletovany soubor zkomprimuje. Timto postapvznikne
soubor o velikosttadow desitek kB s vysokou kvalitou zobrazeni.

Ruéni zasahy do zdrojového kédu Ize vynechat a celgleh@etns vSech
prvki vymodelovat v programu Rhino a exportovat do VRMysledny
soubor je ale mnohonasabwetsi nez vytveny rini kompletaci.

2.2 Pridani animace

MoZnost manipulace s objekty VRML modelu Ize snadgozit pro animaci
vzniku Sroubovych ploch.

Zakladem pro animaci je jiz vytveny VRML model, ktery se roz$io
definici trajektorii pohybu a&asové zakladny. Upravy se provadi v textovém
editoru zapisovanim do zdrojového kédu VRML modehgbo je mozZné
zobecnit tyto operace definovanim tzv. protdtyp Sablon s &kolika
parametry, coZ cely postup vyr&zzjednodusi.

3 Zavér
Modely v jazyce VRML jsou diky svym mozZnostem vhédk pouziti jako
didaktické ponicky pi vyuce a demonstratéSeni konstruknich aloh.

Ruéni kompletaci VRML modelu a komprimaci je mozné itibeelikosti

souboruradow v desitkach kB, coz umaidje publikaci modéi na internetu
a zgristupréni i mimo vyuku. Galerii Sroubovych ploch je mozstdédnout na
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internetové adrese (Konstruktivni geometrie Interaktivni modely pro
Konstruktivni geometrii)

http://marian.fsik.cvut.cz/~linkeova
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Abstract. In the article we present analysis of the aninmatmd visualization

construction methods of selected spatial problemsmizans of the Flash MX

computer program. The program makes it possiblpldce the active computer
presentations on the websites, which allows theriet users to track individual
stages of the geometrical construction. The selegimblems of descriptive

geometry have been demonstrated in the Monge, mgggpid central projections.
The presentations and visualizations are of dynaomicstatic character. The
separate stages of construction making have bemmnsim axonometry as a visual
drawing, and in other chosen projections. It isuneml by teaching descriptive
geometry that the spatial model of a given geado@tproblem be presented and
the construction put down in the drawing. Demottigtraof the above — mentioned
issues in the form of interactive presentation e @f the elements which are
helpful in understanding a concrete spatial problés the Flash MX computer
program is not meant for geometrical constructimtwording we have shown an
optimal method of transferring the said construttianto the graphics of Flash
MX . We have also assessed the individual progomis:

Key words: Flash, internet, Monge projection, axonometry, nation,
visualization, vectorial picture

1 Introduction

It is required that teaching descriptive geometpplg interactive forms to
present space problems solved during the courskesdriptive geometry and
engineering graphics. Using of contemporary mass$iaredlows to utilize in an
optimal way the time meant to teaching particulpace problems and, in
addition, makes it possible for the students tolyaea individually the
procedure algorithm while making the above-meniibngeometrical
constructions. Moreover, the worked out interactéidactic aids favour to
include computer visualizations, available by meahsyww pages, into the
teaching process. Accessibility and popularity mtefnet nowadays makes it
possible to present permanently selected compiugerahzations. Owing to it
the teaching process can be carried on at any a@inekindividually by the
students.
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2  Visualizations of space geometrical problemsin the Flash
M X program

The Flash MX program can be successfully used iualization of complex
spatial problems and for presentations which caarb}l explain constructions
made by means of various projection methods. Idifficult to make
geometrical drawings in Flash MX because it isangtaphical program of the
AutoCAD or Cabri type meant for drawing. To prepargresentation it is
essential to have a previously made drawing af@gtrical construction and
then a scan of the construction. The demonstiateskentations are computer
made by means of the Flash MX program and conceamgtrical problems
drawn on the previously made scan of the constrnctThe program tools
available within the Flash program allow to usepfias (lines, points, planes
etc.) typical of the construction geometrical dnagviThe scan of the drawing
can be substituted for the lack of program toolsnttke metric constructions.
Demonstration of the above — mentioned questiorthénform of interactive
presentation is one of the elements allowing ugnigerstand a given concrete
spatial problem. Application of the Flash prograsreatool makes it possible to
analyze particular stages of the construction. éftasions and visualizations
are of dynamic or static character. Individual s&gf construction making are
shown in the form of axonometric recording as dqpial drawing and in the
various projection methods. Particular construciagecorded in the Flash
program create an interactive computer graphicsvlich elements of the
axonometric drawing are correlated with the recuyddf a given geometrical
problem in the various projection methods. In ddditit is possible to present
subsequent stages of the carried out construotthith makes it possible not
only to understand the principles of projection &isb to watch simultaneously
particular elements introduced into the diagramictvimake the final solution
of the problem. The constructions are presentethégns of the “step by step”
method. Thus the whole teaching program concerrangoncrete spatial
problem can be accomplished. The presented exangwasist of two
diagrams interactively connected. By means of aaiedy chosen palette of
colors for points, lines and planes the axonometiriawing preserves 3D
character. Coordination of spatial drawings witplane recording in assumed
projection consists on simultaneous constructiopasficular elements making
the drawing. The coordination also comprises texdirparameters typical of
animation i.e. speed, direction and time. As thmulteof it is a possibility of
simultaneous checking on particular stages of tlenicg into being
construction with application of the animation opti The animation is
controlled by system of switches which have beecated between the
diagrams. Owing to the switches the presentationbesindividually steered by
the user of the software. Below presented examplesisualization of
geometrical problems in the Flash program cledntysthe complex problems
of spatial geometry. Application of interactive aaition of particular stages of
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the spatial solution of a given problem makes isgildle to carry out an
independent analysis of the used method. In additiae to the Flash program
we can make advantage of the geometrical presentad a component of the
web pages designed for the spatial geometry prablem

o a e
spatial drawings:

Monge projection -

Fig. 1: Method of presentation space geometrical problemsin the Flash
MX program
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3  Examplesof selected visualizations of space geometrical
problemsin the Flash MX program

Presentation 1 — the mapping projection method. Geometrical pobt find a
cross-section of pyramid by planevith the use of collineation (fig.2).
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Fig. 2
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Presentation 2 — the mapping projection method. Geometrical pnoblefind a
cross-section of pyramid by planevith the use of transformation (fig.3).
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Presentation 3 — the Monge projection method. Geometrical problefimding
a real magnitude of the dihedral angle betweengslamandp (fig.4).
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4 Conclusion

Application of the Flash MX program to visualizelested geometrical
space problems make it possible to realize thehirggrocess by means of
interactive analysis of the selected issue. In tamdi owing to theFlash
program we can take advantage of the geometriceteptations as a
component of the web pages designed for spatiahgly problems. It is not a
tool to make geometrical graphic constructions. 3¢en of the construction of
the selected problem can be substituted for thé lat program tools
characteristic of the popular graphic programs.

The above-shown examples of visualization of gedoatproblems in the
Flash program clearly show the complex problems of spatieometry.
Application of the interactive animation of the aegte construction stages of
the spatial solution of the assumed problem matkpessible to analyze in an
independent way the method that has been used.
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Abstract. Application of computer graphic programs makegsogsible to solve and
visualize spatial geometrical constructions. S@eciof an appropriate graphic
program like AutoCAD or Cabri 3D for constructioacording requires both an
expertise in the software and a knowledge of gegmét the paper we present
selected geometrical problems worked out graplyi@id from structural point of
view by means of assumed computer programs. Thershwamples of application
of computer graphics contain the following probderimscribing tetrahedron into
an oblique pyramid of triangular base, inscribiegular tetrahedron into a sphere,
a cone of revolution, a cylinder of revolution amdube. The constructions have
been made in 3D graphic programs, namely in AutoC&DCabri. A vivid
visualization of the solved geometrical problem baen carried out in the Corel
Draw graphic program. The 3D notation of the solusi of the above — singled out
spatial problems in AutoCAD and Cabri 3D allowstawisualize the construction
methods as well as to carry on a simultaneous degitcthe solution in orthographic
(the Monge method) or in parallel (axonometry) potipns.

Key words: Auto CAD, Cabri 3D, tetrahedron, cube, cylindegnstruction,
technical drawing, visualization

1 Introduction

The subject of the article is the problem of insiery a regular tetrahedron
within:

a cube(Fig.1)

a cylinder (Fig.2)

any irregular tetrahedron (Fig.3)

a cone. (Fig.4)

Two computer programs Cabri 3D and Auto CAD haverbased. We have
shown differences in the ways of constructionsding and capabilities of the
programs.

Cabri 3D possesses tools of theoretical apparatdspassibility to visualize

objects in perspective and axonometric projectibhas theoretical tools such
as e.g. “a plane” but does not possess, and thabalplies to AutoCAD, a tool
that could draw a ready tetrahedron as a polygdwe donstruction, despite
some tool facilitations, causes a lot of specififfiallties. AutoCAD as a

program used to technical drawings and space nmageli objects, does not
have tools related to the theory of space sucheaaliove — mentioned “plane”.
That is why we have used more difficult ways toldb& given construction.
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The final result have been shown in a chosen positiy means of visual
elements such as hatching, filling with colorsgfrent of a surface etc.

Fig. 1

Fig. 3

2 Examplesof selected visualizations and constructions of
inscribing aregular tetrahedron within various solids by
means of the Auto CAD and Cabri 3D programs

Application of both programs have been looked inith the use of example 3.

Given: irregular tetrahedron (I)
Find: inscribe a regular tetrahedron within theegivne.

2.1 Stereometric solution

- draw auxiliary regular tetrahedron (II) ABCD smaltban the given
irregular one (1) KL'M'W’.

- through vertex A of the auxiliary tetrahedron (Pass a plane
parallel to the base M'L’K’ of the irregular tetradiron (1) K'L'M".
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Do the same for points B, C and D of the regulérateedron (Il)
with respect to the sides of the irregular tetrabedl) K'L'M'W’.
Intersecting edges of the planes parallel to tlessiof the given
tetrahedron (I) K'L'M'W’ result in a similar irredar tetrahedron
(1) KLMW circumscribed around the auxiliary regultetrahedron
(1) ABCD.

Connecting corresponding vertices of the givenatetdron (I)
K'L'M'W'’ and the circumscribed one (I1l) KLMW get daomothety
point at the intersection of the connecting lines.

By means of the point find points of a regular hitsed tetrahedron
(IV) A’'B’C’D’ on the segments : vertex — point aditgency — side.

2.2 Solution in the Cabri 3D program

pass plane K'L'M’ through point A’ and parallel fglane K,L,M
using the tool “parallel”.

pass plane M'L'W’ through point B’ and parallel ptane MLW
pass plane K'L'W” through point C and parallel tampe KLW

pass plane K'M'W’ through point D’ and parallel ptane KMW

by means of the tool “edge”(common points) find coom lines
between the planes belonging to points A’,B’,C’ &id

find points K'L'M'W’ (being vertices of tetrahedrgrby means of
the tool “common point”

connect corresponding vertices of the tetrahedfoand K’, L and
L, M and M, W and W’ finding point S which is theomothety
point

through point S and the vertices of the tetrahedk®iC'D’ pass
the lines to pierce corresponding planes of thesmivrregular
tetrahedron KLMW. The piercing points are the \@$i of a regular
tetrahedron inscribed within the given one.
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2.3 Construction in AutoCAD

- on account of the favorable visual position of €aBD in
operations with the AutoCAD program we have followéhe
example of the magnitudes and situation of the thgwelements
that have been made in Cabri3D. An approximateKgaund” for
the elements is a rectangle of A-4 size from pwifit y-0, z-O.

- in the opposite corners make a construction ofegular and
irregular tetrahedron so that the vertices touch blackground
rectangle and the base of the irregular tetrahedeoparallel to the
background.

- set up LUW(UCS) 3p on plane W'K'M’ of the irreguléetrahedron
and through point 1draw a rectangle smaller tharbdckground.

- through point B move parallel the copy of the aegie

- locate LUW(UCS) 3p on the plane of the moved reglar. Shift
the rectangle so that it is inside of the backgdorattangle.

- set up LUW(UCS) 3p on the background plane and then
LUW(UCS) through an angle of 8Gbout Z axis — command -
PLAN. Now it is possible to find apparent points infersection
between the background plane and the rectangle pdims found
in this way determine a first construction line tok side of the
irregular tetrahedron circumscribed around the legietrahedron.
The same can be done with the other sides.
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3 Conclusion

Visual effects that are presented by the Cabri 8iymam are simple and easy
in reception. They are in the form of perspectiveagonometric views in
selected positions. While working with the prograaot all the stages are easy
to construct.

To demonstrate constructions concerning theoregicaiblems in AutoCAD is
considerably more difficult. It results from thecka of the elements (e.g.
“plane™) needed for simple visualization of thearat problems. Here the use
of the pattern of solution that is shown by Cabbi 8an be helpful. Such
utilization of both programs results in more commative solutions.

References

[1] Program AutoCAD 2007, Cabri 3D
[2] Geometria wykreslna z perspektywg stosowang , Wydawnictwo
Naukowe PWN, Warszawa 1995






Geometry and Computer Graphics 2007 51

Reversibility of Minkowski Difference
via Generalized Laguerre Geometry

Jaromir Dobry

Department of Mathematics, University of West Bohemia
Univerzitni 22, 306 14 Plzen
dobry@kma.zcu.cz

Abstract. In the article, there has been studied the problem of
reversibility of Minkowski difference (also called Pontryagin difference).
The problem of reversibility means whether there holds or not the
identity (A-M)+M=A for a given pair of sets A,M. In the article there
has been used the generalized Laguerre geometry defined at former
conferences GCG. Moreover there has been introduced the charac-
terization theorem giving the relationship between the reversibility
of Minkowski Difference and existence of a representation satisfying
certain conditions.

Keywords: Minkowski sum, Minkowski difference, Pontryagin dif-
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1 Minkowski Operations

In this section, we will discuss basic properties of Minkowski Sum and
Minkowski Difference. In the subsection 1.3, there will be introduced the
problem of reversibility of these operations.

1.1 Minkowski Sum

In this section we will define the operation of Minkowski sum and study
its basic properties. We will present the properties that will be important
in future for our purposes. For more detailed study see e.g. [4, 7].

Definition 1 Consider a linear space V over the field R, A, B C V,
ANER, AN>0. Theset A+ B = {z+y:xz € A,y € B} will be called
Minkowski sum of A and B, A\- A = {\z:x € A} will be called A-multiple
of A.

Lemma 1 Let V be a linear space over the field R, AB,CCV,z eV,
a,B € RE. Then we have
1. A+B=B+A

(A+B)+C=A+B+C)
A+{o}=A

{z} + {2} = {0}
ACB=A+CCB+C
a(A+B)=aA +aB

S v o e
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7. (a4 PB)A C aA + BA whereas if A,B are convex, then the equality
holds

One of the most significant properties of the convex theory is the or-
der cancelation property for compact convex sets, or in slightly modified
version for closed bounded convex sets in [6]. This property is the conse-
quence of the separation theorem. One of the simplest forms of separation
theorem is the following separation lemma. For more general issues, see
e.g. [7].

Lemma 2 (Separation) Let X be an Hilbert space, let A be a non-
empty convexr compact subset of X, b € X, b & A. Then there exists a
continuous linear functional f satisfying

max f(a) < f(b).
Functional f can be chosen of the form f(x) = (x,n) for some n € Sx

where Sx is the unit sphere in X.

Theorem 1 Let V be a Hilbert space over the field R, A,B,C
non-empty compact convex and C non-empty compact, then A
A+CcB+C.

CV,B
CB<

Proof: The direction C follows from Lemma 1. Let us prove A ¢ B =
A+CEZB+C.If AZ B, wehavea € A, a ¢ B. By Lemma 2 we have
a continuous linear functional f such that Vb € B : f(b) < f(a). As C is
non-empty compact, we have (by Weierstrass theorem) an element ¢ € C
such that f(c) is maximal. Then

Ve € C: f(d) < f(o),

Vb e B,V € C: f(b)+ f() < f(a) + f(c).

By linearity:
Vo e B,V € C: f(b+ ) < fla+c)

Then we have a + ¢ € A + C, but from above a + ¢ € B + C (equality is
not admitted), together: A+ C ¢ B + C.
|

1.2 Minkowski Difference
In [3, 4], there has been defined an operation of Minkowski Difference as

an effort to get some kind of inverse operation to the Minkowski sum.
This operation is also called Pontryagin Difference (e.g. [6]).

Definition 2 Consider a linear space V over the field R, A,B C V.
The set A—B ={x e V:VbeB:ax+be A} will be called Minkowski
difference of A and B.
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To describe the relation between Minkowski sum and Minkowski differ-
ence, we use the notation of complement to a set: A’ = {z € V:z & A}.
It is obvious that A” = A. We will also denote A~ the image of A in a
symmetry with respect to origin: A~ = {—a:a € A}. Also the obvious
property (A7)~ = A holds.

Lemma 3 Let V be a linear space over the field R, A,B C 'V, then we
have
A-B=(A'+B7)

Proof:We will rewrite the right-hand side in terms of elements
A'+B ={a—-bacA'becB}

(A'+B )Y ={reV:Vac A beB:a—b#z} =
={zeV:VbeB:z+bc A} =A—-B
|

1.3 Reversibility

In applications, a frequent question reads whether the Minkowski sum or
difference is reversible or not for a given pair of sets A, B C V| in other
words whether the following identities hold or not:

(A+B)-B=A, (A-B)+B=A

One of the inclusions is trivial by the following lemma, we will study the
conditions whether the equality holds.

Lemma 4 Let 'V be a linear space over the field R, A,B C'V. Then
1. AC(A+B)-B
2 (A—-B)+BCA

Proof:

1. Let a € A, then for all b € B we have a +b € A + B. Therefore by
definition of Minkowski difference, a € (A + B) — B.

2. Let x € (A — B) + B, then there are ¢ € A — B and b € B such
that ¢ + b = z. But then by definition of Minkowski difference
r=c+beA.

|

The following lemma gives us the relationship between the reversibility

of Minkowski Sum and the reversibility of Minkowski Difference.

Lemma 5 Let 'V be a linear space over the field R, A,B C'V. Then

(A+B)-B=A< (A'—-B)+B =A’
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Proof: Follows from Lemma 3.
|
The last theorem has been found in [4] and is presented here in a little
improved form:

Theorem 2 Let X be an inner product space, A,B C X be compact and
moreover let A be convex. Then

(A+B)-B=A.

Proof: If A is empty, then the statement is obviously satisfied. Denote
X = (A +B) — B. Let the assumptions are satisfied, but X # A. We
know that A C X, so there is a point x € X : x ¢ A. From separation
Lemma 2 there exists a continuous linear functional f such that

ma f(a) < /(@)
From Weierstrass extreme value theorem, there is a point b € B such that
f(b) is maximal. Then we have a point = + b € {2} + B such that

Lmax f(a+0) = f(a) + () < f(z) + £(0) = fla +D)
Therefore {z} + B Z A + B yields a contradiction with the definition of
Minkowski difference.

|

2 Set Representations

In this section, we define mappings that are useful for representation of
set X C V that does not belong to 9. One of the most powerful tools will
be GMAT which may be interpreted as generalized medial axis transform.

In [1, 2], there have been defined spaces of the form V(). These
spaces are some kind of generalization of Laguerre’s space of oriented
spheres. It is assumed that the reader has studied these two preliminary
articles. Note that definition of representation is different to that in [2]
and the two terms do not coincide. The new term of representation is
generalization of the older one.

2.1 Graphic Mapping

In this chapter we define a Graphic Mapping that connects the space
V(9) with the original space V. This mapping may be defined in more
ways that will be discussed. If the image of a set will be the given set
A C V, then the original set will be called the representation of A, as
follows.
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Definition 3 Define a mapping & : P(V(IM)) — P(V),

6(A) = Je'(1A)

The mapping & will be called graphic mapping of sets or simply graphic
mapping.

The name of the mapping has been chosen accordingly to the cyclographic
mapping from Laguerre geometry. In the oriented ball space, these map-
pings have very similar properties.

It is also possible to define the graphic mapping of elements A € V()
in at least three equivalent ways, g(A) = Jp 1 (1{A}), g(A) ={z €V :
I z) < A}, g([A1, Az]) = A1 — Ao, Then it holds for any set A:

AcA

Definition 4 Let 'V be a linear space, A C V. By representation of the
set A we mean any set R C V(M) such that B(R) = A.

Note that for any set M € 90, the set {¢(M)} is the representation
of M, also for every point x € V, the set {¥(z)} is the representation of
{z}. TR C V(M) is a representation of A, then also |R is representation
of A.

This definition of representation gives us a simple criteria to say when
Minkowski difference is reversible. The idea of this criteria is to detect if
every point of the set A is contained in some translated image of the set
M.

Theorem 3 Let ACV, M e M. Then (A—M)+M = A if and only
if there is a representation R C V(M) of A, such that

Vee A:Jve Vid(z) M) +9(v) € R,
Proof: If (A — M)+ M = A, there is a representation of A:
R={oM)+39(v):veA—-M}

For every x € A there is v € A — M such that € {v} + M. Then the
condition is trivially satisfied.

Let the condition is satisfied. We will prove that (A — M) + M = A.
The inclusion (A — M) + M C A is trivial, we will show that A C
(A —M)+ M. Let x € A. From the condition we have v € V such that
Hz) < (M) + J(v) € R. By applying the graphic mappings g, & we get
{z} CM+{v} C A. But then v € A —M and finally z € (A — M) + M.

|
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3 Conclusion and Future Work

In the article, there has been found the relationship between properties
of representation of a set A C V in the space V(91) and the problem of
reversibility of Minkowski Difference. There has been formulated Theorem
3. These theorems will be useful to translate the problem of reversibility
of Minkowski operations to the problem of verification of certain condition
for the representation or its GMAT.

In future work, I will concentrate on applying this theory and con-
structing of algorithms to find some particular representations (including
GMAT from [2]). I will deal with the question of rational parametriza-
tions and rationally parametrized GMAT. The rational parametrizations
are very important because of their simplicity and applicability to to-
day’s computer aided geometric design systems. The problem of finding
the GMAT sometimes becomes simpler that finding the ordinary MAT
because the ordinary MAT is based on the sphere, that is not a GRC
surface — see e.g. [5].
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Studijni opory deskriptivni a konstruktivni
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Abstrakt. Prispivek predstavuje zékladni rysy studijnich matarigko predmsty
konstruktivni a deskriptivni geometrie; k zakladnitastnostem vytvienych
materiall pafi volnd dostupnost na webigeSeni konstrulnich dloh ,krok po
kroku“, a v neposlednfad® moznost porovnani situace vip®tu a v prostoru
prostednictvim interaktivnich virtualnich 3D model

Klicova slova:deskriptivni geometrie, konstruktivni geometrien&trukce ,krok
po kroku*, virtualni 3D model.

1 Uvod

Predstavované studijni materialy vznikly vramci pidy Operaniho
programu Rozvoje lidskych zdifojCZ.04.1.03/3.2.15.1/0016 pod nazvem
»Studijni opory s pievazujicimi distartnimi prvky pro pfedméty
teoretického zakladu studid; tento projekt, ktery v roce 2006 ziskala VSB-
TU Ostrava, je dvoulety a je spolufinancovan Evkyps socialnim fondem a
statnim rozp&tem Ceské republiky.

Cilem projektu je, jak napovida jeho nazev, zpraodstudijnich opor pro
predntty teoretického zakladu studia, tj. hl@&vpro matematiku, fyziku a
chemii, a to tak, aby byly vyuziteIn&quevsim k samostudiu s minimalnim
pocétem kontaktnich hodin studenta &telem.

Vystupy projektu jsou fistupné na jeho webovych strankach, kde Ize najit
také gislusné odkazy a dalSi aktualni informace (viz ;[I)jo pedmnty
deskriptivni a konstruktivni geometrie byly vytemé studijni materidly
agregovany manazerem projektu do dvodedpEtt s nazvy Zaklady
geometriea Geometrie

2 Problematika piredméti

Tradiéné jsouteSeni geometrickych uloh (planimetricky&tstereometrickych)
podavana formou jediného obrazku, dmZ jsou provedeny konstrukce od
samotného zadéani az po koénéieSeni; k tomu je ffipojen doprovodny text,
ktery popisuje postup jednotlivych konstimlkch kroki.

sledovat, v jakém gadi jednotlivé konstrukcefibyvaly (a pr&), nehled na
to, Ze vys¥tlujici popis jecasto na jiné strance atp.
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Dalsi fatélni problém vznikd obvykle u stereomdtyith konstruknich
Uloh reSenych metodami deskriptivni geometrie — pi&tSimu studerit je
velkym problémem chapat, sledovatgdemovat a fedstavovat si vztahy mezi
konstrukcemi provashymi v prostoru a jejich zobrazenim wipwrtu pri
zvolené zobrazovaci mettd

3 Nastin reSeni
VEtSinu poznatk a zkuSenosti ziskavame pomoci analogii s vzorovymi
situacemi, proto jsou &tejni ¢asti vytvdenych studijnich opor préveSené
Ulohy.

VySe uvedené problémy jsou v ramci projektu a vhémsu s jeho filozofii

feSeny pomoci multimedialnich prfykkrokovanimieseni jednotlivych Gloh a
pridanim interaktivnich virtualnich 3D model

4 Pouzité technologie

Redeni kazdé geometrické dlohy je zasazeno do nedtéin ladné HTML
stranky, v niZz jsou uzivateli k dispozici ovladapivky, které pomoci
skriptovaciho jazyka JavaScript umiod interaktivrié prochazet jednotlivé
kroky reSeni spojené s vgmou gisluSnych obrazk a zvyrazgnim pati¢né
¢asti postupu.

1 Legendy - Fre. || 22 Corference .| Sterolehios -7ede.

+Gvod > Obsan » Panimetre » Geomet

Stejnolehlost - Fesend dloha
Pappova dloha Bpk

Resené ulohy

Pfiklad: Sestrojte kruznici, ktera se dotykd dané primky p v jejim bodé A a dané kruznice (S.1)
Rozbor dlohy:

+ Uloha je vyfeSena, tj kruznice £(S'r) se dotyka pfimky p v bodé A a také se dotyka kruznice k(S,1)

+ stfed S'kruznice k'leZi na norméle 1 primky  sestrojené v bodé A (viz M6 v prehledu mnozin vsech bodi dané
viastnosti)

« kruznice k a k'jsou stejnolehlé, pficem stfedem stejnolehlosti je bod T jejich dotyku; v této stejnolehlosti se tecna
p ke kruznici K's bodem dotyku A zobrazi na tecnu ' ke kruznici k s bodem dotyku A, a bude platit p' | p

LRI

Konstrukce:

+ zadani: pfimka p a na ni bod A, a kruznice (S,1)

« nejprve je bodem A vedena kolmice 1 k primce p

+ dale je sestrojena piimka ', jako jedna ze dvou tecen kruZnice k rovnob&znjch s pfimkou p; primka AA’;,
kde A, je bodem dotyku pfimky p, a kruznice k, protind kruZnici k je&t& v bodé T ;ten je bodem dotyku dané
kruZnice k a hledané kruznice k,

« piimka ST, protne pfimku 1 ve stfedu S, hledané kruznice k(S ,,=IS, T,1=IS A}

+ podobné protiné primka AA’,, kde A’, je bodem dotyku kruznice k a pfimky p’, ktera je druhou tecnou
kruznice k rovnob&znou s primkou p, kruznici  je&t& v bods T, jenz je bodem dotyku dané kruznice ka
hledané kruznice k,

+ stfed S, je pak prusecikem piimky ST, s normélou r; hledand kruznice ky(S, r,=IS, T,|=|S,A] se dotjka
dané pfimky p v jejim daném bodé A a také se dotyka dané kruznice k

L)

Diskuze:
Uloha miZe mit nekone&ng mnoho, pravé dv, pravé jedno nebo Z4dné feseni. Podrobnéjsi diskuze je prenechdna Etendfi jako cvicen.

Obr. 1: Ukazka vzhledu HTML stranky s vybranou ¥eSenou tlohou
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Pro malé rozliSeni gdtatovych monitofi nejsou obrazky v HTML strance
piilis kvalitni — je pro & pouzit rastrovy format GIF; také doprovodny teat s
snazi o co nefiSi strinost, aby nebylo nutnofitis rolovat stranku ,nahoru
dola“.

Tyto nevyhody jsou kompenzovany &wa zpisoby — po kliknuti na
obrazek konstrukce se otewnové okno s timtéz obrazkem, ovSem tentokrat ve
vektorovém formatu SVG (je ovSenteba mit na lokaInim g@dtadi
nainstalovany fislusny plug-in), dale je u kazdé ulohyipmjen odkaz ke
staZeni tisknutelné verze stranky uloZzené ve farrR&iF.

V tomto PDF dokumentu jsou &prozkresleny jednotlivé fazieSeni a ke
kaZzdé z nich jeifpojen podrobny popis provédych konstrukci — podrolsjsi
nez na HTML strdnce a precigi z hlediska pouZiti zavedené matematické
symboliky.

U stereometrickych Uloh je navic v HTML strandé&qgmen virtualni model
dané prostorové situace napsany v jazyce VRML [pho zobrazeni je &p
nutna instalace ffslusného plug-inu, relevantni poznamky technickédmu
jsou uvedeny na Uvodni strance matéjidktery prostednictvim interaktivnich
animaci pispiva k moznosti ,0sahat“ si danou 3D scénu.

Prink rotaniho

+Gvod > Obsah » Plochy > Prinky ploch > 2

Prinik rotacniho vejéitého eljpsoidu a kulové plochy v kolmém promitdni na ndrysnu (varianta

riiznobéZnych os - metoda soustrednych kulovych ploch)

Resené ulohy
Pfiklad: V kolmém promitani na narysnu sestrojte prinik rotazniho veititého elipsoidu s kulovou plochou; elipsoid ma sfed S, svislou osu 0 a délky a,5 hiavni a vediejsi poloosy;
kulova plocha je dna stfedem S'a polomérem r; S[2:0;5] a=5, b=3, S1-2,0.6], r=4.

P40 €e e =

« zadani lohy: rotacni vejcity elipsoid protina nérysnu v hlavni meridianové elipse m, kterd ma stfed S, hiavni poloosu délky a na svislé piimce o a vedlejsi poloosu délky b;
kulové plocha protina narysnu v kruznici m'(S’r)

« nejpive jsou sestrojeny priseciky X, Y hlavni meridianové elipsy m a hlavni merididnové kruznice m'danych ploch; pro dalsi postup je na ose o zvolen bod R a piimka 0=RS’
necht je osou rotace dané kulové plochy.

« nynije zvolena pomocna kulova plocha o, kterd ma stred v bodé R a libovolny vhodny polomér; tato kulové plocha protina obé dané rotacni plochy v rovnobézkovych kruznicich
a,a, jejichz priseciky A, A’jsou body hledaného priniku

« podobné je zvolena jina kulova plocha £ o stiedu R, sestrojeny rovnobézkové kruznice b,b'a jejich priseciky B,5"

« tento princip je aplikovan jesté jednou pro kulovou plochu y, kieré protne dany elipsoid a kulovou plochu v rovnobézkach c. ¢, jez se protinaji v bodech €, C* prinikova kiivka r
prochazi sestrojenymi body a je souméma podle narysny

« tecny tt'v bodech C,C"kiivky r musi byt kolmé k pfislusnym normalovym rovindm A=CS'N, A'=C'S'N, kde bod N je prisecikem osy o a normély 1 elipsy m v jejim priseciku s
kruznici ¢

Verze protisk

+Gvod > Obsah » Plochy > Prinky ploch >

Obr. 2: HTML strédnka s vybranou feSenou prostorovou Glohou
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V ramci virtualniho modelu Ize ro¥a krokovat postugeSeni dané Ulohy,
sledovat tak fibyvajici konstrukce fimo v prostoru i v pmétu a diky tomu si
Iépe ujasnit odpovidajici vztahy.

Timto zpisobem bylo prozatim zpracovano asi Bfsenych fklada,
knimz je také st&né a heslovié doplrtna pislusna teorie; iitom bylo
vytvoreno celkem asi 75 virtualnich model nakresleno zhruba 680 obrézk

5 Zavér

Vytvorené studijni materialy se snaziigpst k vyplréni stale se atSujicich

mezer pi vyuce syntetické, i@devSim prostorové geometrie. Snazi se

nabidnout moznost osahat si mySlenkové posttipiepeni konstruknich Gloh

a prostednictvim virtualnich 3D modelje sledovat zirznych Uht pohledu.
Prozatimni kladné ohlasy jsou péthm k pokréovani v zapsaté praci,

neba’ je zde jedt rada zajimavych a zatim nezpracovanych témat, zejmén

téch, kterd maji blizky vztah k aplikacim v technickyoborech a nesou tak

v sol® tolik potrebny motivani prvek.

Reference
[1]  http://www.studopory.vsb.cz
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Pocita¢ova podpora vyuky stereometrie

'Sarka Gergelitsova,Toméas Holan

'Gymnéazium BeneSov,
Husova 470
email: sarka@gbn.cz

2KSVI MFF UK Praha,
Malostranské nanésti 25, Praha
email: Tomas.Holan@mff.cuni.cz

Abstrakt. Geometrické kurikulum na naSich Skolaateli novym narokm
na znalosti a schopnosti studentV poslednich letech se objevily nové 3D
model&e a programy w@ené vyhrad#é pro (ely vyuky. Ri rozvoji prostorové
piedstavivosti mohou pomoci takézné Hicky, které zaky (nejen na zékladni
Skole) zaujmou aipmgéji je predstavit si vzajemnou polohu prostorovych ohjekt
Prispivek ukéze vyuZiti takovych jednoduchych vyukovyctogvani, které
podporuji schopnost orientace ve virtualni trojréam® scés a pomohou pochopit
vyznam soustavy sdadnic.

Klicova slova:3D scéna, VRML, zadavani priviscény, soiadnice

1 Vyukové programy

Pro (ely vyuky matematiky vznikd v posledni dolfada pd@itacovych
progranii. Nékteré z nich se orientuji i na budovani kompetekteiré se tykaji
prostorové pedstavivosti. Jmenujme zde zejména produkt Cabri j8boz
posledni verze jsou jiz velice vykonnym vyukovymstméjem. Pro nacvik
prace s trojrozrnou scénou mohou pomaoci také jednodussi CAD systém
Trojrozmerné prostedi virtualni scény je vSak pro mnohé studenty likato
nepgehledné, Ze nacvik prace ¥m mize vyzadovat &aky ¢as.

2 Podpora prostoroveé orientace jako hra pro zaky (negn)
niz8iho gymnazia

Chegli bychom redstavitcétyti jednoduché programy, které formou hiyppavi

studenty na praci v trojrozmé scés a pomohou jim orientovat se v prostoru

pomoci pravouhlé soustavy gadnic. Virtualnim progedim, pouzitym

v programech, je VRML scéna. K jejimu prohlizenitieba mit na p&taci

nainstalovany &aky VRML prohliz&. Nagiklad plug-in webového prohlize

Cortona VRML Client, ktery rizete vol@ stahnout z oficidlnich stranek

vyrobce: http://www.cortona3d.com/cortona.

2.1 Stavebnice

Zaci se ve 3kole poprvé setkaji se soustavotasoic i zakreslovani boildo
roviny ortonormalnich sdadnicOxy. Fritom pohyb v prostoru (vlevo—vpravo,
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dopredu—dozadu, nahoru—dglje pro dti zcela samazjmy. MiZzeme tedy
vyuzit jejich intuitivni znalosti a nechat je i ,hrady” z kostek, ale
v abstraktni, textové podsifviz Obr. 1).

I Stavebnice

Scéna Zobrazit Dilek stavebnice MapovEda

Uprawvujete soubor:  E1\Stavebnicehrad wrl

ROZMERY POLOHA

waaur e e e e e e ) BARVA POZADI
barsa  [tvar ‘rx |ry [rz % [y |x |ANO,‘NE | | I
valec 1 EA | 0 0 0 AMO
kugel 1 1 1 0 3 0 ANO
krychle 1 1 1 1 0 0 AMO
krychle 1 1 1 i 0 D  ANO
30 10 |1 1 1 ™ Skt ovladace

Fridat dilek stavebnice |
Odstranit wybrany dilek |

MNahled scény |

(C) Sérka a Tom 2007

Obr. 1: Nahled prostredi programu

] E:\WWRML\Delphi\Prezentace\Stavebnice\- previ 53.wrl
Soubor  Upravy  Zobrazit  Oblbené  Nastroje  Mépovida

Qu - @ - [¥] [B] €h| P Jroviens @ | R- 25 LJEH B i

Adresa # ExiStavebnice|~prev153.wi v | Fiejt

] Hotavo 3 Tento poditad

Obr. 2: Nahled sestavené scény ve VRML prohliZe
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Stavebnice umaditije vkladat do trojroz&rné scény na dané pozice kostky
riaznych tvaf, velikosti a barev, umdije nahled do sestavené trojrazme
scény a naslednou manipulaci s kostkami ve&s@@br. 2). Kostky se umfsiji
do dané soustavy stadnic.

Pokud Zakm predlozime k sestaveni konkrétnitedlohu, niizeme
posuzovat spravnost postupu.idme vSak také nechagtdtvorit vlastni
fantazie S touto stavebnici si hraji i studenti v&ku, ve kterém by manipulaci
se skuténou, dewenou stavebnici ve Skole povaZovali za hemistnou.

2.2 Hra

Hra navazuje na Stavebnici. VadHdostandesitel obrazek (fjpadré nékolik
obrazki — pohled: z riznych stran) pozadované sestavy, kterou vSak teiattok
nestavi z libovolnych kositk, ale pouze zth, které dostane.fom smi
meénit pouze polohu kostek, nesmi je ani otét, ani n&nit jejich roznery gi
barvu.

7' stavebpice-Hra

v
' .
3
7
Uloha Rozméry dilku = ™ Pousit
Sestava barva |bear = |y [rz |x |y |z |NE
hranol |2 2 1 0 i} 1} NE
hi 12 2 1 0 0 D NE
Mastavte polohy kostidek tak, aby visledkerm — rano
byla konfigurace zobrazena na obrazeich. hranol 2 1 2 0 1} 0 NE
“elikost ani barvu kostiZek nemfZete ménit, — hranol 2 1 2 0 0 0 NE
wyberte si z nabidnutych mozZnosti.
hranol 1 2 2 0 1} 0 NE
hranol 1 2 2 0 0 0 NE

Vyhodnot

Potet pokusi: 0
Potet nahleda: 0

(C) Sarka a Tom 2007

Obr. 3: Néhled zadéani ulohy
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Program zapisuje informace o postufgseni do textového souboru, ktery
slouzi witeli pro hodnoceni. Do tohoto souboru program Zepas, ktery
uzivatel poteboval naieSeni, pdet neulspsnych pokus véetrg postu
pomocnych nahleqd kteréiesitel k vieSeni Ulohy pdeboval, pipadrg i to, ze
Uloha nebyla vieSena. Hra obsahujéigravenou sadu uloh.

2.3 Sit’ krychle

V mnohych kvizechkei testech prostorovéredstavivosti najdeme podobnou
Ulohu: v pohledu (pohledech) je zobrazena krych&S{nou hraci kostka)
a dsti maji nakreslit jeji rozvinutou sise spravnou orientaci viona sénach
krychle. Uloha paf mezi obtiZgjsi a jeji spravé vyreSeni nuti k fedstav
orientace v prostoru.iffprava takové nové Ulohy je prditele caso¥ nar@na

a zdivodreni spravnostieSeni bez existence skiného modelu neni snadné.
Program, ktery fedkladame, v sabzahrnuje tvorbu zadani qitel miZze na
sttny krychle umistit #zné obradzky a zvolit jejich oteni), moZnost
prozkoumani virtudlniho modelu a kontrolu spraviniesteni rozvinutim sit

N

IR

Obr. 4: Rizné kostky pfipravené k rozvinuti

2} E:WRMLDelphi\Prezantace\Kostka\prototem.wrl
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Obr. 5: Jedna rozvinutd st’ kostky
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3 E;WRMLDelphi\Prezentacelostkalprototem wil
Soubor Upravy Zebrazk Oblbené Nistae Népevida

Or O RAG w0 3 2=UHES

Achess | B EARMLIDelphiPrezentaceliCostialprotatem vl v et

4 Tenko poéital

Obr. 6: Jinak rozvinuta sit’ téZe kostky

2.4 Domino

Inspiraci k modelu virtualniho prostorového dommdy papirové skladky
dr. Sarounové z MFF UK ajeji n&mndomina v prostoru. Virtualni podoba
dovoluje umigovat krychliky libovolné do prostoru bez omezeni fyzikalnimi
zakony. Cilem hry je nasbirat co nejvice bgslepenim” danych krychli tak,
aby se dotykaly 8hami se stejnym pgitem bod. Pokud se poda umistit
krychli tak, ze sousedi s vice dalSimi krychlemigekrat se dotyka &ami se
shodnym ohodnocenim, dosazené skére se nasobi. hfateedy motivuje
k ptipraw krychlicek, jejich natéeni a pedsta¥ jejich nasledného umisti do
scény.

2 E:\RMLDelphi\EditorDominoN\domtem.wrl

Soubor Upravy Zobrazt Oblbené Néstraje  Népovida

Or O RNBG oo @3- EUET S

ez | 2B £ vRML DelphilEdicorDaminchidomtem vl ~| B3 Freit

4 Tento potitad

Obr. 7: Vychozi pozice Domina
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2 E:WRMLADelphi)EditorDominoh\domtenm.wrl
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Adresa ‘# E:\WRML\Delphi\EditarDominaldamtem. wrl ly*; Piejit

Ukotvit kostku

&]n-1.267570 4 Tentopotita®

Obr. 8: Snimek obrazovky Ehem hry

3 Zaveér

Skut&né trojrozndrné modely davaji &@em nenahraditelnou moznost
manipulace a zkoumani prostorové situace nejenemmalale i hmatem. Jsou
vSak omezené fyzikalnimi moZnostmi a byvaji ohtizmodifikovatelné.
Naproti tomu modely virtualni v séhiz zahrnuiji jisty stupk abstrakce, nuti
k manipulaci v prostoru pomoci mysi, klavesniceaifiné) obrazovky. Maji
velikou vyhodu ve své variabiit a v ditazlivosti, kterou pro éi prace
s pGitatem ma.
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Zvyseni vyuzitelnosti obrazovych dat ve vyuce
pomoci ziskanych sémantickych informaci

Tomas Gregar a Radka PospiSilova

Faculty of Informatics, Masaryk University,
Botanicka 68a, 602 00 Brno, Czech Republic
email: xgregar@fi.muni.cz, xpospis5@fi.muni.cz

Abstrakt. Tento pispivek predstavuje vyvijeny systém pro popis obsahu
obrazovych dat (fotografii) pro peby elektronické podpory vyuky. Fotografie
jsou segmentovany, a jednotlivym oblastem obrazupgk poloautomaticky
piidélen nejpravdpodobréjSi vyznam. Popisujeme zde algoritmus tohaiddent,
kde se vyuzivaji jak wSi sémantické informace ulozené v ontologiich, tak
informace ziskané a ulozenéiegchozi prace algoritmu pomoci strojovékieni.

Klicova slova:ontologie, grafické popisowa, e-learning, strojovésani

1 Motivace

Kvuli poéitatovému zpracovavani dat je tento typ vyuky omezevriil na
praci stextem. Vnimani obnaze jednodussi, ve vyuce se vyuzZivaji jako
priklady ¢i pro vizualizaci slozitych struktur. Cilem andtého systému je
umoznit podobné vyuziti i ve vyuce elektronické pauziti existujicich
standaréd v souvisejicich oblastech (MPEG-7, XML, SCORM...).

2 Anota¢ni systém

Kvuli obecré jakémukoli tématu vyuky jsme byli nuceni navrhnayistém
nespecializovany na &itou doménu obraz Takovy systém nefize mit
Uspssnost Uzce specializovanych postumy ovSiem nehledame ideateSeni,
ale zlepSeni s@asného stavu.

Pro paitatové zpracovani obrazu (vyhledavani, organizace..tyejga mit
uloZzena jeho metadata (popisna data). Pokud nejsdana rané, je velky
problém, jak je ziskat. Existuji v zasadw moznosti — bd je zkouman
kontextumisg&ni, nebo je zkouman graficigbsahobrazu. Prvni moznostips
zavisi na vajSich datech; ta nemusi byt pravdiva a nemusi hiypédtomna.
Proto nemé {ilis dobré vysledky (webové vyhled&ea nap. Google).

Nas systém proto pouziva druhy postup [1], i kdytameny. Z obrazu
neziskdvame jen vSeobecriésté grafické informace, ale snazime se ziskat
popis jeho struktury a vyznam jednotlivych nalezgmypblasti. To umaije
identifikaci pojmu s oblasti, kter& jej na obragprezentuje.

Ziskana data pak umidji:

e Pracovat se sémantickym kontextem pijm je mozné zjistit
nadpojmyci podpojmy; oblasti fotografie, kde jsou zobrazeny.



68 Toméas Gregar, Radka Pospisilova

»  Zkvalitnit vyhledavani — nelfovyhledavame dle obsahuigeme
uzivateli nabizet roz&vanici omezovani dotag hledat pibuzna
témata.

e Postups zlepSovat vysledky systému — nélziskané informace
se pouzivaji p dalSi praci

| 3

Obr. 1: Identifikace objektu na fotografii
2.1 Ukladani informaci

Metadata tedy musime ukladat. Pouzivame XML remteng konkrét
jazyka RDFS, schopného popisovat ontologie (expiigiopis definice pojiin
a vztali v urité domér vngjSiho s¥ta). Data, ktera ukladame, tdeme
rozctlit do étyt kategorii [2]:

¢ Hodnoty fiznych vlastnosti pro uité grafické objekty, tzvgrafické
popisovae (deskriptor), ¥etné definice povolenych popisové Zde
jsme mohli vyjit ze standardu MPEG-7, ktery defeupetadata a
popisov&e audiovizualnich dat. Ontologii popisujici pouzité
popisova&e nazyvame VDO (Visual descriptor ontology).

« Data definujici strukturu obrazu. Oblasti jsou itif#tovany pomoci
jim ptidélenych vektod hodnot grafickych popiso¢é. Ontologii a
jeji prvky ozngujeme MSO (Media structure ontology).

* Popis domény, o které ve fotografiich sbirame imce. Aby byla
mozn& spoluprdce meziiznymi doménami, jsou formalizovany i
z&kladni pojmy pomoci ontologie DOLCE. Pro zisk yjaavé
piibuznych pojni pouzivame Wordnet.

« (asti doménové ontologie je pak technickyindex tj. seznam
propojujici pojem v doménové ontologii s instanceshjekti, které
zobrazuji dany pojem.
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2.2 Anota¢ni algoritmus

Algoritmus v hrubych rysech kopiruje vnimani obnaah informaci zrakem.
Proto potebuje ,dlouhodobou pa#t, tj. UloZisg pro uloZeni ontologickych
struktur. Zakladem Ulozi8fe RDF-databaze Sesame.

(R annotzer oo P =
L] o e o A ] o

i | | |feedback stua-me
r -1 'Irnetadata gxtraction ‘ ‘ concept assigning I

41 r \4
seqreniton e g |desorptors, similanty | | ontology repostory

il

Obr. 2: Struktura systému

Fotografie, na které chceme identifikovat jeji satitky obsah, je nejprve
rozsegmentovana, ziskana z ni explicitni metad2déé se systém pokusi na
zéakladt hodnot grafickych popiso¢é a uloZzenych dat odvodit praypbdobny
vyznam. Ten zkontroluje uzivatel. Vysledek je uloZa gipadré pouzit (i
odvozovani vyznamu dalSich obiaz

Segmentace

Segmentace byla navrZzena tak, aby nejditadobraz do segmeint ale navic
mezi nimi tvdila hierarchii. Je proto viceUréwva (standardh poitame se
dvéma pfichody). Fotografie je ze zakladniho razm prevedena do nizsiho
rozliSeni, coz snizuje detailnost.

Pokud stejny segmeritai algoritmus spustime nadéntito dwma
rozliSenimi, najde t;zné oblasti. Mizeme ale nalézt injektivni zobrazeni ze
segmentace nizSiho rozliSeni do vysSiho. To pdkeme vyuzit k ziskani
informaci o vnitni prostorové strukte pojmi.

Segmentace v sébkombinuje prvky jakregion-based tak edge-based
aktualré probiha jeji testovani.

Grafické popisovate

Pro popis struktury a grafického obsahditého segmentu nam nesitgedna
hodnota. Segment je identifikovan vektorem hodmafigkych popisovéi. Fi
jejich vybéru jsme vychazeli ze standardu MPEG-7, vybrali jstnéem jen
popisovée pro staticky obraz.
Jedna se o tyto:
» Dominantni barva— jak jednotlivych oblasti, tak celého obrazu
(stredni hodnota a odchylka pro kazdou barevnou slozku)
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» Textura— popsana pomoci vinkové transformace. Ta nerislaav
na nefitku, které nize byt na iznych fotografiich izné.
Vysledek transformace ulozen v histogramu.

e ——r

Obr. 3: Vinkova transformace na fotografii okna

e Tvar — presny popis tvaru by bylifiS prostoro¢ narany, proto
se pouzivaji:
0 Excentrinost
= Exc=a/b
a = delSi osy konvexni obalové elipsy, b= kratSi
o Konvexnost
=  Conv =41A/O
A = obsah oblasti, O = obvod
0o Kompaktnost
= Comp =A/H
A = obsah oblasti, H = konvexni obal

e Velikost oblasti — procenta z plochy obrazu a procenta
plochy nadlazeného segmentu

e Pozice-vzajemna prostorova poloha mezi oblastmi (braomce a
vzdéalenostdZist’ oblasti)

» Struktura — nejedna se vlastno ,nizkouroviovou“ grafickou
vlastnost, vznika segmentaci a naslednymi UpravamioZiuje
ziskat vice informaci o velikostech oblasti a pogggment
pomoci informaci o nadoblastech a podoblastech.

Piidélovani sémantiky
Segmentace ifpravi hierarchickou strukturu oblasti s definovamyvektory
hodnot popisou&.

Kvili sniZenicasové narénosti vyhledavani k pojim ontologie ukladame

Lypické hodnoty” zkoumanych popisaia Tam kde je to mozné, jsou tedy
uloZeny hranini hodnoty popisovg, pomoci histogramu je popsana distribuce
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hodnot daného popisoi& mezi identifikovanymi zobrazenimi daného pojmu.
Dulezita je také vaha, tmjici ,silu* daného popisov& pro identifikaci pojmu
(fuzzy logika). To nam umozni snizit & porovnani, neho dokazeme
vyloucit nekteré pojmy pedcasov nara@nou fazi strojovéhodeni.

sles

:EW,(“OU

Obr. 4: Vizualizaéni a segmentani editor

Pro vSechny segmenty v népiidaném obrazuSegmenty jsou prochazeny
podle nalezené hierarchie od nejmensich po cebzobr
* Prochazej doménovou ontologiitj. hierarchii pojni, které
chceme fidélit) od vrcholu hierarchie (tj. nejobeg8ich pojmit)

o

o

Porovnej vypditané hodnoty popisov nového
segmentu s ulozenymi ,typickymi*

Pokud vektor hodnot neodpovida ulozenym metadat
(rozsah, vaha popisoée...), je vyloken z prohledavani
nejen zkoumany pojem, ale také cely strom podfpjm
které jsou jeho specializacemi.

e Ziskali jsme seznam pojimv rizné drovni hierarchie domény,
které by mohly byt zobrazeny danym segmentem

(0]
(0]

Revize

Nalezeni nejvhod#siho pojmu

Mezi nalezenymi blizkymi pojmy (blizkost — mira
odpovidani nalezené hodnoty s distribuci hodnot pro
dany pojem kombinovana s vdhou popis@&ja

Nelze jiz odvodit jen pomoci uloZenych metadat

Strojové @eni, metoda SVM mezivSemi instancemi
které zobrazuji pojmy, které jsme ¥egchozich bodech
identifikovali jako uchazée; tj. klasifikace nového
segmentu mezi Xidami.
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e Mimo omezeni kili grafickym vlastnostem je hledani pojmu
upravovano také ontologii;fiphledani vyznamu nadstruktury je
bran v potaz vyznamijgléleny podsegmefim

e Cely postup je poloautomaticky, posledni slovo rddyvnakonec
uzivatel

Modifikace ,typickych* hodnot

e Zakladni ¢ast po zpracovani jednoho obrazu (Uprava vahy
popisova, kontrola znén hranénich hodnot...)
mozné pokusit se pomoci automatickych logickychoadwvacich
nastrofi nad daty nalézt nové informace) pak prgpatobré
v delSich ¢asovych intervalech, tak, aby co nej@énusily
uZivatele.

3 Zavér

V ptispvku byl predstaven algoritmus pro identifikaci sémantickéfipnamu
obrazového segmentutiffeho navrhu byl davanidaz na co nejtsi obecnost.
Ta na jednu stranu umidje jeho pouziti na jakoukoli doménu, a tedy vyiuZzit
v elektronické vyuce, na druhou stranu i@ dosahovat takovych vysledk
jako specializované postupy. Zéiifi jsem se na rychlost postupu pro moznost
interaktivniho vyuziti [3].

Algoritmus je implementovan vramci projektu ELSVBylo pro rgj
naimplementovano ontologické GloiStyviji se editor/prohlizepro vyukoveé
Gcely, testujeme moznost vyuziti postupuman computingAktuélns jeSg
upravujeme pouzitou segmentaci a provadime expatimahled’ nastaveni a
pienastavovani vah popisaia

Podékovani
Tento fispivek vznikl za podpory projektu Narodniho programiotmasni
spol&nost 'E-learning v kontextu sémantického weliu’l ET208050401.
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I nter aktivni geometrie

Roman Hasek, Pavel Pech

Pedagogicka fakulta Jihoceské univerzty v €. Budéjovicich
Jeronymova 10, 371 15 Ceské Budéjovice
email: hasek@pf.jcu.cz, pech@pf.jcu.cz

Abstrakt. Obsahem piispévku je interaktivni geometrie a moznost jejiho uplanéni
ve Skole. Jsou podany informace ohledné tvorby webovych stranek interaktivni
geometrie, které budou k dispozici ve vSech zemich EU. Moznost spolupréce.

Klicova dova: dynamicky geometricky software, e-learning, vyukové materidly

1 Uvod

V podlednich letech jsme byli svédky rozkvétu interaktivnich prostiedki, které
obohatily moZnosti ucitelt pfi vyuce matematiky a celé fady dalSich
piedmétti. Toto bohatstvi méa vsak i své problémy - ucitelé potiebuji podporu
jak se vyrovnat sriznorodosti prostiedki, které maji k dispozici: ktery software
pouzit, kde mohu ngjit dostatek prikladd, je tento priklad vhodny pro mou
téidu?

Programy dynamické geometrie (DGS), jako jsou naptiklad Cabri, Cinderdllaci
Geonext, se stavaji stdle bézngjSim prostredkem vyuky negenom matematiky,
alei dalSich prirodnich véd. V téchto interaktivnich geometrickych programech
maZeme vytvaret dynamické konstrukce, tj. konstruovat body, piimky,
trojuhelniky, kruznice, kuzelosecky a jiné kiivky danych vlastnosti s moznosti
bezprostiedné s témito objekty pohybovat. Takova konstrukce je obecnéjsi nez
tradi¢ni postupy pievzaté v nezménéné podobé z antické geometrie. DGS ale
maji fadu dalSich moznosti, které dovoluji jgich vyuziti i v jinych predmétech.
V Evropé je v soucasné dobé nékolik silnych center tvorby feSenych dloh a
dalSich vyukovych materidi uréenych pro konkrétni programy dynamické
geometrie, struéné feteno e-learningovych materidli. Tato centra se soustiedi
predevSim kolem tvarch téchto programt, piipadné jegich uzivatelt ztad
ucitelti ¢i akademickych pracovniki. Vedle téchto vyraznych center existuje
velké mnozstvi dalSich zdroji uvedenych materidi, pochazgicich opét hlavng
z fad ucitdt a akademickych ingtituci.

Cilem ¢lanku je informovat ¢tenéde 0 mezinarodnim projektu Intergeo, jehoz
posanim je redlizace vzaemné integrace evropskych programi DGS
avyukovych materidi v nich vytvorenych.

2  Projekt Intergeo

Projekt Intergeo, jehoz plny ndzev zni ,,Interoperable Intreactive Geometry for
Europe’, byl zahgen 1. tijna 2007 a potrva tii roky. Jeho oficidlni webova
stranka je dostupna na adrese http://www.inter2geo.eu.
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Hlavnim Ukolem projektu je ucinit digitaini zdroje uréené pro vyuku
matematiky v Evropé vice dostupné avyuzitelné. Konkrénimi reprezentanty
téchto zdroji byly zvoleny materidly vytvorené programy interaktivni
geometrie. Divodem je jednak vySe uvedend Sroka zdkladna jiz hotovych
materidl, aetaké to, Ze geometrické konstrukce jsou do jisté miry nezévidé na
jazykovém prostiedi. V neposedni fadé piispéla k tomuto vybéru i skutecnost,
Ze programy dynamické geometrie pomahaji stdle vice ilustrovat a vizualizovat
i pojmy mimo matematiku, naptiklad z chemie, fyziky ¢i biologie.

Projekt ma deset hlavnich teSitelt a zatim tii externi feSitde (otekava se, Ze
jejich pocet poroste) dohromady ze sedmi evropskych zemi.

2.1 Hlavni problémy integrace vyukovych materiéla

Hlavni problémy globdniho wvyuziti programi DGS a souvisgjicich
interaktivnich e-learningovych materid, jsou nasledujici:
- roztiisténost obsahu,
- chybgjici standardizace datovych formati,
- chybgjici kritéria kvality interaktivniho obsahu,
- nedostatek metadat (klasifikace obsahu apod.),
- chybgjici napojeni na Skolni osnovy napii¢ riznym zemim,

otazka autorskych prav (IPR - Intellectual property rights) .
ZdI’OJe piikladt by mély byt standardizovéany a centralizovény. Lisi se kvalitou
a specifickym vyuzitim podle potieb, proto by mély byt testovany a metadata
by méla odrézet vydedky testovani. Kazdy konkrétni DGS ma sva specifika.
Skolni osnovy obsahuiji témata, kterd by méla byt dostupna v kaZzdém z téchto
programi. Vytvareni piislusnych materialia uciteli je ¢asové velmi naroéné a
nehospodarné. Exigtujici zdroje musi byt nabidnuty veformé, kterd umozni
jgjich uziti bez ohledu na program, ktery skola vlastni.

2.2 Cileprojektu Intergeo

A) Interoperabilita a metadata — spolecny popis zakladni struktury zdroju
interaktivni geometrie (ontologie a OpenMath XML formét).

B) Obsah — vytvoreni zdroji. Uzivatelé z riiznych zemi mohou pouzit svych
zkuSenosti a pomohou vytvorit vhodny obsah.

C) Ocenéni kvality — vytvoreni spoletnych standardi kvality, které uzivatelim
umozni hodnoceni obsahu vzhledem k situacim ve vyuc¢ovacim procesu.

2.3 Oc¢ekavane vysledky

Hlavnim ogekdvanym vydedkem by mél byt trvaly rast efektivniho vyuziti
digitanich technologii a samozigimé kvalitniho software interaktivni geometrie
ve triddch po celé Evropé. Tento rast by mél byt kvantitativné postiZzen
planovanymi méienimi, ktera se uskute¢ni na poc¢atku anakonci projektu.
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DalSi ocekavané vydedky vzniknou realizaci dil¢ich dkolt projektu. Patii mezi

né napiiklad:

- Databéze kvalitnich pedagogickych zdroji, uréenych pro celou Evropu.

- Standardni souborovy forméat a specifikace rozhrani pro tvorbu aplikaci,
které daji zaklad pro budouci softwarova reSeni v e-learningu.

- Definice metadat, tj. jednotnych kritérii posuzovéani a tridéni vyukovych
materidi. Usnadni vyhledavani a vyuziti pedagogickych zdroja. Obecné
pak prispgje k tvorbe e-learningovym standardu.

- Vytvoreni on-line e-learningové komunity na evropské Urovni, kterd bude
mit své narodni (jazykové) vétve.

2.4 Hlavni reSitelé projektu

University of Education Schwabisch Gmind (Némecko): Koordindor
projektu. Vyvoj komeréniho programu dynamické geometrie Cinderella
Université Montpellier (Francie): Spojeni nékolika subjekti: 1. Vyvoj&i a
uzivatelé programu dynamické geometrie Geoplan/Geospace. 2. Program
TracEnPoche pro interaktivni vyuku matematiky spolu sportdlem
MathEnPoche. 3. OFSET, francouzské spoletenstvi pro tvorbu a prezentaci
volng §ititelného vyukového software. 4. IREM, vyzkumny Ustav pro vyuky
matematiky. Ger man resear ch center for artifical intelligence, Saar br iicken
(Némecko): Podpora elearningu. Skupina ActiveMath zkouma a vyviji
nastroje podpory matematické vyuky prostiednictvim internetu. Centrum
standardu OpenMath pro pocitatovou reprezentaci matematiky. Cabrilog SAS,
Grenoble (Francie): Vyvoj programi Cabri |1+, Cabri Junior, Cabri 3D.
Obrovska databédze hotovych materidli. University of Bayreuth (Némecko):
Vyvoj ocefiovaného volné Sifitelného programu GEONEXT. Vedka skupina
uzivateli amnozstvi materidla. Université du Luxembourg (Luxembourg):
Volng Stiteny software GeoGebra. Vyzkumna ¢innost v oblasti testovani
matematickych znalosti. University of Cantabria, Santander (Spanélsko):
T oblasti: 1) Spolupréce s uciteli ze z&kladnich a stfednich kal. 2) Priprava
uwitelt matematiky. 3) Tvorba dynamického geometrického software.
Technische universiteit Eindhoven (Holandsko): Védecka skupina zamérena
na systémy pocitatové algebry a dynamické geometrie a jejich propojeni, dédle
pak na tvorbu interaktivnich matematickych materidl a jgich vizualizaci.
Tvirci standardu OpenMath. Maths for more, Barcelona (Spanélsko):
Komer¢ni firma vyvijejici internetovy matematicky software WIRIS, ktery
dastetné spojuje moznosti algebraickych a geometrickych systémii. Jihoéeska
univerzita v Ceskych Budgjovicich (Ceska republika): Dlouhodoby vyzkum
moznosti vyuZiti pogitac ve vyuce matematiky. UZiti systémi dynamické
geometrie a tvorba vyukovych materidt je soucasti pripravy ucitela
matematiky.
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2.5 Ukézky vyukovych materiala interaktivni geometrie

Piiklad 1

Dtikaz Pythagorovy véty uzitim programu Cinderella (http://cinderella.de)

Wore o reen pon

A prostor Ptiagorss Theorem

. |®

Dalsi materidly, uréené pro z&kladni Skolu, jsou na http://www.geomouse.ch.

Piiklad 2

Program Geoplan/Geospace na webu (http://ens.math.univ-montp2.fr/SPIP).
MoZznost interaktivniho vykredeni partikularniho feSeni diferencidni rovnice.

Tracé de courbes intégrales de I'équation différentielle
B  Ax+Dy+Qc+y=1

passant par un point A pilotable & a souris (méthode numérique d'Euler)

Piloter le point A pour obtenir deux solutions maximales qui *percent la muraille” x=-1 ou x=0.
Est-il possible quune asymptote verticale liée  une équation différentielle ne soit aucunement *poreuse" 2

Piiklad 3

Program GeoGebra v matematické analyze. Interaktivni materid pro podporu
vyuky Riemannova integralu (http://www.geogebra.org).

Lower- und Upper Sum of a Function

Here, you can see a function with its lower sum and upper sum on the interval [a, b].

Upper sum =319
Lower sum = 2. 68
Difference =051

3
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Priklad 4

Program GEONEXT ve fyzice. Interaktivni materid pro vyuku rozkl&déni a
skladani sil (http://geonext.uni-bayreuth.de).

Die StraRenlaterne

GZOMZT

Situation
Zwischen zwei Hausem hangt eine

Strafbenlaterne, die an den Hauswanden mit
Seilen befestigt ist.

Arbeitsauftrage

« Verschiebe die Lateme nach links. Wie
verhalten sich die Krafte Fy, F2 und
Fo?

* Verandere den Haltepunkt Hy. Wie
wirkt sich dies auf die Krafte aus?

GZOHST un

« In welcher Lage sind die Halteseile am
kiirzesten? Beschreibe diese Situation

Wit dem roten Punkt A I3sst sich die Lateme verschieben. Die beiden

Haltepunkte Hy und H; sind ebenfalls beweglich
Am

Piiklad 5

Program Cabri 11+ v deskriptivni geometrii.

Punkt L kann das Gewicht der Lateme variiert werden

Lerntagebuch

Rez jehlanu rovinou

préce studenta PF JU v C. Budgjovicich).

bri Geometrie I Phus - [Pr.C 8.fig] (o]
oubor Upravit Nastavit Série Okno Népovéda -8 x|
? |em All=
Sedrojte Fez pravidelného éeyfbokého jeblanu ABCDV ~ © E
roviniqu KIM. K je bodem hrany AV, (AKJ : /KV/= 3 : L L je
3,M lezi na prodlouzeni o
\ i W=4:1.
rotace °
D stranou ezu fe prisednics roviny fezu a stény BCV fsefka NL
i i
jabtams
walikost
potstavy
« ) ;IJ
|Ukazovatio Z

Piiklad 6

. (Diplomova

Quetel etova-Dandeinova véta v Cabri 3D (http://www.cabri.com).
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3  Zavér

Projekt Intergeo je na za¢étku. Vysledkem bude oteviena databéze vyukovych
materidla, které budou piehledné klasifikovany a které budou prenositelné na
platformu jakénhokoliv ze zl¢astnénych programi dynamické geometrie.
MoZnost prispéni do této databdze materidt nebo alespon do diskuse ma
kazdy. Doporucujeme ¢étenari bedlivé sledovat webovou stranku projektu a
v piipadé zgmu o spolupréci se zaregistrovat nebo kontaktovat autory ¢lanku.
Nabizi se moZznosti spolupréci pii tvorbé vyukovych materidld, pri hodnoceni
jegich kvality, zjis'ovani soucasného stavu vyuziti DGS a pii klasifikaci

jednotlivych dloh.

Literatura —internetové odkazy

Projekt Intergeo
Cinderdla
GeoMouse
Geoplan/Geospace
TracenPoche

OFSET

ActiveMath (Saarbrticken)
OpenMath

Cabrilog

Cabri — Cesky vyukovy porté
GEONEXT

GeoGebra

University of Cantabria

TU Eindhoven

WIRIS

Pedagogicka fakulta JU
DynaGeo

CaRr

Geometriagon

Databéaze interaktivnich mat.
Geometer’ s Sketchpad

WWW.inter2geo.eu
cinderella.de, doc.cinderella.de
WwWw.geomouse.ch
ens.math.univ-montp2.fr/SPIP
tracenpoche.sesamath.net,
www.mathenpoche.net
www.ofset.org
www.activemath.org
www.openmath.org
www.cabri.com
www.pf.jcu.cz/cabri
geonext.uni-beyreuth.de
www.geogebra.org,
www.geogebra.org/en/upload
WWW.unican.es

w3.tuenl

WWW.Wiris.com
www.pf.jcu.cz
www.dynageo.de
www.z-u-l.de

www. polarprof.org/geometriagon
www.mathsnet.net/dynamic
www.dynamicgeometry.com
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Inovace studijnich predmétt Deskriptivni
geometrie na MFF UK

Jana Hromadova

Katedra didaktiky matematiky MFF UK
Sokolovska 83, 186 75 Praha 8
jole@karlin.mff.cuni.cz

Abstrakt. Obsahem pfispévku je strucné predstaveni projektu, ktery
vznika v ramci grantu FRVS, jeho! cilem je vytvorit nové pomocné stu-
dijni materidly pro vyuku deskriptivni geometrie na Matematickofyzik
alni fakulté Univerzity Karlovy.

Klic¢ova slova: deskriptivni geometrie, sbirka tloh.

1 Uvod

Projekt resi inovaci studijnich pfedméti Deskriptivni geometrie Ia, Ib a
Deskriptivni geometrie ITa, IIb. Tyto predméty se na MFF UK vyucuji
v prvnich dvou letech studia bakalaiského studijniho programu Matema-
tika, obor Matematika zaméfena na vzdélavani, kombinace matematika -
deskriptivni geometrie.

2 Inovace studijnich predmétu

V soucasné dobé se na MFF uéi deskriptivni geometrie pouze pomoci
ucebnic, které jsou mnohdy starsi vice nez 50 let. Jsou sice vétsinou kva-
litnéjsi a mnohem rozsahlejsi nez novéjsi ucebnice, ale ¢asto jsou nedos-
tupné.

Vytvarené studijni materialy jsou zpFistupnény na internetovych stran-
kach Katedry didaktiky matematiky (http://www.karlin.mff.cuni.cz/~jole
/deskriptiva/index.html). Tyto materidly prezentuji srozumitelnou a né-
zornou formou vzorové geometrické tlohy a jsou dulezitym dopliikem latky
probirané na pirednéaskach a cvicenich. V soucasné dobé se jednéd pouze o
zadani tloh, ¢asem budou doplnény i vysledky tloh pfipadné i s postupem
feseni.
si projekt klade dalsi dva cile:

e vytvoreni databéaze odkazii z oblasti deskriptivni geometrie,

e vytvofeni virtualni knihovny studentskych praci.

3 Struktura internetovych stranek

Pfi tvorbé internetovych stranek byl kladen ddraz na piehlednost, inter-
aktivni a jednoduché ovladani. Internetova aplikace je ¢lenéna do nékolika
kapitol: ivodni kapitola, historie, naplii pfednasek a cviceni inovovanych
pfedmétii (zde jsou umistény zadéani tloh), odkazy. Zadéni tloh jsou tvo-
fena prevazné v softwaru DesignCad, vyjimecné v softwaru Rhinoceros.
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Uvod

Tylo strénky vznikajf jake podpora vyuky deskripiivni geometrie na MFF UK. Jsou urteny predeviim stucentiim studijnino oboru
uditelstvi matematiky a deskriptivni geometrie pro stfedni Skoly. Materialy zde uvefeindné vznikaji v ramei grantu FRVS ureného na

inovaci predmétu deskriptivni geomerie na MFF UK

gy —

Zpodéthu budou strénky slouZit spide jako sbirka (nefe3enych) piiHadi pouZivanych ve viuce deskriptivni geometrie v prmim a
druhém roéiiku bakaléfského studia. Zadéni Gloh bude mozné si stéhnout ve formétu pdf. Postupné budou dopliiovany i feeni uleh a
doprovodné texty

J. SOBOTKA; Deskriptivni geometrie promitani parallelniho:

"Deskriptivni geometrie jest véda, kterd na zdkladé konstrukee a pomoci rysav uréuje Utvary prostorové die fvaru,

velikosti a polohy jinymi Gtvary prostoravymi, vzéjemné vztahy jejich zkoumd a dlohy k nim se vetahujici fo&."

© 2007 Jana Hromadova - OlejniCkova | jole@karlin.mff.cuni.cz| posledni zména probénla 30.9.2007

Obrazek 1: Ukazka z internetové aplikace

4 Zavér

Projekt prispéje ke zkvalitnéni a doplnéni vyuky, coz umozni studenttim
hloubéji pochopit probiranou latku a ziskat znalosti a dovednosti, které
budou moci vyuzit nejen pii zkousce z deskriptivni geometrie. Interaktivni
a vefejné pristupna forma prezentace projektu na internetové siti povede
ke zlepseni podminek dostupnosti informaci v oboru.

Podékovani

Tento prispévek vznikl za finanéniho pfispéni Fondu rozvoje vysokych skol
2007, projekt F1 d 893.

Literatura
[1] F. Vesely, J. Filip: Sbirka dloh z deskriptivni geometrie, P¥irodoveé-
decké vydavatelstvi, Praha, 1952
[2] J. Hromadova: webové stranky,
http://www.karlin.mff.cuni.cz/-~jole/deskriptiva/index.html
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Geometrie fullerovych bani a moznosti jejich
praktického vyuziti

Old¥ich Hyks
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Na Florenci 25, 110 00 Praha 1, Czech Republic
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Abstrakt. Geometrie fullerovych bani ve stavitelstvi a architektufe s ohledem na
statické vlastnosti a minimalizaci druhovosti prvki, to jest kloubt, pruti a vyplni.
Fullerovy ban¢ jiného nez kulového tvaru, naptiklad rotaéniho elipsoidu a jinych.

Klic¢ova slova: Fulleren, geodetickd kupole, geodetické déleni

1 Uvod

S konstrukci kupoli a bani se setkdvame po celou dobu historie architektury. Od
nejstar§ich Casi az do pocatku novovéku ale tyto kupole, jakkoliv odvazné
a velké, vychazeji z jediné spolecné materialni zakladny: kamen, cihly, vyji-
mecéné dievo. Teprve nastup prumyslové revoluce znamena zcela nové mate-
ridly a také exaktni navrh konstrukce. Zpocatku litinové, pozdéji ocelové fili-
granské konstrukce vyplnéné sklenénymi tabulemi pieklenuji velké rozpony
skleniki, nadrazi a tovaren. Pozd&ji pronikly z primyslovych a dopravnich
staveb do reprezentativnich staveb bank, burz, univerzit a knihoven a zcela
prevladaly az do pocatku dvacatého stoleti, kdy podlehly levnéjsim a pozarne

vewr

2  Fullerovy bare

Navrat k lehkym konstrukcim kleneb nastal az v Sedesatych letech dvacatého
stoleti, ale na zcela jiné konstrukéni Grovni. Je zajimavé, ze vyvoj a navrhy
téchto takzvanych geodetickych kupoli je spjat pouze s jedinym clovékem:
Richardem Buckminsterem Fullerem, a proto jsou tyto konstrukce také po
pravu nazyvany fullereny. Nové moznosti pocitacového navrhu a statického
vypoctu odvaznych organicky tvarovanych konstrukci privadéji problematiku
geodetickych kupoli opét na scénu. Zijem je navic raciondlni reakci na
nastupujici ekologickou a energetickou krizi a dalsi exponencidlni rst svétové
populace. Stavby uzivajici pro zastfeSeni nebo dokonce v celém svém tvaru
geodetické konstrukce maji totiz n€kolik pravé v dnesni dobé tak dilezitych
vyhod. Uz jejich kulovy nebo alespon obly tvar zaji§tuje z principu maximalni
objem obestavéného prostoru pfi minimalni plose plasté. To znamena dvoji
prinos: minimalni velikost ochlazované plochy budovy a také minimum
stavebniho materialu pro konstrukci plasté. Neexistuji rohy a kouty, které
v tradi¢nich budovach byvaji nejslabsim mistem plasté z hlediska tepelnych
mostll a kondenzace. Obly tvar umoznuje snadné laminarni obtékani plaste
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budovy proudicim vzduchem bez turbulenci a velkych rozdiltd tlaku, coz
snizuje zatizeni konstrukei vétrem a usnadiiuje vyuziti proudiciho vzduchu pro
prirozené vétrani budovy. Obly tvar uvnitf je pfiznivy pro pfirozenou cirkulaci
vzduchu v interiéru, coz snizuje naroky na ventilaci a vytapéni.

Budovu kulovitého tvaru nebo kupoli 1ze realizovat za pouziti riznych ma-
terialll a technologii. Naptiklad ji 1ze zkonstruovat jako skofepinu z piedpjatého
betonu nebo lepenim dievénych lamel a dnes uz i vypénovanim z polyuretanu.
Takové konstrukce je ale nutno vytvaret az pfimo na misté za pouziti téméf te-
meslné prace, s velkymi naroky na ¢as, dopravu materialu a zafizeni staveniste.
Nelze zajistit preciznost a kvalitu primyslové vyroby a nezavislost na pocasi
pfi realizaci. Ty zajisti pouze moderni primyslova vyroba jednotlivych ¢asti
stavby, které jsou po dopraveni na misto jen zkompletovany jako jakykoli jiny
prumyslovy vyrobek. Ma-li vSak takovy postup byt ekonomicky, ale
iorganizacné efektivni, je tfeba navrhnout konstrukci vyzadujici minimum
pouzitych druhii primyslove vyrabénych konstrukénich prvka.

Pravé témto pozadavkim nejlépe vyhovi geodetické kupole. Jejich plast’ je
sestaven zpravidla z tyCovych prvki, takzvanych pruti, spojenych na konci
klouby, takzvanymi stycniky. TyCové prvky vytvaieji nejcastéji trojihelnikovou
sit. Ta je potom doplnéna trojuhelnikovymi vyplnémi a tim je uzavien cely
objem stavby. Geodetickd kupole je obvykle konvexni mnohostén, jehoz
vrcholy tvoti kloubové styéniky, hrany tvoti ty¢ové prvky a stény tvofi vyplng,
napiiklad skla. Je samoziejmé ctizadosti konstruktéra, aby minimalizoval
mnozstvi druhti tyéi, kloubti a vyplni. To, spoleéné se snahou o co nejmensi
geometrické rozdily mezi prvky konstrukce, zptsobuje, ze laik pii pohledu na
konkrétni geodetickou kupoli nabyva dojmu, Ze jeji plast je pokryt samymi
identickymi rovnostrannymi trojihelniky. To by znamenalo, Ze geodeticka
kupole je pravidelny mnohostén, coz jak vime neni mozné pfi mnozstvi stén
presahujicim dvacet. Pravé pravidelny dvacetistén je posledni platonské téleso,
tj. pravidelny mnohostén s nejvétsim poctem vrchold, hran a stén. Takovy
pocet stén zejména pii konstrukei vétsich kupoli je ale nedostatecny a z divoda
statickych i1 vzhledovych je tfeba jemnéjsiho déleni.

Nejjednodussi moznosti, jiz pouzil napiiklad pravé Fuller na kupoli Fordova
mausolea v Detroitu, je prosté rozdéleni stén pravidelného dvacetisténu na sit
mensich rovnostrannych trojuhelnikt, jez ale zistavaji v roving€ ptvodni stény.
Sténa télesa je pii velkych rozmérech rozdélena na mensi ¢asti, coZ znamena
mensi nosniky a vypIné. Ty je snazsi vyrobit, dopravit i na misté smontovat.
Rozdélena sténa je také odolné€jsi a tuzsi. Délici nosniky vytvareji ztuzujici
zebra puvodni plochy. Vyhodou takového feseni je, Ze si vystacime s jednim
typem pruti a vyplni. Sty¢niky potiebujeme pouze ve tiech variantach, v pa-
vodnich vrcholech mnohosténu, na hranach a v délené plose. Nevyhody vsak
prevazuji. Nasi snahou pfi navrhu geometrie kupole je, aby vSechny sty¢niky
lezely na kulové plose se spolecnym stfedem. Usilujeme o to, aby mnohostén,
ktery kupoli vytvari, byl co ,,nejkulatéjsi“. Nejde pouze o esteticky ucin kupole,
ale co nejvetsi priblizeni se kulatému tvaru zajistuje vySe uvedené vyhodné
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vlastnosti geosfér. Vysuneme-li navic vrcholy trojuhelnikti z roviny napiiklad
promitnutim na kulovou plochu opsanou pivodnimu mnohosténu, konstrukce
se stane mnohem tuz§i a odolngjsi vici lokalnimu nerovnomérnému zatizeni
vétrem, ktery by u rovnych stén snadno zpisobil bouleni a nasledné zficeni.
Vysunutim vrchold na kulovou plochu vsak dojde k deformaci ptivodné rovno-
strannych trojihelnikd. Mnozstvi druhd prutd, sty¢nikll a vyplni se zveétsi.
Z duvodu estetickych, uzitnych a statickych je ale vysunuti vrcholii nezbytné.
Proto je nutné nalézt takové déleni stény a vysunuti sty¢énikti na kulovou plo-
chu, aby pozadované efekty byly co nejlepsi pfi zachovani rozumného mnoz-
stvi druhti prvki.

Zde je mozna otazka, pro¢ vubec pii navrhu kupole vychazet z pravidelného
mnohosténu? Pro¢ jednoduse nepromitnout na sféru libovolnou trojihelnikovou
sit? Tato moznost se nabizi pfedevS§im tehdy, kdyz nekonstruujeme celou
geodetickou kupoli, ale jen plochou kalotu. Takovy postup ale nevede
k dobrym vysledkiim. S nejvétsi pravdépodobnosti neziskame ve vysledné siti
zadnou symetrii, kazdy prvek bude jiny. To bude nejen ekonomicky netinosné,
ale i na pohled nehezké. Stézi najdeme vice nez dva rizné vrcholy lezici na
jedné spole¢né hlavni kruznici. Pfitom z hlediska pfenosu napéti je velmi
zadouci, aby vrcholy lezely na spole¢nych hlavnich kruznicich. Jinak feceno,
pruty by na sebe mély navazovat co mozno nejdéle bez vyrazné zmény smeru,
coz je vyhodné nejen staticky, ale také to dobie esteticky pusobi. Prostfedkem
pro hledani symetrii a co nejvyhodnéjsi konstrukce je odvozeni kupole
z pravidelného mnohosténu.

Které z pravidelnych mnohosténti pouzit? Pravidelny dvanactistén vylou-
¢ime, jeho stény jsou pravidelné pétithelniky a ty nejsou staticky urcité. Aby
byl jejich tvar zajistén, musely by sty¢niky pfenaset i momentové sily a to by
bylo velmi nevyhodné. Protoze chceme, aby styc¢niky byly kloubové, byli
bychom nuceni pravidelny pétiuhelnik rozdélit na rovnostranné trojuhelniky.
Sty¢nik ve stiedu stény bychom vysunuli na kulovou plochu opisujici ptivodni
vrcholy, ale tim bychom trojihelniky deformovali na rovnoramenné. Pouziti
dvanactisténu nam tedy nepfindsi zadné vyhody.

Zbyva pravidelny dvacetistén a pravidelny osmistén. Jaké to ptinasi vyhody
a nevyhody? Pouziti pravidelného dvacetisténu pii stejné vychozi velikosti ku-
pole znamend mensi vychozi trojuhelniky nez pfi uziti osmisténu. Vystacime
tak s mensi frekvenci, to jest délenim stén pii srovnatelné délce tétiv. Napiiklad
pétinasobné déleni hrany osmisténu odpovida jen trojnasobnému déleni u dva-
cetisténu. U dvacetisténu vychazi také mensi rozdily v délkach riznych prvki
(1,5:1 pro osmistén a 1,18:1 pro dvacetistén). Dalsi vyhodou je rovnomérnéjsi
zakiiveni a obecné lepsi vzhled. Ale i pouziti osmisténu pfinasi nékteré neza-
nedbatelné vyhody. Osmistén Ize snadno rozd¢lit na jehlany se étvercovou pod-
stavou a pouzit ho pouze ke generovani klenby polokulovitého tvaru. Pfi ja-
kémkoliv déleni ma konstrukce pfirozeny rovnik. Je ji mozno snadno napojit na
¢tvercovy, piipadné obdélnikovy padorys. Vyhodou jsou také jednodussi
vypocty. Zajimavou vyhodou geodetické kupole generované z osmisténu je
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vznik ¢tverct v trojuhelnikové siti u vrcholll osmisténu. Ty je mozno vyhodné
vyuzit u nepruhledné sféry k osazeni tradi¢nich ¢tvercovych oken.

Geodeticka déleni

NaSim cilem je za pouziti pravidelného dvacetisténu, piipadné osmisténu
rozdélenim jeho stén vytvofit trojuhelnikovou sit' na sféfe, obsahujici co
nejmensi pocet riznych prvki. Budeme to nazyvat geodetickym délenim; jeho
vystupem pro navrh konstrukce budou sférické souradnice vrchold (spoji)
a urceni délky tétiv (tyCovych prvkl). Prosttedkem pro nalezeni riznych déleni
sttn mnohosténd budou symetrické systémy hlavnich kruznic na sféfe.
Naptiklad rotaci dvacetisténu ziskame celkem 31 hlavnich kruznic, které nam
celou sféru rozdéli na systém sférickych trojuhelnikti. Pfi tomto déleni vSak
sta¢i uvazovat pouze déleni na jedné, pripadné¢ dvou sousednich
trojiihelnikovych sténdch mnohosténu, protoze diky symetrii je situace na
ostatnich sténach obdobna. To znamena ohromné zjednoduseni navrhu
a Getnosti typt prvki. Cetnost prvki s v jedné sténé odpovida Eetnosti prvkil na
celé geodetické konstrukei.

Rotaci dvacetisténu kolem os danych protilehlymi vrcholy vznikne Sest
kruznic, které rozdeli kazdou sténu stfednimi pfickami na Ctyfi rovnostranné
trojuhelniky. Ty pak muzeme dé¢lit dale pfimkami rovnobéznymi s ptickami;
vzniklé déleni budeme nazyvat deleni tridy I Dalsi moznosti je rotace
dvacetisténu kolem os danych dvojici stiedt protilehlych hran. Tim vznikne na
opsané¢ sféfe 15 hlavnich kruznic, které jsou stfedovymi priméty téznic
trojuhelnikovych stén. TéZnice kazdou sténu rozdéli na Sest pravouhlych
trojuhelnikt. Kazdé déleni stény pifimkami rovnobéznymi s t€znicemi pak
budeme nazyvat déleni tiidy II.' Podet &asti v, na které je strana trojuhelnika pfi
daném déleni rozdé€lena, budeme nazyvat frekvence déleni.

Zatim jsme stranu delili na stejné dlouhé useky. Nazyvejme to metoda 1.
Ziskané body stiedové promitneme na opsanou sféru. Spojime-li promitnuté
body lomenou carou, zjistime, Ze zkonstruované hrany (tyCové prvky)
geodetické kupole nejsou stejné dlouhé. Pouzijeme-li naptiklad metodu I pro
déleni tiidy I pii frekvenci v=3, vznikne geodeticka kupole se dvéma typy
vyplni (trojuhelnikt) a tfemi délkami tyCovych prvki. Nestejnd vzdalenost
promitnutych vrcholi vede k tvaze upravit déleni hrany mnohosténu tak,
abychom po promitnuti ziskali na sféfe stejné vzdalené body. Nazvéme to
metodou 2. Toto nové déleni pouzité u tiidy I vSak prekvapivé nevede k
pfiznivéj§imu vysledku. Vznikne vice rlznych trojuhelnikdi a navic jeste
tiidy II. Pfi metod¢ I je strana trojihelnikové stény rozdélena na stejné casti,
které se vSak po promitnuti na sféru zobrazi jako rizné, coz vede ke vzniku
vice druhti vyplni a ty¢ovych prvkd. Pouzijeme-li pii déleni metodu II,

'Dalsi moznosti, v praxi viak méng vyuzivanou, je rotace dvacetisténu kolem os uréenych stiedy
protilehlych stran.
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vysledek je znatné problematicky. Upravou déliciho poméru na hrang
mnohosténu sice dosdhneme stejné délky usekt po promitnuti vrcholi na
kulovou plochu, ale s neptijemnymi disledky. Vedeme-li z bodii nového déleni
hrany mnohosténu kolmice jako v predchozim pfipadé, potfebna sit
trojihelnikii se vibec nevytvori. Pfimky vedené rovnobézné s piedchozim
délenim se protnou v bodg, ktery nelezi na strané déleného trojuhelnika. Uprava
sméru primky tak, aby priseciky na stranach délené¢ho trojihelnika existovaly,
vede zase naopak k zaniku spoleénych praseéikd uvnitf sité.Vznika tak otazka,
jaké body takto zkonstruované sité vlastné promitat na sféru.

Nastésti u déleni tiidy II existuje jeste dalsi, tieti metoda, ktera ptinasi ptiz-
nivejsi vysledky. Z Sesti pravouhlych trojuhelnikti vzniklych délenim tridy II,
vybereme libovolny z nich. Déle uz budeme délit pouze tento trojuhelnik a os-
tatni budou déleny symetricky. Trojuhelnik promitneme na kulovou plochu.
Vrcholy ziskaného sférického trojuhelnika oznacime napi. ABT. Bod 4 je sou-
Casn¢ vrcholem rovnostranného trojuhelnika stény télesa, bod B je promitnuty
stény. Dale rozdélime odvésnu 4B na nékolik stejné dlouhych ¢asti, tieba Ctyfi,
a vzniklymi body vedeme hlavni kruznice kolmé na odvésnu. Pruseciky téchto
kruznic s pfeponou A7 vedeme hlavni kruznice kolmé na odvésnu B7. V d¢-
leném trojuhelniku tak vznikne mnozina prusecikd hlavnich kruznic. Abychom
ziskali sit’ tvofenou trojuhelniky blizkymi rovnostrannym, pfipojime k trojuhel-
niku ABT shodny trojuhelnik ABT” (viz obr. 1 vlevo), ktery rozdélime stejnym
zpusobem. Body propojime tak, jak je patrné z planarniho grafu na obr. 1
vpravo. V kazdém pasu rovnobézném s odvésnou AB vzniknou shodné troj-
uhelniky; na jeden péas proto pfipadaji dvé rizné délky ty¢i. Pokud tedy zvét-
$ime pocet ¢asti usecky 4B o jednu, tj. celkoveé zvysime frekvenci o 2, pfibudou
v celé konstrukci pouze dva nové prvky. Pocet riznych prvka kupole je proto
pfimo timérny frekvenci déleni. Tato vlastnost ma ohromny vyznam pfedevsim
pfi konstrukei kupoli velkych rozmért. Aby bylo dosazeno rozdéleni navrho-
vané plochy na dostatecné malé trojuhelniky, je nutno pouzit vysoké frekvence
pfi déleni stény zakladniho télesa. Pokud bychom pro konstrukei velké kupole

Obr. 1: Déleni tiidy 11, metoda III
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pouzili nékterou ptedchozich metod, mnozstvi druhd pouzitych prvka by
vzrostlo geometrickou fadou na technicky netinosnou turoven. Proto je pii
navrhu konstrukei velkych rozmért vyhradné pouzivana popsand metoda III.

3 Nesférické kupole

Dosavadni uvahy se toCily pouze kolem navrhu fullerend, jejichz vrcholy lezi
na kulové ploSe. V soucasné dob¢ v oblasti architektury dochazi opét k rene-
sanci fullerenti, ale kromé tradi¢nich kupoli kulovych jsou to rtizné deformo-
vané protahlé tvary, napf. na rotaénim nebo nerota¢nim elipsoidu atd. Pfi jejich
navrhu ale vyse popsané metody ptili§ nefunguji. Ty byly zalozeny na symetri-
ich pravidelnych archimédovskych téles, které se zachovaji i pfi projekci na
kulovou plochu. Pfi promitani na jiné téleso, napf. elipsoid, mame vSak pouze
tfi roviny symetrie. To znamend, Ze i pfi vhodné projekci napf. osmisténu na
rotacni paraboloid vznikne na celé kupoli vzdy pouze Ctvefice stejnych prvku.
Je-1i navic hlavni osa orientovana vodorovné (je to plocha kupole), je vzniklé
déleni velmi nevyhodné staticky: sit’ je husta u vrcholu a fidka v paté kupole.
Proto existuji rizné metody jinych neZ stiedovych projekci, které tuto nevyho-
du eliminuji. Slozitost navrhu a naroky na velké mnozstvi riznych dilu vysvét-
luji, pro¢ se kupole jinych nez kulovych tvart vyskytuji spise v architektonic-
kych projektech nez v realizacich.

Inspiraci pro rizné organické tvary kupoli ve stavitelstvi a i pro jejich racio-
nalni feSeni by mohli architekti hledat v bouflivé se rozvijejicim oboru organic-
ké chemie, zabyvajicim se uhlikovymi klecovitymi strukturami zvanymi také
fullereny. Zjistilo se, Ze se za zvlastnich podminek mohou z uhlikovych a pfi-
padné doplitkové dalSich atoml vytvéfet trubicovité nebo kulovité struktury.
Prvni jsou nazyvany nanovlakna, druhé — pro svou nepiehlédnutelnou podobu
s Fullerovymi banémy — fullereny. Téch je dnes uz nalezeno velké mnozstvi
a maji nejroztodivnéjsi tvary od témetr dokonale kulovitych (Cg), ptes rizné
protahlé (Cy,) az po nedavno objeveny fulleren vejéitého tvaru [4]. Mozna, ze
tak jako architektura inspirovala chemiky k pojmenovani téchto zvlastnich mo-
lekul, tak naopak tvary nové a nové nalézanych molekul povedou k navrhiim
a racionalnimu statickému feseni novych fullerovych konstrukci v architektufe.
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Interak ¢éni techniky pro modelovani ve virtualnim
prostiredi
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Abstrakt. Pisptvek popisuje satasny stav v oblasti modelovani ve virtudlnim
prostedi. Na ®kolika existujicich systémech budou demonstrovafigné
moznosti vyuziti HW a SW technik pro dosazeriiznych cii a metod
pii modelovani.

Klicova slova:Modelovani, Virtualni realita, Interéki techniky

1 Uvod

Co jsou to interakni techniky? Jedna z obecnych defitiga: ,Interakéni
techniky jsou metody pouzité pro sphi uritého Ukolu pomoci rozhrani.
Obsahuji technické i programové gasti.“ [1]. V pripads 2D interakce je
situace por&rné piehledna. Na str&ntechnického vybaveni (HW) se jako
vstupni z&ézeni pouziva néastji mysS a klavesnice, ffpadre tablet. Jako
vystupni zéizeni pak slouzi CRT monitafi LCD. Na strag programového
vybaveni (SW) jde néasgji o techniku zvanou WIMP (windows, icons,
menus and pointers).

Ve virtualnim prosedi mame #si vyber vstupnich i vystupnich #aeni.
Existuje zde také celféada fiznych technik. Naiiklad jeden ze z&kladnich
Ukoli — vybsr virtualniho objektu, existuje hnedtkolik technik jako jsou
wirtual hand“, ,Go-Go“ray-casting” nebo ,aperturselection®. Vyborny
prehled interaknich technik pro VE Ize nalézt v [1].

V naSem pipact je Ukolem, ktery plnime modelovani. Raiujeme tedy
urcité nastroje a metody pro vytieni a editaci geometrie modelu; dale pak
moznosti pro praci s barvami a také ovladani ceényg (funkce jako posun,
rotace a zoom). Dal&sti textu popisuji existujici systémy pro modeldva
na g&chto systémech ukazujiazné interakni techniky.

2 Modelovani v nevirtualnim prostiredi

Nez se pondme do virtualniho sita, podivejme se na moznosti modelovani
s vyuzitim klasickych stolnich paaca.

Stejré jako osobni pdétate, oblast 2D interakce mezilovékem a
pocitatem existuje jiz desitky let a je di@ prozkouméana. Drtivaétsina
aplikaci (nejen v oblasti modelovani) na dneSnigobaich péitatich je
ovladdna pr&v pomoci interakni techniky WIMP. Pomoci ukazatele
(ovladaného népstji mysi ¢i tabletem) niZze uzivatel klikat na ikony, vybirat
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polozky z menwi prepinat mezi pracovnimi okny. Klavesnice je pouzévan
negastji pro zadavani znaka cisel, gipadré pro zrychleni prace vyuzitim
klavesovych zkratek.

Touto technikou jsou ovladany i ,klasické“ modelovaastroje, jako jsou
AutoCad, 3Ds Max, Cinema4D, Z-brush a dal&tSihu pracovni plochy tio
typicky jedno nebaityfi modelovaci okna, ktera jsou obklopena ikonami a
nabidkami. Vysledny model vznikda kombinovanim ptimmich ®les,
vytvairenim Kivkovych povrchii ¢i editaci vol& deformovatelné polygonalni
Sit.

R N R L T

Obr. 1: kModeIovaci pIochaj[jrogramu Cinema4D

Jiny pistup, ktery se v posledni dbbbjevuje, je modelovani skicovanim
(sketch-based modelling). Zastupcem této kateggeienagiklad systém
TEDDY [2]. Uzivatel kresli na obrazovku 2D tahy, Zgerych aplikace
automaticky vytvéi piislusné 3D polygonalni povrchy. Aplikace samotna je
ovladana pomoci klasické WIMP intetak techniky, ale proces modelovani je
tizen kreslenim tah— gest. Podle druhu tahu (utemy nebo oteeny; uvnit,

& vné povrchu) systém automatickyduje operaci kterou provede (vytazeni,
tez, vyhlazeni povrchu) a také automaticky Wtpaovou geometrii modelu.

EXTRUSION

Obr. 2: Prace se systémem TEDDY
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3 Modelovani ve virtualnim prostredi

3.1 CavePainting

CavePainting [3] je ustecké médium, které vyuziva 3D tahytéem pro
vytvoreni ungleckych al v piné obklopujicim virtualnim progedi CAVE [1].
Pro zvySeni pohodli uzivatele a uréyponareni do prostedi neni v systému
CavePainting vyuzito sledovani polohy rukéithlavy uzivatele. Misto toho je
mistnost vybavena stolem s piickami (u rkterych je snimana poloha a
orientace v prostoru).

Obr. 3: Rozhrani ,malifsky stal“.

VétSina interakce je provéada pomoci maiského Sttce, jenz je upraven
tak, aby bylo mozno sledovat jeh#epnou polohu a orientaci v mistnosti. Je
vyuzivan pedevSim pro vyti&ni novych tah v prostoru, déle pak pro zmu
vlastnosti novych tah jako je typ, barvai tlouf’ka tahu. Ke zriné typu
uzivatel jednoduSe ,poiity Stétec do jednoho z kelinik které jsou také
umisény na stole. Kazdy zthto kelimku reprezentuje jeden druh tahu
Stétcem.

DalSi funkce Ize vyvolat pomoci gesktsem. Jestlize uzivatel niklad
namii Sgtec kolmo vzliru a opiSe gtcem kruznici, vyvola tak nabidku pro
vybér barvy. Podobnym gestem, sestéém mficim kolmo doili, vyvola
uzivatel funkci rotace scény.

Systém CavePainting je zaloZzen naépbbklopujicim rozhrani, které by
mélo byt snadno zvladnutelné i uZivateli baegchozich zkuSenosti s virtualni
realitou. Oiraz je kladen na jednoduchost pouziti aélemkou hodnotu
vyslednych dl. Interakini techniky jsou proto zaloZeny na fyzickiitpmnych
pomickach a jednoduchych gestech. Proces wgtviamodelu je analogii 2D
malirského procesu.
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3.2 FreeDrawer

FreeDrawer [4] je systém pro skicovani zaloZenyolaé deformovatelnych
kiivkach ugeny pro Resposive Workbench [1]. Namistoutdtcem je zde
vytvarena sf kubickych Kivek typu B-spline. Tyto kvky lze dale editovat
kdykoli v pribéhu modelovani pomoci mechanismu kontrolnichth@ddobré
jako u 2D vektorovych editér Z uzawenych cykh kiivek Ize vytvdet rekolik
typa povrchi. | tyto povrchy mohou byt dale upravovany.

Obr. 4: Prace s Kivkami v programu FreeDrawer

Dulezitou roli v interakci hraje stylus, ktery uziehtdrzi v dominantni
(obvykle pravé) ruce. Jedna se o specidlni peedrsingi vice tlaitky, jehoz
poloha a orientace v prostoru jsou snimany. Temyluss je pouzivan pro
vytvareni a modifikaci kvek a povrcli, podobi jako Sttec v systému
CavePainting. Zarove jej Ize také pouzit pro ippinani mezi virtualnimi
nastroji, a to pomoci jednoduchého virtualniho meNedominantni rukou
uzivatel mize ovladat polohu a orientaci celého modelu.

Ucelem systému je vytvéni a modifikace spiSe geometrickyegnych
modeli nez ungleckych @&l. Tomu odpovida narmejSi postup prace (pouziti
kontrolnich bod kfivek, negiimé vytv&eni povrcti). Kvili pfitomnosti
vétSiho pd@tu funkci a jejichéastému pepinéni je zde pouZito virtudini menu
S nastroji, namistoffiomnosti vice iznych fyzickych nastrdj

3.3 VRECKO - Modeller

Modeller [5] je jedna zasti systému VRECKO, coz je framework pro praci ve
virtudInim prostedi vyvijeny v laborat® HCI na Fakul¢ informatiky
Masarykovy univerzity. Je zaloZen na polygondlnfmbvrsich, které jsou
vytvareny pomoci tal S&tcem (podobé# jako u systému CavePainting). Tyto
tahy jsou vSak i po vytweni dale editovatelné — |zesnit jejich tvar i barvu.

Jako technické vybaveni vyuZiva Modeller jednu ehk&ji senu (a
piislusné bryle pro stereo projekci) a par dotykovyaokavic se snimanim
polohy a orientace. Nepouziva tedy zadné dalSiGgkyn a interakce je
provadina formowisté virtualnich nabidek a nastioj
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Zakladni interakce s aplikaci — vytedi a editovani tahje provadna
pitimo pohybem dominantni ruky, pomoci dotyktisfuSnych prst (palec a
ukazovéek).

Tato technika je také pouzita préepinani mezi jednotlivymi nastroji a pro
vybér barvy tafii (zde je pouzita kombinace palec a pmedhtek). Pro tyto
Ukoly obsahuje aplikace jednoduché portalové meda. jedné strah je
k dispozici jednoducha paleta barev, na strdruhé pak jednotlivé nastroje
(razné druhy &tct, magnet, guma, atd.) Pro \WbpoZadovaného nastrofe
barvy uZivatel jednoduSe uchopi (stiskeffsiSnych prst) prislusny symbol
pomoci virtudlni ruky.

Nedominantni ruka je (obdobiako ve vySe zmiinych systémech) pouzita
pro pohyb a rotaci s celym modelem — uZivatel u¢hopdel a pohybyi
ot&eni ruky jsou fimo prevadiny na pohybyi ot&eni celého modelu.

Obr. 5: Prostiedi programu Modeller

Ke zmirgnym zakladnim technikam, které jsou jiz v systému
implementovany, chcemetigat dalSi interaéni techniky rozujici moznosti
modelovani. Jde néjxlad o pomocnou 3D f¥ku, ktera by zlepSovala
orientaci v 3D prostoru a umisdvala by vytvéeni gesrgjSich model. Dale
pak 0 moznost spojovani blizkych tato celistvych ploch a vySe zngitou
techniku skicovani, kdy by pomocékolika tahi byla vytvaena cela plochai
povrch. S vyuZitim obou rukavic Ize také pouZzitzghjSi gesta pro zadani
povrchi.

Systém Modeller je den pro hledani a testovani novych technik
v modelovéani. Proto byla dan#egnostisté virtualnim technikam. Ty jsou pro
uzivatele naréngjsi, ale Ize je snadp upravit, ¢i rozsiit, podle nénicich se
potreb aplikace.



92 Jifi Chmelik

4 Zavér

Zminil jsem rgkolik systéni pro modelovani ve virtualnim présti. Kazdy
pracuje s odliSnym technickym vybavenim a pouZzivdliSoé interakni
techniky.

Jako v ostatnich aplikacich v oblasti VE, i v mad@ini plati obecny vztah
mezi elem aplikace a pouzitymi interakimi technikami. S rostoucimi
schopnostmi aplikace se rychle zvySuje mnozstvi izesmych funkci.
S rostoucim pé&em funkci vSak roste i slozitost a némost ovladacich prik
aplikace a s tim klesa jejfghlednost a pohodinost.

Pri vytvareni novych aplikaci je tedy vzdyeba uvazZit pro jaké Ukoly
budeme aplikaci vyuZivat, kolikiznych funkci zahrneme a jaké intetak
techniky pouZijeme proffstup k #mto funkcim a spkéni danych ukal.

Kromé modelovacich systéimzaloZenych naikwkéach a na jednotlivych
tazich existuji i dalSi moZnosti modelovani veuathim prostedi, gedevsim
pak modelovani zalozené na voxelechiijpadré CSG (Constructive Solid
Geometry) systémy, o kterych se &glanku nezmiuji. Vice napiklad viz [6]
nebo [7].
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Abstrakt. V ¢lanku je opisany spdsob tvorby priamkovych plédbrych Kleinov
obraz leZi na dvojrozmernej variete homeomorfnigressom. Priklady takychto
pléch su vykreslené programom Maple.

Klucové slovaPriamkova plocha Kleinovo zobrazenie, priamkovagtaencia

1 Uvod

K tvorbe priamkovych pléch pristipime metédou ppsttho Specifikovania
prvkov Grassmannianu v trojrozmernom euklidovskoriegtore. Priamkové
plochy opiSeme ako jednoparametrické mnoZiny prianteZiacich na
priamkovych kongruenciach pouzitim Kleinovho zoleria. PodrobnejSi
matematicky vyklad o pouzivanom matematickom apaiét o Pliickerovych
suradniciach v trojrozmernom projektivnom priestoi€leinovom zobrazeni,
priamkovych komplexoch a priamkovych kongruenciaahnachadza &lanku
[1].

V dalSej ¢asti sa budeme zaobéravorbou priamkovych ploch, ktoré su
podmnozinami jednej Specialnej priamkovej kongrignc Priamkova
kongruencia bude dana priamkami pretinajacimi dzavieté rovinné krivky
leziace v dvoch réznych rovinach. FPadvzajomnej polohy dvoch danych
kriviek  vznikni  priamkové kongruencie srbéznymi  adggickymi
charakteristikami. UpInt  klasifikaciu tychto priamkych kongruencii
uvedieme v inej praci. Teraz sa budeme vetimajednoduchsej triede, ktord
dostaneme ak tmjlce krivky maju prazdny prienik so spdhmu priamkou ich
rovin. Kleinov obraz takto @enej priamkovej kongruencie je topologicky
ekvivalentny s torusom na Kleinovej kvadrike.

2 Kleinov obraz Grassmannianu Gr(E®)

Grassmannian GE®) je priestor vSetkych priamok trojrozmerného
euklidovského priestoru’EKazda priamkE? je jednoznane utena bodom
POl a jednotkovym smerovym vektorod(p;, P, ps). Potom priamkal je
dand Sesticou p{, p» P Ps» Ps» Ps) = (d; (P-OXkd), takzvanymi
Plickerovymi suradnicami. Takymto spbésobom sme afiostobrazenie
mnoziny priamok GKE®) na mnoZinu bodov na Kleinovej kvadrike v 5-
rozmernom projektivnom priestore, Fktora je dana rovnicopips + pops +
Psps = 0.
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3 Kleinov obraz priamkovej kongruencie

Priamkova kongruencia je dvojparametricka mnoZzim@anpok. Jej Kleinov
obraz je teda dvojparametricka varieta na Kleindwgjdrike. Budeme skuria
dvojrozmerné variety, priamkové kongruencie dan® diisekanty dvoch
kriviek (t.j. priamky, ktoré spdjaju bod jednej ki s bodom druhej krivky).
Nech su dané dve nepretinajice sa rovinné kikykywyjadrené parametricky:
k(t), I(t), 401, , .0, vtrojrozmernom euklidovskom priestore. Kleinov
obraz priamkovej kongruenclgk,l) uréenej tymito krivkami je dvojrozmerna
varieta, kde Kleinovo zobrazenie zobrazi kazdu rpkia do bodu daného

dvojicou parametrout{, t;) 0 11x I, na Kleinovej kvadrike.
Pozri obrazok 1.

Kleinovo
zobrazenie
X 'XC(t101 l:2(3)

- Xb(t1p, tp)

- Xa(ta ta)

Oblag’ parametrovx |,
na Kleinovej kvadrike

Obr. 1: Kleinovo zobrazenie

4 Specialna priamkova kongruencia

Zoberme teraz namiesto kriviek, | z predchadzajucej kapitoly dve
nepretinajuce sa kruznide | leZiace v dvoch réznych rovinach. Specialna
priamkova kongruencia vytvorena bisekantmi tychtazkic je topologicky
ekvivalentna s priamkovou kongruenciou ktora tvormsekanty dvoch
nepretinajlcich sa uzavretych rovinnych kriviekedprokladajme, zZe ani jedna
z kruznic nema spotay bod s priesmicou rovin (ak existuje), v ktorych
kruznice lezia. Potom roviny mézeme &itbdo vzajomne rovnobeznej polohy
bez zmeny topologickej Struktary ich bisekant, tguieamkovej kongruencie
ktord urkuji. Bez ujmy na vSeobecnosti méZzeme teda predgaklaze
kruznicek a | su jednotkové a lezia v dvoch réznych rovnobeznymhinach
allp. Do trojrozmerného euklidovského priestoru zavewiekarteziansku
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sUradnicovu sustaw©; X, vy, 2 tak, Zze poiatok O leZi v rovinea a roviny su
dané rovnicamia: z =0 af z= 1. Jednotkové kruznicé al su potom dané
parametricky nasledovne:

ki x=cost;, y=sint;, z=0; tKO0, 2 =1

I: x=-cost,, y=sint,, z=1; t,[K0, 20 =1.
Kleinov obraz priamkovej kongruenci€(k,l) mnoZziny vSetkych bisekant
dvoch kruznic je parametricky Stvorét ktorého oproti leZiace strany majl
byt stotoZnené (zlepené), lebo bodygamé dvojicami parametroy;{ 0) a (;,
2m) resp. (01,) a (2 t,) pre vSetky, I | at,00 | sU totozné.
Dostaneme parametrickl plochu, ktorej CW-rozklad dga charakterizova
symbolom abdb® [2], a to je torus (obrézok 2). Vidime teda, Zeraab
priamkovej kongruencieC(k,l) v Kleinovom zobrazenix je dvojrozmerna
varieta homeomorfna s torusom.

(0, zm) a - (2n,2m)
A A
A A
b
b
a |-
(0,0) 12 (2n, 0)

Obr. 2: CW-rozklad variety homeomorfnej s torusom

5 Priamkové plochy na priamkovej kongruenciiC(k,l)

Krivky na toruse XC(k,I) su Kleinovym obrazom priamkovych pléch na
priamkovej kongruenciiC(k,I). R&zne priamkové plochy moézemeditir
definovanim réznych kriviek na toruse, qmn kazda krivka na toruse je
jgdnoznane dana vwvahom medzi parametrantj at, v parametrickom Stvorci
1.

Na obrazku 3 je ilustrovany Kleinov obraz jednodzjgbriamkovej plochy na
schéme torusa a zodpovedajuca priamkovéa plochekd&t, = konStanta (napr.
hrdlovd kruZznica) na toruse zodpovedd Ko¥@& plocha, ktorej tvoriace
priamky prechadzaju bodmi kruznicke pre vSetky parametig 0 | a jedinym
bodomV = (cosc, sinc, 1) kruZnicel pre paramete, = ¢, kdec je konStanta.
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(0, 2n) @2n)
A A
A A
t,=konst
to
t; -
(0,0) |2 (2m, 0)

Obr. 3: Kleinov obraz plochy a prislusna plocha

Ak t;=t, dostaneme valcov( plochu, #ik- t,|= 11, (t, t,) O 12 tak op&
kuze'ovu plochu (obrazok 4), ale teraz jej vrchol V lediode so suradnicami
(0, 0, %).
Pre vZaht;+t,= 2 dostaneme osovo sumernd priamkovl plochu, kde os
simernosti je priamka s rovnicay 0, z= %2 (obrazok 5).

(0, 2n) @2n)
A A
A A

| tl - t2| ="
(0,0) 12 (2n, 0)

Obr. 4: Kuzelova plocha

K ur¢eniulubovd’nej priamkovej plochy prechadzajlcej kruznicdnail stai
definova vztah ¢ medzi premennymt; at, (obrdzok 7 Vavo).
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(0, 2n) (@ 2m)
A A
A A
ft+t=2m
(0,0) 12 (2n, 0)

Obr. 5: Usetka na parametrickom $tvorci a zodpovedajtica plocha

V predchadzajucich pripadoch t@h medzi parametrami bol linearny. Na
obradzku 6a je pomocou programu Maple vykreslendaangtova plocha
prechadzajica kruznicankial, dana vFahom t,= t;>. Na obrazku 6b je
plocha dana linearnym tahomt,=t,+ 772, ale kruznica v sdradnicovej rovine
z=0 je nahradena uzavretou nepretinajucou sa krivkou.

Obr. 6a, 6b

Vztah medzi parametrami moézeme zad@znymi spdsobmi. Zaujimavé
plochy dostaneme napriklad ak vychadzame z r6znf#@zierovych kriviek
ako Kleinovho obrazu priamkovej plochy na paraioktrm Stvorcicéize na
toruse. Na obrazku 7 je krivka a zodpovedajlcank@ava plocha.
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Béziarova krivka

0.7

0.6

0.5

0.4+

0.37

0.2

0.1

o 02 04 0B 08 1
Obr. 7: Bézierova krivka a prisluSna plocha

6 Zaver

Metéda tvorby priamkovych ploch ako podmnozin plaxej
kongruencie dadva moznogienerova Sirokd Skalu rozinych priamkovych
ploéch. Priamkova kongruenciu mézemegitrdvomi krivkami, ktorymi ma
plocha prechadra Vztah medzi parametrami vyjadrujdcimi polohu bisekant
dvoch kriviek utime na schéme Kleinovho obrazu priamkovej kongrigenc
Definujeme krivku (Kleinov obraz priamkovej plochy$ pozadovanymi
vlastnosami a nakoniec v inverznom Kleinovom zobrazeni mjishe
prisludnu plochu. V tomtélanku sme newerpali vSetky moznosti definovania
kriviek na schéme Kleinovho obrazu priamkovej kamggrcie, ktoré davaju
dalSiu mnozinu priamkovych pléch odzriaglicich niektoré vlastnosti
prislusnych kriviek.
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Dvé metody uréeni stanoviska snimku
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Abstrakt. Prispivek obsahuje dvmetody uéeni prostorové informace z jednoho
rovinného snimku. Prvni metoda je zaloZena na asalastnosti homomorfismu
vektorovych prostdr. Metodou druhou jeffma linearni transformace.

Klicové slovaStredové promitani, homogenni $adnice, homomorfismus, DLT

1 Uvod

Trendem posledni doby jsou specialni aplikace pozdatogrammetrie, které
Ize najit viad® odliSnych obai (I€kastvi, design, strojirenstvi, dokumentace
pamatkové p&, apod.). Cela tato oblast se nazyva Close Range
Photogrammetry, [2,3]. Jeji principy a techniky kgzi z metod klasické
pozemni fotogrammetrie. Tyto metody fediuji znat pro vyhodnoceni
rovinnych snimk tzv. prvky vnitni orientace snimku. Jsou-li znamy tzv. prvky
vnéjSi orientace snimku - poloha stanoviska a orientasy zabru - dalsi
zpracovani dat se z&i® zjednoduSuje. V pozemni fotogrammetriiii p
odborném pifizovani snimik mizeme prvky vajSi orientace fesrE nastavit
nebo zn¥fit. Z divodu kontroly tohoto nastaveni nebdi pekonstrukci
neodbord patizenych snimk musi existovat metody, jak prvky &8i
orientace ufit vypoctem.

2 Formulace problému

Ukolem metod je ziskani prostorové informace z @dnrovinného snimku
objektu. Hledanou informaci jsou prostorové ismimice stanoviska, které se
uréi ze znalosti rovinnych a objektovych g$adnic Sesti baoi Jestlize je
rovinny snimek nap fotografie, stanovisko je igtd vstupni pupily objektivu
fotoaparatu, kterym byl snimek fipen. Je-li snimkem né&p vystup z
poitatové vizualizace, je stanovisko zadané poloha okanovatele.
Matematicka formulace zadanfeseni Glohy tedy zni:
V prostoru E je dana rovina £ a d¥ mnoziny M, M'0E,". Predpokladejme,
Ze je mnozina M” gedovym pimétem mnoziny M i sttedovém promitani o
sttedu O, @ E,".
Pro popis polohy bodu v prostorus EiZijeme rkolik standardizovanych
kartézskych saadnicovych soustav, znazénych na Obr.l. Soustava
snimkovych sotadnic Ss={M";x",y",z'} je uréena rovinou snimku £ jez je
jeho sotadnicovou rovinou Xxy’. Soustava modelovych isonic
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Ms={N;x,y,z}, X||X", y|ly" a soustava geodetickychusnic Gs={N;X,Y,Z}
maji spolény paiatek.

Ukolem dlohy je wit geodetické satmdnice[Xo,Yo,Zo] s bodu O, jestlize
zname snimkové a geodetické &minice Sesti bad tj. M={P;=[X;,Y.,Z]cs
i:1,...,6}, M,:{ Pi’:[Xi',yi’,O]ss |:1,,6}

Uvedeme dvaiizné teoretické ifistupy kieSeni tlohy a z nich vyplyvajici
i odliSné numerické postupytiprealizaci vypdtem. Jedna z teorii zavadi do

problému homogenni stadnice, projektivni rozﬁniES,EZ' prostoii E;, E

a homomorfismus jejichifslusnych aritmetickych zakladw,, Ws". Hledany
bod O je jednozran¢ uréen jadrem tohoto homomorfismu. Jingigtup kieSeni
problému ugeni O se nazyvérfma linearni transformace (DLT). Tato metoda
vyuzZivd linearni algebry Kk popisu zakladnich geoitiejch vztalh
vyplyvajicich ze zadani dlohy a numerické metodyedirni algebry k jejich
naslednému zpracovani.

o(xa, Yor Tohy,

Ao Yo, o),

N e =
> X
Obr. 1: Geodeticka, modelova a snimkova soustava@adnic

2.1 Vypoéet O uréenim jadra homomorfismu
Zobrazeni, kteréfpdstavuje gedové promitani oigdu O, Q1 E,', mnoziny
M na mnoZinu M, ozname @ , tj. @ (P)=P/, i=1,...,6.

Zobrazeniw je v E;, E, kolinearni, proto existuje homomorfismus
v jejich prislusnych aritmetickych zakladech, tiw:Wy; - W3', a plati
@ (pi)=api’, i=1,...,6, kdep;, p;” jsou aritmetiti zastupci botl P;, P, a a0 [0,
g% 0. Aritmeticky zastupceo hledaného bodu O je vektor, ktery s& p
homomorfismu@w zobrazi na nulovy vektor, tedy (0)= (0,0,0).
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Nech’ body P, ...,Ps tvoii geometrickou bazi prostorE3 a bodyP,",

..,P4 geometrickou bazi prostorlﬁz’. Nech’ vektory py,...,ps tvoii bazi
prostoru W, a vektory p.,...,ps bazi prostoru Wy". Potom plati
0=01P110,P2103P3+04P4 &
@ (0)=0, (P1)+0, & (P2)*+03 (P3)+04 (Pa)=
=01a4P1 +028pP, +0386P3 +0484Py - 1)
Homogenni sotadnice vektorup,” mohou byt zvoleny tak, Ze plati
P4 =p:i +p, +ps’. Dosazenim této zavislosti do (1) vychazi
@ (0)=(0181+ 042)P1 +(0280+ 0484) P2 +(038+ 0424)P3 ",
a tedy rovnice
0181+ 048,=0, O+ 0,2,=0, Qs+ 048,=0
uréuji sodradnice bodu O aZz na nenulovy nasobek jednorna/Sechnaiisla

: < _ 1 _1 1 1
ay, ... Sou nenulova, roto nApo,= —— , potomo=-—=p;+—p,+—
4, .. 24 | p p a, p a, P1 a, P2 a, P

ai p4. Pro sosadnice bodu O plaX, =0,/0;,Y, =03/0,,Z,=0,/0, .
4

2.1.1 Vypdet koeficienti &, ...,a

K vypottu vSech koeficierit aj,...,a sestavime soustavu homogennich
linearnich rovnic. Jednotlivé rovnice jsou odvozemyyjadeni rekolika
linearnich zavislosti — zavislosti vekiiops, ps na bazovych vektoregh,...,ps

a zavislosti vektar p,’, ps’ ha vektoreclp,’,...,ps" — a z vyuziti znalosti Sesti
danych bod @ (P)=P;, jejichz aritmetiti zastupci, jako bazové vektory a
jejich obrazy, wuji homomorfismus@ . Podrobgji je sestaveni rovnic
uvedeno v [1]. Ziskana soustava

100 1 -ps,' 0 a 0
010 1 - Pps,’ 0 as 0
001 1 - psg’ 0 ag | _ 0 @
0 0 0 pg—=Pe1 PeiP5 ~Pei' @4 | (O
0 0 0 pes~P62 PeoP5;’ ~Pe2’ | 85| | O
0 0 0 pg—Pes PesPss’ —Pes’\as/) \O
musi mitreSeni, které je aZz na nenulovy ndsobeéknw jednozniné.

2.2 Vypocet O metodou DLT

Je-li vdaném $edovém promitani setfetlemO=[Xq Yo ,f] ss= [Xo0,Yo.Zo] ms boOd
P =[x",y",0]ss pramétem boduP=[x,y,z]us, jak znazotiuje Obr.1, jsou body

O,P’,Pkolineéarni a pro vektor@,a’ tedy plati@ = k.O—P, kOO,k#0.
Dosazenim sdadnic bod O,P",P ziskame rovnogix' —xg',y' - yg',—f) =
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=k.(Xx—X0, Y~ Y0,Z-Zg) a z porovnani jednotlivych sloZek vychazi dvojice
rovnic
X% _X=% Y~¥%'_Y~Y 3)
f Zy—2 f Zy—-z2
jez wvyjaduji vztah mezi modelovymi séadnicemi bodu a snimkovymi
sodadnicemi jeho pmétu pri daném stedovém promitani.
Rotacemi kolemit os Ize transformovat modelové $adnice bodu P na

N1 N2 M3
geodetické. Je-li matice této transformde=| r,; r,, I3 |, potom plati
31 T3 M3
- - - =RrT(x - - -
(x Xy Y Yo 2 ZO)T R (X XO,Y YO’Z ZO)F, 4)
kde [Xo,Y0,Zq] ¢ jsou hledané geodetické $adnice bodu O. Dosazenim (4) do

(3) ziskdme fimy vztah mezi geodetickymi stadnicemi bodu a snimkovymi
soudradnicemi jeho $edového pimétu:

Xz (X = Xg) +150(Y =Yg) +13:(Z = Z() )
a(X = Xg) +15(Y = Yg) +135(Z = Z)

Ma(X = Xg) + 1 (Y =Yg) +132(Z2 = Z)

a(X = Xg) +15(Y =Yg) +133(Z2 = Z5)

Jestlize pravé strany rovnic (5), (6lepedeme na spaleé jmenovatele,
Citatele upravime a zavedeme substituce

h=—(r13Xg+r23Yg+rasZg) , c = rs/h, Cp = rys/h, C3 = r3/h,
= (r13x0‘—rllf)/h, ay = (r23x0'—r21f)/h, ag= (r33x0‘—r31f)/h,
ag =[(rn1f —risXg") Xg +(ranf —rasXg")Yg + (rar f —rasxg)Zgl/h,
by = (rsyg=t2f)/h, by =(r3yg—T2f)/h, by =(rsyg-rs.f)/h,

by =[(r2f —r13yg") Xg + (raa f —ra3yg) Yo +(rs2f —1a3yg)Zgl/h,
vztahy (5), (6) se zjednodusi na

y'=yp-f (6)

a1X+a2Y+a32+a4 axT+a4 b1X+b2Y+b32+b4 bXT+b

" 4
cxroviez il - 1. Vi exroveezar - 1.

1 2 3 cX +1 1 2 3 cX +1
Pro vypaet Xo, Yo,Zo pak vyuzZijeme soustavid nehomogennich linearnich
rovnic, které ziskdme vyjéenim vzajemné zavislosti koeficiénty,...,a,
koeficienti by,...,ky a koeficient c;,...,G:
alXO + azYO + aszo = —a4
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by Xg +boYg +b3Zg = by
Cﬂ.XO +02Y0 + 0320 =-1.
2.2.1 Vypaet koeficienti ay,...,c;
K vypoctu koeficienti ay, ..., sestavime soustavu linearnich rovnic dosazenim
do (7). Vyrazy (7) nejprve upravime na tvar
X=X +ayY +agZ +a, —  XX-CyYX-C3ZX (8)
y'=b X +byY +b3Z +by — ¢ Xy-c,yYy-c3Zy . 9)
Dosazenim zndmych siadnic[x",y",0] -« [X,Y,Z] Sesti bod do rovnic (8), (9)
ziskame dvanact nehomogennich rovnic o jedendotiamycha,, ...,G,
(Xll yll""vxellyel)T :A(ai,az,---,cz,c3)T , kde (10)
1

Xl Yl Z, 1 0 0 0 0 - xl' Xl - xl'Y1 - xl'Z1
DR TR i e B A B

A=l : : : : : : : : : :
X6 Y6 Z6 1 0 0 0 O —X6'X6 —X6'Y6 —x6‘Z6
0O 0 0 0 X, Y

6 26 1 Y5 %Xs Y66 “Y6%6

2.3 RealizacereSeni soustav, chyby a jejich vyrovnani

Obe metody uéeni O=[X,,Yy,Z] jsou prezentované jako teoretické modely,
piedpokladajici, Zze dané hodnoty — snimkové a gesldetsotiadnice Sesti
bodi — jsou bezchybné. Praktické Ulohy jeéfdkakdy vedou k podobné situaci.
Je Zejmé, ze i vychozi dané va&ly jsou ugeny s jistou pesnosti. Tyto
metické chyby pak v obou metodach feSeni soustav Apobi b’ neexistenci
feSeni (metoda DLT) nebo existenci poiiegeni trivialniho (metoda Keb ).
Abychom co nejoptimalji odstranili vliv zmirenych chyb a byli schopni
Ulohu ddeSit a dosahnoutfppom uspokojivé pesnosti vysledku, jetdéba
doplnit ok® metody vyrovnanim hodnot zavislych na zamych chybach.

2.3.1 Metoda DLT

Podle teoretickych edpokladi ma soustava (10) pr&vjedno feSeni. H
praktickém vypotu vS8ak maji matice soustavy a rdesia matice soustavy
rizné hodnosti. Abychom ziskali aproxima&y,....c3 neznamehoreseni

a,...,G, sphujici aproximani kriterium MNC, sestavime rovnice opray, vy
koeficienti  ay,...,G, V. =(§ X +85Y +83Z +d, —C XX-CrYX-C3ZX) ~ X,

Vy' = (b X +byY +bgZ +by —C Xy-C,rYY-C3Zy')—y', a vyrovnaneé feSeni
&,....C3 hledame metodou vyrovnani zptestkujicich ndreni. Plati

(@3, 5. 5) = (ATA) AT (X Y, X Ve )
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2.3.2 Metoda Ker@w

Z vlastnosti teoretického modelu vyplyva, Ze sotst?) musi mit netrivialni
feSeni, wené jednoznaé aZ na nenulovy nasobek. Matice soustavy tedy musi
mit hodnost pt. Vzhledem k tvaru prvnichritifaddki této matice je patrné, Ze
soustava (2) bude mit poZadovaesgeni, pra¥tehdy, kdyZ matice

Pe, ~Per PeiPsi ~Pe'| (1 AL
_ AN (T .T T
Pes ~Pg; Pe:Ps;’ ~Pey |=| A2 Bo V2 —(“ B~ v ) (11)

Pes ~Pes PesPss ~Pes’) \93 F3 3
bude mit hodnost dva.fiPpraktickém vypdtu ma vSak matice soustavy (2)
hodnost Sest, a to kv omezené fesnosti nfeni sodadnic danych bad
Vyrovnejme koeficienty matice (11), aby co nejlépghovaly poZadované
matematické vztahy fpzachovani jejich vyznamu pteSenou ulohu.

Z geometrického uspadani feSené situace vyplyva existence
projektivniho zobrazeni vybranéimky PsPs na gimku Ps'Pg". S ohledem na
vlastnosti této projektivity pak pro homogenni igalnice aritmetickych
zastup@ bodi Pg, Ps, Pg” musi platit, Ze prvni dva sloupce matice (11ujso
linearre nezavislé. Existuji tedy nenulové koeficienty, d, takove, Zze

dqa+dyB =7. Metodou MNC uréime optimalni odhadg}l, a2 koeficienti d;,

d,. Vyrovnané hodnotya = (@, @5, @3), B = (B). Bp.B3) pivodnich a,p
hledame metodou vyrovnani podminkovychéiemi. Zavedeme opravy

v=(V, o Vg)s 0 =0jtVoiq, B =B +vy, i=1..3, vazané

podminkami alﬁ+azﬁ—y = (000) . Uriimeva vyrovnané hodnotya, p
ziskame dosazenimdo zavedenych oprav.

3 ZAavér

Uvedené metody deni stanoviska O rovinného snimku maji odliSnéetcké
pozadi, odtud pak iznou pd@etni realizaci a z ni vyplyvajici tizné zfisoby
oprav a vyrovnani zpracovavanych hodnoti Ppracovavani omezeného
mnozstvi snimi (amatérské snimkyiidké kontroly) je pouZitelnost obou
metod srovnatelnd,ipzpracovavani &3Siho mnozstvi snintkmaze byt még
krokova metoda DLT vyhodigi. Jisté omezeni metody Karspaiva i v tom,
Ze Za&dnétyti ze zadanych Sesti bdahesmi leZet v jedné rowin
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Konvoluéné vyhladzovanie Strukturovanych
triangulacii
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Abstrakt. Strukturovanou triangulaciou rozumiemetsiktora vznikne posunom
uzlov pravidelnej mriezky a rozdelenim takto vznitej Stvoruholnikovej siete na
trojuholniky. V prispevku su analyzované stratdgl€éineho priemerovania uzlov
generovanej siete v kontexte uhlovych kritérii kyal

Klacové slova: Strukturovana sig transport mapping algoritmus, lokalna
deformacia siete, barycentrické vyhladzovanie

1 Uvod

Rozklad oblasti s definovanou geometriou na Stvoesp. trojuholniky je
dolezitym krokom pri numerickej simulacii fyzikalaly javov. Existuje viéa
pristupov, ako takéto rozklady realizéyanapr. [2], [7]. DOlezZitou triedou
rozkladov suStrukturovanétriangulacie, ktoré su vysledkom ,deformacie”
pravidelnej ortogonalnej mriezky a naslednym detenstvoruholnikovych
buniek na trojuholniky jednou z uhlopf@k. V 3D prpripade v druhom kroku
delime bunky na 5, resp. 6 Stvorstenov. Moznodéni je tentokrat podstatne
viac (72 r6znych deleni na 6 Stvorstenov, resgel@rda na 5 Stvorstenov, [5]).
Hlavné dévody pre pouzitie Strukturovanych siethaséledujlce.
» Efektivny spbsob uloZenia dat — matica susednadtivusiete je riedka
pasova matica s minimalnou moznou Sirkou pasu[61],
 Relativna jednoduchégouzitych algoritmov. Napr. da sa vytidparat pre
parametrické modelovanie ploch: pri zvolenom stypsliyndmun a triede
aproximeénych (interpolanych) kriviek definovanych matico®, prislusnu
parametrickd plochu vyjadrime tahom

P(t,s)=(Lt,t?,-t")BM, B (1s,s% 5" O<ts<1 ()
kde I, je matica(n + 1) X (n + 1) riadiacich uzlov.
Pre fixované hodnoty0 =t, <t; <---<t, =1 as, ktora prebieha cely
interval 0<s<1,resp.0<t<la O=s5,<s <-- <s, =1, tak

dostavame Strukturovanu gie (ml + l) X (m2 + 1) uzlami.

» Existuje dostattne Sirokd trieda geometrickych tvarov, ktoré sauldaj
Strukturovane triangularizovatak, Ze spiuju vlastnog Delaunayovskych
triangulacii [3].
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2 Dva jednoduché algoritmy

Vychadzajuc z [2] obmedzime sa na dva typy algaritmpre Strukturované
Stvoruholnikové siete. Pre generovanie vysledigjgulacie pouzijeme kratSie
uhloprietky. Snahou pritom je, aby vysledné siete neobsdhaniapripis ostré,
ani prilis tupé uhly.

2.1 Algoritmus typu ,Transport mapping”“ [2]

Pri obmedzeni sa na bilinearnu interpolaciu v (bstdvame jednoduchy
algoritmus, ilustrovany na obr. 1.

=, {1

a) b)
Obr. 1: Generovanie pofastiach bilinearnej siete s a) jednym zadavanym
uzlom, b) s troma zadavanymi uzlami.

1. Zadame uzly typu M (tj. zadame ich suradnice a indexy).

2. Urcime uzly typu 0. (Suradnice tychto uzlov sa bu o
zadavaju interaktivne, alebo sa vhodnym spésobom
dopo citavaju. Indexy su determinované uzlami typu m)

3. Vo vzniknutych oblastiach generujeme siete na zékla de
bilinearnej interpolacie.

4. Vyslednasie t je zjednotenim diel ¢ich sieti.

V [4] su analyzované rbzne stratégie déifmvania uzlov typuo. Zo
skusenosti s takto koncipovanym generatorom moZneda, Ze stratégie,
ktoré vedu k sigam s dobrymi geometrickymi vlastnasni (neobsahuju
trojuholniky s v&mi ostrymi alebo vEmi tupymi uhlami, susedné trojuholniky
sa prili$ neliSia svojim obsahom) spravidla vyZadzgdd viac uzlov typum,
ako vyplyva z priamych poZiadavkov na geometriu.

V pripade, Ze by sme uvazovali obecnejSiu intexpalél) ako bilinearnu,
vyZzadovalo by to dodefinova velké mnozstvo d’alSich uzlov, ¢o by
zneprefiadnilo cely proces generovania siete. Preto obnmelzea na
bilinearny pripad je opodstatnené.

Z polradu [2] mozno tento pristup chdpaj ako Specialny pripad pre
“multiblock method”.
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2.2 Lokalna deforméacia

1. Vygenerujeme pravidelnd ortogonalnu sie t (alebo
vychadzame z uzZ vygenerovane;j siete).
2. Zadame suradnice bodov B4,...,B, definujlcich
pozadovanu geometriu.
3. Kukazdém bodu B; nijdeme najblizsi uzol siete U.
4. Uzlu U priradime saradnice bodu B .

V pripade, Zze pozadovana geometria je zadana akglyhapr. explicitnym
vyjadrenim uzavretej krivkye, algoritmus modifikujeme:

1'. Identicky s 1.

2'.  N&jdeme najblizsi uzol Usiete k poZadovanej krivke K.
3. Uzol Usiete presunieme na krivku K.
4'. 'V 8-okoli uzla Uh radame dvojicu susednych uzlov siete
U,,U , takych, Ze Use ¢cka U U, pretina krivku K.
5'. BIizsi z uzlov U;,U, ozna cime U.

6'. Navrat na krok 3'.

Cyklus 3'—6‘ ukorime, ke sa dostaneme k uZ upravenggsti siete.
V pripade otvorenej krivkye v kroku 2’ najdeme prislusné uzly kézatku
a koncu krivky a cely cyklus ukéfme pri dosiahnuti koncového uzla.

Tato metddu mozno povazavaa najtrivialnejSiu mozna upravu siete tak, aby
vyhovovala dodatine predpisanej geometsii Napriek tomu metdda generuje
dostat@ne kvalitné siete. Napr. v [3] je dokazané, Ze pre

e geometriu danu linearne lomendarou s koncovymi bodami v uzloch siete,

« vychodziu si€ so Stvorcovymi elementami,

vysledna triangulacia (delenie kratSou uhlogka) je Delaunayovska.

3 Konvoluéné vyhladenie

V snahe zlep$i geometrické vlastnosti vyslednej triangulacie j@znmé sa
inSpirova’ pristupami vyhladzovania rastrového obrazu prostedzenou)
aritmetickou konvollUciou. Nasledujuce experimentymnstruja tri rézne
priemerovacie techniky:

1
1. P —/—— Q
(P
1 1
2. Xp — Yo — Y
O PN R R P O PR ¢
3 x 1 y 1
i ‘Jy(p)‘my(:;‘? ] |5X(P)|QD<5X(PQ
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Pritom J(P) je mnoZina vsetkych susednych uzlov mriezky k uBlu
5X(P) je mnoZina ,horizontalnych” susedov, tJiayy a pravy” susedny uzol,
5y (P) je mnozina ,verikalnych“ susedov, tj. ,horny a 0@l susedny uzol.

V prvom pripade preto priemerujem&andardne v druhom pripade x-
suradnicu priemerujeme z horizontalnych susedostingdnicu z vertikalnych
susedov kovariantné vyhladenie

V trefom pripade kontravariantné vyhladenie postupujeme ogae, tj. x-
stradnicu priemerujeme z vertikalnych a y-stradnizthorizontalnych
susednych uzlov.

Pre testovaci priklad je pouZitatsiglx11 uzlov s jednoduchou geometriou —
Stvorec polowinej va’kosti poot@eny o 22,5°.
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Obr. 2: Porovnanie generéatorov typu ,Transport Mapping“ (hore) a
.Lokalna deformécia“ (dole). Vpravo su distriblcie minimalneho
(horizontalna os) a maximalneho (vertikalna os) uhl trojuholnikov.
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: OpenGL prohlizet - 2Dlin15.1
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: OpenGL prohiizet - 2Diin25.1

hliZet - 2Dlin35.1
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Obr. 3: Porovnanie rb6znych spbsobov konvokného vyhladenia.
Zhora dole: prosté, kovariantné, kontravariantné. \pravo su distriblcie
minimalneho (horizontédlna o0s) a maximalneho (vertiklna os) uhlu

trojuholnikov.
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4 Zaver

Experimenty ukazuju, Ze metdda lokélnej deformacmorovnani s Transport
Mapping pristupom déva kvalitnejSie siete.

Nasledné konvokné vyhladenie v pripade Standardného vyhladenia
prindSa len nepatrné zlepSenie. Z druhej stranyarkantné vyhladenie je
signifikantne lepSie. Stoji za zmienku fakt, ze wkolnéné vyhladenie siete je
mozné aplikové na Strukturované, tak i na nestrukturované skteariantny
(a taktiez kontravariantny) spbésob je vSak v prégpadrukturovanych sieti
aplikovatény bez nutnosti dopujucich testov.

VySSieuvedené metddy su implementované v preprogeS$W GEM2x
resp. (GEM3x) pre 2D (resp. 3D) MKP analyzu mectigjch a
termomechanickych problémov.

Pod’akovanie

Prispevok vznikol za podpory projektu 1ET400300445Modelovani a
simulace narénych technickych problém efektivni numerické algoritmy a
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Abstrakt. V ¢lanku sa venujeme matematickému vyjadreniu zlatébrou a
geometrickym Utvarom, ktoré v sebe skryvaju propoelatého rezu.

KlUcové slovaproporcia, gnémon, zlaty rez, logaritmicka Spirdlaty obdgnik,
zlaty trojuholnik, zlaté Stvoruholniky, zlatytp#nolnik

1  Z&kladné pojmy

Proporcia je slovo latinského povodu a znamena vzajomniakzivoch alebo
viacerych rozmerov. Zlladiska geometrie je to teda metrickytala, metricky
jav a znamend koeficient (pomer) podobnosti.

Gnémon —jedna z foriem, ktora tvori zakonitb®armonického rastu,
je to geometricka figura, ktord sinou figlrou dmhiady vytvara podobnu
figdru. Gnomické zostrojovanie geometrickych figimuzivame vtedy, ki
chceme zachov¥godobnos celku so vSetkymi jehéag’ami.

Zlaty rez (golden section,golden proportion, golden ratio,dgl mean,
lat:- sectio aurea, sectio divina , divina propajt je najzndmejSi propémy
vztah. Geometrické tvary odvodené zo zlatého rezu sardpskej kultire
povazuju za esteticky Vmi pritazlivé. K zlatému rezu sa prikla ¢lovek
intuitivne a podvedome. Mnohé vytvarné diela obgatalaty rez i napriek
tomu, Ze autori o tomto zazreom pomere ®inevedeli.

Ciselnd hodnota zlatého rezuje iracionalne ¢islo s nekongnym
desatinnym rozvojom a oz&igeme ho gréckym pismenapn Z geometrického
hradiska zlaty rez znamena rozdelse&ku na dvesasti tak,ze pomer dzky
men3ejasti ku dzke vi&Sej sa rovna pomerdiky vissejcasti ku dzke celej
Usetky. Matematicky zapis tohto problému nas vedie kadkatickej rovnici.
Pri vypaite je vhodné zvalisi dzku celej Gséky, alebo jejéasti rovna jedne;.
Ak volime vSetky moZnosti, dostaneme tri r6zne dkatické rovnice:

e x?-3x+1=Qx; = ﬁ: 2,618..., %= 3_‘/520,381966...
2

2
e x?- x-1=0, %= V5+1 = 1,618..., % =-0,618033988...
2

e X%+ x-1=0, ¥ = V5 -1 =0,618..., % = -1,618033988...
2
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Tieto¢isla st vzajomne pospajan&’akmi a nemozno ich od seba odtieli
pretoze sl matematickym vyjadrenim toho istého ,j&tory nazyvame zlaty
rez. Pre jednoduchtgapisu ozname:

a=0,618... b=1,618... c=2,618... d,382...

Plati:

. a+d=0,618+0,382=1 a.b=c.d=1

. a.c=b b.d=a d= d b*=c

« a.b.c.d=1 aleboinak 5 g4 = _1 a c=_t
b.c b.c

Pod pojmom zlaty rez sa ®aptejSie chdpe pomer dvoch rozmerov vyjadreny

¢islom : ¢ = @ =1,618 ...
V praxi sa tdto hodnota niekedy nahradza pomeroothisusednyclisel
z Fibonacciho postupnosti
1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233,810, 987, ...
ktorej rekurentny vzorec a difer&@ré rovnica je :
Qpiz =aAnpt Anpu

2 2

Cim v&sie ¢isla z postupnosti  pouzijeme, tym dostaneme hadintizSiu
k skuta@nej hodnote zlatého pomeru. Je to preto, ze

a,, ~B+1
2

lim —/— = = 1,618033988

n- o a

n

2  Zlaté geometrické utvary

V geometrii existuje niekido Utvarov, ktoré nazyvame zlaté. Je to preto, ze
skryvaju v sebe sebapodobtiasebo zlaty pomer.

2.1 Zlatad Spirala

V biol6gii, v bionike, v tedrii architektry a umiensacasto vyskytuje pojem
zlata Spirdla V matematike ju nazyvamiegaritmicka Spirala.Je to krivka,
ktora pretina sprievotk svojich bodov pod konStantnym uhlom, preto sa tat
krivka tiez nazyvaekviangularnou(rovnakouhlo). Je sebapodobna, tj. kazda
jej ¢ag’ je podobna celej krivke. Rovnice logaritmickej réy v polarnych
sUradniciach su :

velkos sprievodéa:p = k.a®?

uhol sprievodia s polarmou osoup = 11 P

b In a k
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kde k, a, b su konStanty. Miesto konStanty sa ¢asto pouziva zaklad
prirodzeného logaritma = 2,71828.,.koeficientk ab ma nagastejSie hodnotu
rovnu 1. P4l O suUradnicového systému je asympdgtichodom logaritmickej
Spiraly, nazyvame ho aj stred, centrum alebo pib&Bp Sprievodie bodu su
Useky, ktoré spajaju stred O s bodom krivky, nazyvaitle aj polomery
Spiraly. Dotynice zvieraju so sprievothi v dotykovych bodoch konStantny
uhol A, pre ktory platicotgA = b. Polomer krivosti v bode logaritmickej Spiraly
je R = p.J1+ b? . Stred krivosti vbode je v priesgku normaly a
kolmice prechadzajicej bodom O na sprievaidiného bodu.

Konstrukcia logaritmickej Spiraly je odvodena z nasledujlcej
vlastnosti krivky: ak rastie aritmeticky Kieos’ uhla sprievodiov s polarou,
potom vé&kos’ sprievodéa rastie geometrickym radom.

Postup konstrukcie logaritmickej Spiraly :
- Uhol 2z rozdelime na n navzajom rovnakych uhlov
- Z rovnice vypditame vé&kosti dvoch susednych sprievody

2
po=k, pp=k.a "
- zostrojime dve kruznice s polomerpgi p; So stredom v péle O
- zostrojime spojnicu priegeikov kruznic s ramenami dvoch susednych
uhlov
- d’alSie polomery dostaneme pomocou rovnobeZziek siispa.

Obr. 1: KonStrukcia zlatej Spiraly a geometrické kompozicie

2.2 Zlaté obdizniky

Zlaty obdZznik patri medzi najznamejSie zlaté geometrickéatva casto sa
pouziva ako format knihy, obrazu, pisma. Roannohych autorov prac o
zlatom reze, je to najprijemnejsi a oku lahodieai bbdznika. Pomer véosti
jeho stran je rovny 1,618..... V jeho vnutri existipady, ktoré sa nazyvaju
optické stredy a vytvanici do tohto bodu umiegi hlavny motiv obrazu. LezZi
mimo geometrického stredu. Ak z neho oddelime gtvodostaneme opalaty
obdznik zmen3eny (0,618)krat. Tento proces mdZeme donekimae
opakova. Ak k men3ej strane zlatého dbuika pripojime Stvorec, dostaneme
obdZnik, ktorého pomer stran je 2, 618....= (1, 618%..po zlatého ofnika
sa da vpisazlata, teda logaritmicka Spirala, ktora zostrojisidostatdnou
presnogou pomocou Stykruznic. Jej asymptoticky stred lezi v prigsi&u
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uhlopriesok dvoch najvésich obdZnikov. Aj v Stvorci mdzeme néjszlaty
obdznik, ak strany Stvorca rozdelime v zlatom pomebedy pospajame.

Obr. 2: Zlaté obdiZniky vpisovane do seba, optické stredy, zlata Sila,
zlaty obdiZnik vo Stvorci

Propotné vazby medzi jednotlivymi ¢cagami a prvkami
architektonického diela sa’asto odvodzuju pomocou siete, vytvorenej
z uhloprigok a rovnobeZiek vo vndtri ofiithika, ktory je jeho obrysom. Ak
zvolime za obrys alebo pddorys budovy iibik so zlatymi proporciami, vo
vnatri mdéZeme vytvoti Struktiru obsahujlcu rézne typy dbaikov, ktorych
pomer stran je odvodeny zo zlatého pomeru a jehenmo Na obrazku 3 je
uvedenych niekitko ukazok takychto sieti. Vyskytuju sa tam Stvofggmdémon
pre zlaty obi#nik) a obdZniky, ktorych pomery strén su:

a=(0,618...))=1/1,618..,
b =(0,618..5=0,382... = 1/2,618...,
c=(0,618...F = 0,236....

/ 1 EE T 7 7
/ / > e /
/ / < 7 s A0
/

Obr. 3: Zlaté obdiZnikové Struktary

2.3 Zlaté trojuholniky

Zlaty trojuholnik je rovnoramenny trojuholnik, vokbm pomer stran je rovny
zlatému rezu. Existuju dva typy zlatych trojuhotmik
. 1. typ- pomer dzky ramien ku vBkosti zakladne je 1,618 ..... uhly pri
zakladni maju vEkos® 72° a uhol pri hlavnom vrchole n&6°.
. 2. typ- pomer zakladne ku Vkosti ramien je 1,618 ...... uhly pri
zakladni st rovné&6 ° a uhol pri hlavhom vrchole ma Rieos’ 108 °. Tento
trojuholniksa niekedy nazyva ajaty gnémon

Os uhla pri zakladni rozdeli zlaty trojuholnfk typu na dva zlaté
trojuholniky oboch typov. Ak budeme v tomto proces&raiova’, dostaneme
vzdy zlaté trojuholniky, ktoré su podobné s predaaflicimi a zmensené
pomerom podobnosti 0,618... Na obrazku suU uveded®nher moznosti
vpisovania stéle mensich trojuholnikov. Vznika maayva fraktalova Struktira.
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Zlatd, teda logaritmick( Spirdlumdzeme zostrgjii pomocou zlatych
trojuholnikov, vpisovanych do seba. Vrcholy tychtojuholnikov lezia na
Spirale, ktord ma stred v priésdéku taznic prvych dvoch naj¢dich zlatych
trojuholnikov 1. typu Stredy oskula’nych kruznic( kruznice nahradzajice
s dostaténou presnogou obluk Spiraly) lezia vo vrcholoch pri zakladrtia

trojuholnikov a zostrojujeme v nich osi uhlov.

2.4 Zlaté Stvoruholniky

Zlaté Stvoruholniky vznikaju skladanim zlatych tfopinikov. Ak spojime dva
zlaté trojuholniky rovnakého typu, dostaneme zlaw@vnobezniky -
kosodzniky. Ak spojime 3 rovnaké trojuholniky, dostarenzlaté
lichobeZniky. Na obrazku su zobrazené oba typyyahat kosodZnikov i

lichobeznikov. Ich vnatornda Struktira sa da vypldatymi trojuholnikmi.

Obr. 6: Zlaté kosodZniky a lichobeZniky

2.5 Zlaty patuholnik

Pravidelny péuholnik ma pomer uhlopri&y ku strane rovny zlatému rezu. Da
sa posklada i zostrojtt zo zlatych trojuholnikov. Medzi vonkajSim a
vnutornym p#uholnikom, ktory je ohratieny uholopriékami, je koeficient
podobnosti rovny (1,618.%)= 2,618..Je to&islo, ktoré pozname z vypum
zlatého rezu. Na obrazku su zobrazené &oéd nekonéné pokrytia ( bez
medzier i prekryvania) oboma typmi zlatych trojufikbv. Aj do p&uholnika
sa d& vpigaspirala. Uvadzame i mozZnosti tvorby geometritkigompozicii.
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Obr. 7: Zlaty patuholnik a jeho pokrytia

3 Zaver

Vesmir a priroda sa riadia zakonmi, ktoré nikdyudsime vedi&jednoznéne
a Uplne popiga Kazdy novy objav posunie naSe poznanie blizgieakde, ale
vzdy bude existouanieto, ¢o nedokazeme popisalovami a matematicky
vyjadrit. Svet mimo nas i v nas ma zog#sel, od ktorych st odvodené jeho
proporcie, zakony vyvoja, rastu, pohybu a zmienziéypoznaji mnoho
konsStant, matematici pouZzivaju v svojich vyfmch tri zaujimavésisla:

r =3,141592654..., e =1,718281828..9,= 1,618033988...

Nevieme poveda kolko &isel ovplywiuje a riadi naSe myslenie, naSe
osudy, nas zivot a nevieme, aké&'alry medzi sebou ukryvaju. Zlaty rez je
tajomnécislo, ktorého vlastnosti a vyznam iba objavujeme.
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Linearni operatory dané symetrickou matici.
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Abstrakt. V pfispivku uvadime wkteré vlastnosti linearni transformace resp.
operatoru v souvislosti s vlastnigisly a vlastnimi vektory operéatoru. Ukazujeme
vyznam vlastnich¢isel a vlastnich vektér pti vypoctu vazaného extrému
kvadratické formy dvou pro&gnnych vzhledem ke kruznici.

Klicovéa slova:Linearni operator, vlastriisla, vlastni vektory, kvadraticka forma,
vazany extrém.

1 Geometricka interpretace operatoru.

V euklidovské rovie E, resp. vektorovém prostorlR, méme linearni
transformaci resp. linearni operator, ktery je sigmetrickou matici

a,b 00
A= , A% . (1)
cd 00
Transformace resp. operator, ve kterém obrazem bexpu vektoru(x, y)
je bod resp. vektor(X‘ , y'), ma v pravouhlé soustavsodadnic[o, X, y]
analytické vyjadeni
X =ax+hy,

(2)
y' =bx+cy.

Jestlize matice operatoru je symetricka, pak furldde, y) tvaru
U (x,y) = ax’ + 2bxy+ cy? ®3)

ma tu vlastnost, ze

I I 1
(. y) =5 gradu(x.y). 4
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Z (4) plyne geometricka interpretace transformazspr operatoru: Pokud
kiivkak je vrstevnice grafu funkdd v roviné Xy, pak obrazem grvodniho

vektoru (X,Y) bodu [X,y] UKk je smérovy vektor normaly kivky K v bodt
[x Y]

2 Vlastni ¢isla a vlastni vektory operatoru

Vlastni vektor operatoru je takovy nenulovy vektgghoz obraz je jeho
nenulovym nasobkem. Proto g$adnice vlastnich vektor jsou feSenim
soustavy rovnic

ax+hby= Ax (a=-A)x+by=0

N 5
bx+cy= Ay bx+(c-A)y=0 ©)
Aby soustava rovnic (5) #a netrivialniteSeni, musi byt
a-A, b
=0. (6)
b, c¢-A1

Koreny A, , A, této kvadratické rovnice se nazyvaji vlastisla operéatoru.
Diskriminant D je roven vyrazu(a—c)® +4b®, proto ma rovnice pouze
realné keeny. V gipad, e D # 0, ma rovnice dvaizné realné kieny A . ,
A, a sotadnice pislusnych vlastnich vektbmusi spiovat rovnice
(a-A)x+by=0 a bx+(c—-A,)y=0.

Vlastni vektory jsou proto vektory

a(b- (a-4)) a )
B((c-A,),7b), (8)

kde a, [ jsou nenulové konstanty R . ProtozeAd ;a A ,
jsouieSenim rovnice (6), tak skalarni swuvektori (7) a (8) je roven 0, a tyto
vektory jsou proto ortogonalni.
V ptipact, 22 D =0 (. kdyzb=0Ca=c), je A, =a akazdy vektor je
vlastnim vektorem.

Geometricka interpretace vlastnich veltge dolfe znama. V linearni

transformaci je obrazemiimky primka, a pokud semovy vektor gimky je
vlastni vektor, tak jejim obrazem jéimka s ni rovno&zna.

3 Graf funkce U a vlastni vektory

Z (4) plyne, Ze linearni transformace resp. oper&tanozné zadat také funkci
U z (3), tj. kvadratickou formou dvou prémnych. Proto je grafem funkce
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U kvadraticka plocha. O typu kvadratické plochy rohiie hodnota
determinantu maticé, viz (1). Mohou nastatitmoZnosti.

a) PokuddetA >0, pak kvadraticka formdJ je pozitivrs definitni (pro
a>0) nebo negativir definitni (pro a<0) a grafem funkce jeJ je
elipticky paraboloid, obr. 1. Jeho speciélnfippd — rotani paraboloid
(b=0LCa=c) - nebudeme uvaZovat. Na obr. 2 §&aiik vrstevnic — elipsy

ki, Ks, K.

Obr. 2

b) Pokud detA<0, pak kvadraticka forma je indefinitni a grafem je
hyperbolicky paraboloid, obr.3. Na obr. 4 jsou zdsny vrstevnice —

hyperboly k;, K, , K;.

¢ N \\ A ,
N :

WL
Sy
el

Obr. 3 Obr. 4
Ozna&me P, a P,ptimky, na kterych leZi vifpad a) vrcholy elips
k., K,,K;,... a vFipads b) hlavni vrcholy hyperbok,,K,,K;,..., obr.2 a 4.

Dale ozname P, a P, paraboly, které jsotiezy grafu funkceU rovinami,
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které jsou kolmé krovih Xy a prochazeji ffmkami p, a P,. Pro oba
piipady plati nasleduijici tvrzeni:

* Snmerovée vektory pimek P, a P, jsou gislusné vlastni vektory
operatoru.

* Paraboly B a P, jsou na grafu funkdd kiivky nejwtsiho spadu.

* V bodech parabolP, a P, (vyjma paatku O) je derivace ve siénu
ptislusného viastniho vektoru extremalni.

c) Jestlize detA=0, Ize funkci U zapsat ve tvaru
2

U (x,Y) = +(ax+by)?, matici A ve tvaru (a ab} Grafem funkcelU
ab, b
je parabolickd vélcova plocha, jejiz povrchovéimky jsou rovnobzné
s piimkou danou rovnicemaX+by=0LC z=0 (obr.5). Risluiny operator
ma podle (4) analytické vyjéeni
X =za(ax+by), y =zxb(ax+Dby), atedy
(X,y) = £(ax+by)(a,b) . 9)
Transformace resp. operator je singularni. Z (9n@l Ze jadro operatoru
KerA tvori mnozina vektar

a(b,—a),a0R (20)
a mnozinulm A tvaif vektory
B(a,b), BUR. (11)

Vlastni ¢isla operatoru jsowl, =0 a A, =a*+b’. Viastnimugisiu A,
prislusi viastni vektory (10) ZKerA a vlastnimugislu A, prislusi viastni
vektory (11) z Im A. Na obr. 6 je #kolik vrstevnic funkceU , sneérové
vektory gimek [, a P, odpovidaji opt vlastnim vektokm.

¥y

ey

Obr. 3 Obr. 4
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4 Vazany extrém funkceU v souvislosti s vlastnim&isly a
vektory

Budeme hledat vazany extrém funkbévzhledem k jednotkové kruznici o
rovnici  X° + y2 =1. Pouzijjeme metodu Lagrangeova multiplikatoru.
Pracujeme s funkci

F(x,y,A) =ax’ + 2bxy+cy? —A(x* +y* -1).

Jeji parcialni derivace podle prémmych X.y,A poloZzime rovny 0 a
dostaneme tak soustavilovnic:

ax+by—-Ax=0,
bx+cy—-Ay =0, (13)
x*+y?-1=0.

Prvni d¥ rovnice z (13) mfizeme napsat pomoci vekidakto:
(ax+ by,bx+cy) = A(x,y). (14)
ProtoZe to jsou rovnice (5), jejickeSenim jsou sdadnice vlastnich
vektorli. Znormujeme-li vlastni vektory, splji jejich sodtadnice teti rovnici,
proto jsou normované vlastni vektoryipodni vektory stacionarnich biod
vazaného extrému. Jéegmé, Ze stacionarni body jsétyti, z nichz vzdy dva
jsou soundrné podle psatku O.
Vynasobime-li rovnici (14) skal&rvektorem(X, Y) , dostaneme rovnici
U(xy)=A(X +y?). (15)
Z této rovnice plyne, Ze hodnota extrému v jedngjidvbodi soungrnych
podle paatku je viastntislo A, a v druhé dvojicid, .
V piipadt vazaného extrému funkck) vzhledem ke kruznici o rovnici
X2 + y2 =r? jsou pivodni vektory stacionarnich bbapst vlastni vektory,

které ale maji velikost pologru ' kruznice a hodnoty extrédnjsoucisla rz/]l

ar?j,.

Uvedeme konkrétni  ffklad -  véazané  extrémy  funkce
U (X, y) = 5x* + 4xy + 2y? vzhledem ke kruznick® + y* =1:

Z podminky, Ze parciélni derivace funkce

F(x,y,A) =5x* +4xy+2y* = A(x*+y?*=1) jsou rovny nule,
dostaneme nenulowéSeni soustavy

G-A)x+2y=0
2x+(2-A)y=0



122 Anna Kovéafova, Kamil Male¢ek, Jaroslav Rimal

pro A, =6 al, =1.

1
Pro A =6 je vlastni vektor 0'(1,5) a stacionarni body

AZ[%,%],BZ[—%,—%], pro A, =1 je \vlastni vektor
onimi botyC =L 21 po L 2
L(@L-2)a stacionarni bodyC =[ \/E’\/g]’D [\/E’ \/E] Tyto

vlastni vektory pedstavuiji srové vektory pimek P, a P, ( os sourdrnosti
vrstevnic funkceU - viz obr.). Hodnota funkcdJ v bodech A/B je 6

(. A), vbodechC,D je hodnota funkc&) rovna 1 (,).

5 Zavér

Ukéazali jsme vyznam vlastnichiisel a vlastnich vektér v souvislosti
s extrémy funkcel . Uréeni stacionarnich bdda hodnot vazaného extrému
funkce U vzhledem ke kruznici iZe byt jenom algebraicka zalezitost, neni
tedy teba pouzit diferencidlni pet. Elipsy a hyperboly o rovnicich
ax? + 2bxy+ cy? =1lize chapat jako vrstevnice funkdd , proto f¥slusné

vlastni vektory pedstavuji srrové vektory jejich os. Naftfkladech tohoto
typu by se dalo ip vyuce poukédzat na provazanost jednotlivych partii
matematiky.

Vysledky obsazené vtomt@&lanku byly dosaZzeny s finani podporou
grantového projektt. 103/06/0815 Grantové agentutgské republiky.
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Exact Offsets of Quadratic Bézier Triangles
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Abstract. The offset surfaces to non-developable quadratic triangular
Bézier patches are rational surfaces. We give a direct proof of this result
and formulate an algorithm for computing rational parameterizations
of the offset surfaces. This algorithm can be used to generate exact
offsets of general free-form surfaces approximated by quadratic Bézier
triangles.

Keywords: Quadratic Bézier triangles; convolution surfaces; offsets

1 Introduction

One of the fundamental operations in CAD is offsetting. For general free-
form NURBS surfaces, an exact rational parametric description of the
offsets as NURBS is not available, and therefore suitable approximate
techniques have to be used (for surfaces, or for their offsets). Since the
offset surfaces of polynomial triangular Bézier surface patches of degree 2
are rational (see [3]), we can use these patches for approximation of the
given surface and computing its exact offset.

This paper contains results of the joint work with Bert Jiittler and Jif{
Kosinka from JKU Linz. We show that rational parameterizations of the
offset surfaces of quadratic patches can be computed simply by solving a
2 x 2 system of linear equations. Next, we use this result to formulate an
algorithm for offset computation.

2 Quadratic Bézier triangles
A quadratic patch is defined by a Bernstein—Bézier representation

9
k
a(u,v,w) = Z Pijk 7 .lk'UZ’UJw ) (1)
i k=0 S
it k=2

where u,v,w > 0, v + v+ w = 1. The parameters u, v vary within
a certain domain triangle A C R2. The coefficients piji are called the
control points. Sometimes it is more convenient to use the power basis
representation

2 2
a(u,v) = agou” + aj1uv + agav” + ajou + ag1v + ago, (2)

and we assume that not all coefficients of the quadratic polynomials van-
ish, i.e., (az0,a11,a02) # 03x3.
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Quadratic patches are capable of producing C'! smooth spline surfaces
representing general free-form objects. For instance, Powell-Sabin (PS)
macro elements (see [4]), consisting of 6 quadratic patches each, are de-
termined by first order Hermite data at the vertices of a triangle, and the
collection of PS elements forms a C" spline surface.

3 GRC property of quadratic Bézier patches

Let A and B be smooth surfaces in R3. The convolution surface C = AxB
is defined as

C={a+blac A be Band afa) || 5(b)}, (3)

where «(a) and G(b) are the tangent planes of A and B at points a € A
and b € B. The points a, b are called corresponding points. To find cor-
responding points at A and B, we have to construct a reparameterization
¢: Dp— Dy

(u,v) = ((pl(S,t),(pQ(S,t)) ’ (4)

which is defined for a certain domain l~)B C Dp, with the property that
the tangent planes a(a) and 3(b) at a(u(s,t),v(s,t)) € A and b(s,t) € B
are parallel. Then, the parametric representation of C = A x B is

c(s,t) =a(pi(s,t),pa(s,t)) + b(s,t), (s,t) € Dg. (5)

Theorem 1. (GRC property) The convolution surfaces of non-develop-
able quadratic polynomial surfaces with arbitrary rational surfaces are
again rational.

Proof. See [3] for more details. O

Corollary 2. The offset surfaces of mon-developable quadratic patches
are always rational.

Analyzing the system of linear equations (4), we obtain a general for-
mula for computing convolution surfaces of quadratic patches.

Theorem 3. Consider a non-developable quadratically parameterized sur-
face A described by (2). Let

D = (di;), D"=(d};), D"=(d}}), where (6)
4o — 20200 @ | g | @11 @10 o _ |G10i 24200 (7)
Yo lany o 2a095]7 7Y 20025 aoni|” Y faoy;  ang

1,7 =1,2,3. Consider the normal vector

np =ngp(s,t) = (Bi(s,t), Ba(s,t), Bs(s, 1)) " (8)
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at the point b(s,t) of the surface B. The tangent planes of the surfaces
A and B at the points a(u(s,t),v(s,t)) and b(s,t), where

TDu TDU
u(sat):nBTinBa vs7t):nBT7nB7 (9)
n;Dng n;Dnpg
are parallel.
Proof. See [1] for more details. O

The formula (9) can be used for all quadratically parameterized sur-
faces, except for developable ones, and for all non-parabolic points at
non-developable quadratic patches.

4 Algorithm for computing exact offsets

The offset construction is based on the computation of convolution surface
C = A% B, where A is a non-developable quadratic patch (2) and B is
a suitable patch on a sphere with the radius d centered at the origin.
Further, we assume that the domain triangle A is the standard triangle
obtained for u € [0,1] and v € [0,1 — u]. The Algorithm 1 is divided into
three main parts:

1. Subdividing the domain (lines 1-9). We subdivide the given
quadratic patch A with the parameterization a along its parabolic
curves, which cause singularities in the Gauss image.

2. Covering the Gauss image (lines 11-22). We generate a cover-
ing patch B with rational parameterization b of the corresponding
Gauss image on the unit sphere S2. Depending on the mutual posi-
tion of parabolic curves on a and the subpatches, the Gauss image of
each subpatch is chosen as a spherical triangle or a spherical biangle,
which is then represented as a rational Bézier patch.

3. Parameterizing the offset and trimming (lines 23-33). Using the
reparameterization formula (9) we compute the rational offsets at
the distance d. The offset surface of a is then given as a collection of
offsets to all subpatches of a; along with exact domain descriptions.

Due to the space limitation, we present only the overview of all steps

in Alg. 1. Reader who is interested can find more details in [1].

5 Example
We will demostrate Alg. 1 on the example. Consider the patch

a(u, v)=(33u? —u(Tv+3) = 5(2v* +v —3)) , £ (3u? + 2u(v — 4) +5),

L (—24u? + u(27 — Tv) + 110% —8v — 3))
over A, see Fig. 1 (left). We find the preimages of parabolic points

64u® + (166v + 9)u? + 2 (5602 — 82v — 473) u+

+20v3 — 186v2 — 15620 — 1081 = 0. (10)
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Algorithm 1 Algorithm for computing exact offsets

Input: Quadratic patch A with parameterization a over A, offsetting

distance d.

Output: Exact offset of A given by the set of parameterizations c; and

NN N N NN DN DN DN = = = e e e e e

29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:

corresponding exact domains Dg,

: P « preimages of parabolic points on A
if PNint(A) # 0 then
Subdivide A into subpatches A; along parabolic curves
{a;} < parameterizations of triangular subpatches A; over A
n «— number of subpatches
else
a; < a
n—1
end if
:foralli=1,...,ndo
P; «+ preimages of parabolic points of A;
if P; N A is not a line segment then {I'(a;) is a triangle}
z — suitable pole for the stereographic projection o,
Q — o0,(T'(a;))
Q — circumscribed triangle of Q
else {I'(a;) is a biangle}
z « singular point of T'(a;)
O — o,(T(a;))
Q « circumscribed angle of
end if R
Bi «0,1(Q)
b; < rational Bézier description of B;
{ub,,vb,} — subs(Eq. (9),np, = Numerator(b;))
C; — ai(ub“ Ubi) +d-b;
n; < B X Gy
m < number of edges of I'(a;)
for all j=1,...,m do
{C;} « parameterizations of normal cones of a; along
boundary curves
{f;} < implicit equations of the normal cones
Choose correct sign of f;
{95} « subs(f;, (z,y,2) = bi(s,1))
end for
D¢, — {(s,t) e A: gi(s,t) >0,5=1,...,m}
end for

return {(c;, Dc,)}
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Figure 1: Left: Bézier patch a(u,v). Right: Preimage of parabolic
points (blue) and singular points (red) over A (gray).

Figure 2: Left: Gauss image (blue) with covering patch (with
orange boundaries). Right: Stereographic image Q = o,(I'(a)) of
the Gauss image (gray) and circumscribed triangle (orange).

The polynomial (10) factors into 3 terms corresponding to 3 real lines (see
Fig. 1 (right)) which do not intersect A. Thus, no subdivision is needed.

The Gauss image of a(u, v) is shown in Fig. 2 (left). We use the stere-
ographic projection o, with the pole z = (0,0,1)" and obtain the curved
triangle shown in Fig. 2 (right). After generating a circumscribed triangle
and parameterizing it as a linear Bézier triangle, we apply the inverse
stereographic projection. This gives the rational rational parameteriza-
tion b of quadratic patch B covering I'(a).

Next, we can apply the convolution step — the obtained offset surface
(see Figure 3) is a rational triangular Bézier surface of degree 10. Since
the patch b, covering the Gauss image I'(a), is “bigger” than I'(a), it
contains points with normal vectors which do not correspond to normals
of the patch given a over AA. Hence, the offset surface ¢ over A is also
bigger than the exact offset surface, and we need to restrict the parameter
domain to an appropriate subset D, — see Fig. 3 (right). This domain
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Figure 3: Left: Patch a(u,v) (yellow) with convolution surface
(red) and exact offset surfaces (pink). Right: Domain D, (grey).

corresponds to the parameteric domain of the exact offset surface, which
is shown as the pink surface patch in Fig. 3 (left).

6 Conclusion

It was shown that the convolution surfaces of non-developable quadratic
Bézier triangles always admit rational parameterizations. We have used
this result to formulate the algorithm for computation of exact rational off-
set surfaces of non-developable quadratic patches. The presented method
was demonstrated on one particular example.
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Abstrakt. Clanek analyzuje Sest originalni¢dSeni Glohy A-11-3 56. niku MO
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1 Uvod

Ve druhém kole 56. tmiku matematické olympiady byla v kategorii A zadan
Uloha:

Neclr M je libovolny vnitni bod grepony AB pravouhlého trojuhelniku ABC.
Ozna'me S, §, S stredy kruznic opsanych pad¢ trojuhelnikim ABC, AMC,
BMC.

a) DokaZzte, Ze body M, G, S a S leZi na téZe kruZnici.
b) Pro kterou polohu bodu M méa tato kruZnice nejgh@olonar?

Nekolik Gcastniki soutze ji v Jih@deském krajifeSilo zajimavymi a dosti
odliSnymi zmisoby, s kterymi nyniten&e seznamime.

2 Strategie zaloZené na objevu Thaletovy kruznice
VétSinareSiteli, mezi &z patili i ti méné asgEsni, vychézelafﬂ)feéevni Glohy
z postehu, ktery vystizé vyjadil Libor Peltanz GymnéaziaCeska vCeskych
Budgjovicich:
.Prouceni §, S je vhodné vzit osy straiM, AC aBC (obr. 1). Jak vidime,
Uhel S SS je pravy, takze sth dokazat, Zze UhlySCS a S MS jsou také
pravé (Thaletova kruZnice). Dokonceds$tdiikaz provést jen pro jeden z nich,
protoZze ten druhy je s nim so&imy podle pimky S S, coz je totiz osa
Useky CM.“

Nasledujiciii postupy maji tuto Uvodniast spol&nou. LiSi se jen vydrem
bodu X, kde X O{C M}, a metodou tkazu X Ok, kde k je zmirna

Thaletova kruznice nad imérem S S.

1V citaci i obrazku jsme provedli pebné drobné jazykové Gpravy a
pozrEnili oznaseni vrchot.
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2.1 Liborovo reSeni analytickou geometrii

Libor Peltan zvolil pro @lkaz, Ze bodC leZi na kruznick, metodu sotadnic.
JehoteSeni uvadime upravenéiv®dni Uvahy o zavislosti vektbrjsme pro
striknost nahradili vyuzitim skalarniho sioiu.

PeltanovoreSeni.Pri volbé kartézské soustavy s@anic podle obr. 1 fiZzeme
bod M vyjadit symbolickou rovnici M = A+t(B- A), kde tO(0,1) je

parametr. Odtudippisem do sdadnic dostanemé/ =[2m(1-t), 2nt]. Stred

use&ky CM je N :¥:(m(1— t),nt). Souadnici x bodu S, =[x 1

ur¢ime z podminky kolmosti nenulovych vekios, — N a N-C (jejich ska-

y B
B=1[0, 21]
(L S
¢ /S,
\S2 S o\ M
M
n—¢
N
A=[2m, 0] L A
C=[0, 0] X 0|9
S, S,
Obr. 1 Obr. 2

larni sodin poloZime roven nule)(x—m(1- 1)) m1- 9+ rf (1~ §= 0. Analo-
gicky pro sowadniciy bodu § =[m ¥: (m-md- 9) {1~ 9+ (y- n) nE 0.

Z obou rovnic zjistime Sl:{m@J, n%, §{ - )_imt, }

Skalarni sotin vektori §-C a S, - C je m*(1-t)- ’t+ nf(t-1)+ f t= 0.
Uhel S CS je tedy pravy a bod¢ i M tedy lezi na Thalet@vkruznici opsané
trojuhelniku § SS Tim je Ukol a) vyesen.

Ukol b) vyresil Libor str#ng: ,Polomsr r kruznice bude nejmensi, kdyd
bude pata vysky z vrcholQ, protoze pakS = L a S, = K Odtudr =c/4.“

Ztratil bod za neuplné Adodreni, které mohlo znit ndfklad takto: Piimér
uvazovaneé kruznice je vzdgtdi nebo roven délice jefitivy CM, ktera je ¥tSi
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nebo rovna vySces, = ¢/2 trojuhelnikaABC. Je-liM patou této vysky, plati
S =L S = Kapamer kruznice (Stedni fficka S 'S) je minimalni(c/2).
Jind moznost:4r? =[S, §|° = ®+ m+ A+ §2+ m+ fA=| Ki=( 2)2

2.2 ldea piemisgéni ahlu

Jifi Blazek z gymnéazia J. V. Jirsika Greskych Budjovicich zpa@éatku
postupoval podohinjako Libor. Dikaz C Ok v3ak nahradil tkazem rovnosti
|0S CA=|0 S CE (obr. 2- poznamenejme, zetDipatrré poklada za iejmé,
Ze oba uhly maji vzdy souhlasnou orientaci nebou jsiba nulové.):
Predpokladejme nejprve, 281BMC| <|0AMd, a polozmeg =|0BMC|. Pak
v kruznici opsané trojuhelnikdMB ma gFislusny stedovy UhelCS, B velikost
2¢ a z rovnoramenného trojuhelniiBCS plyne |0S,CHB=77/2-¢.
V kruznici opsané trojuhelnikuAMC piislusi tupému obvodovému Ghlu

CMA velikosti 77—¢ stedovy Ghel CS A velikosti 277—-2¢. Vnitini Ghel

rovhoramenného trojahelnik@S A je dophikem vypuklého UhluCS A M&

velikost 2¢, atak|D§C4\:g—¢. Odtud [0S CA=|0 § CB coZ jsme clii
dokazat.
Je-li [OBMC| >|0OAMJ, postupujeme analogicky. Snadno nahlédneme, Ze

vztah plati i pro situadi0BMC| =|0 AMC. B

JirkovoteSeni Ukolu b): Rmeér S S kruznice g
nenmize byt mensi nez konstantni vzdaleno
|ICY=¢2 jejich bodi C, S (. polomr
kruznice opsane trojuhelniktiBC) . St&i proto ¢
najit bodM tak, aby|S S|=| C$ (obr. 3, tiséka
S S je zde stedni gickou trojuhelnikaABC). Obr. 3

M

S, A

2.3 Redeni na zaklad symetrie a gitani Gsatek

Jan Matjka z Gymnazia Jirovcova @eskych Budjovicich vyst&il pouze s
poznatky ze zakladni Skoly (osova s@unost a Thaletova&ta). Podob# jako
piedchozi studentiipved| prvni z obou Ukélna dikaz, Ze jeden z bédC, M
leZi na kruZnick, opsané pravouhlému trojahelnil&SS. Rozhodl se pro bod

M a postupoval takto: Ozame B, B, paty kolmic z bod S, S na Uséku AB,
c=|AB a x=|AR|=|RM. Pak z obr.4 plyne|MR,|=|R,B=¢2-x a
|SR|=|SB~| PB= £2-( /2~ )| ,PM Odtud vidime, ZeRP, aMS maji
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spolg&ny sted, jenz ozndme P. PQ je stedni picka lichok¥znika (resp.
obdélnika) SRP, S, je tedy rovnobzna s pimkami o,0,. LeZi na oseg
useky RP,, kterajeiosou Usky SM Z fakti QO q a SO k pak dostaneme
M Ok, coz jsme chdi dokazat. Body

M, C,S, S aSlezZi na téze kruznici. B 0

Pri feSeni Ukolu b) vychazel Jan z B

faktu |§ S| 2| PR = £2 (viz obr. 4) S, g

a ukazal, Ze rovnost plati, je-li bodi _ M

patou vysky z vrchollC na gFeponu _
AB. a

Pozndmka Matijkav postup je ¢ 0

podobny druhému ze vzorovych .
feSeni naSi dlohy na webovych AV
strankach [1], kde byla ki#tazu '
totoznosti sedi Useéek PP, a SM £
vyuZita stejnolehlost. 1

Obr. 4

3 Strategie opgrené o kritérium tétivového ¢étyFuhelnika

Mnozi feSitelé vychazeli z vlastnostitatiovych a obvodovych Uhnla kritéria
tétivového ¢tyithelnika (vrcholy konvexnihdtyithelnika lezi na kruznici
praw tehdy, kdyZ sotet velikosti jeho protilehlych vrtich Ght je 180°.
Uvedeme jerfeSeni Ukolu a) u dvou z nich.

Radim Ho3ek Gymnazia Jirovcova ¥eskych Budjovicich nejprve ukazal,
zecdtyfuhelnik CSMS je &tivovy:
.Protoze UhelCS, M je stedovy Uhel
k obvodovému 0hluCBM, je jeho
velikost 2.

Protoze|SJ =| SB, je trojihelnikBSC
rovnoramenny, a tudiz ma uh&8cCs
velikost B a Uhel CSB velikost
180° - 23. Body S aS, jsou protilehlé
vrcholy ¢tytuhelnika CSMS. Ten je
tétivovy, neba’

[OCSM+|0 CS M=(180 - 28)+ 28 = 186 * obr. 5
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Déle analogicky dokazal, Zetfyiuhelnik CSMS je tstivovy a dikaz ukolu a)
uzavel takto: ,Zbyva dokazat, Ze kruznice opsaguhelnikim CSMS a
CSMS jsou totozné. To plyne z faktu, ze bo@y M a Sjednozn&né uruji
kruZnici."

Adam Kabelaz téhoz gymnazia nejprve tmaznil, zectyrihelnik C§ MS

¢tyfdhelnik  sourdrny podle dhlopicky S'S. ZkruZznic opsanych
trojuhelnikim ASCaBSCzjistil |[OCS M| +|0 CS M=2(a +3)=180.
Proto je ¢tyitihelnik C§ MS titivovy a [0S CS|=|0 $ M$=90°. Osy § S
a S,S Useek AC a BC jsou kolmé, tedy|0S Sg|=90". Odtud plyne, Ze i
SleZi na kruZnici opsangyiuhelnikuCS§ MS.

KabelovoieSeni odpovida prvnimu ze vzorovyigseni publikovanych v

.....

4 Strategie zaloZzena na znalosti Feuerbachovy kruzrec

Jako posledni zminime konceptudlf@Seni Michala Pavelky z Gymnazia
Strakonice, ktery snad zahdjil své (vahy takiddelezi dané body na
Feuerbachow kruznici rgjakého trojuhelnika? Pokud ano, pak by mohly byt
body M a C paty jeho vySek.

c
C
v
Sy
S,
S
A * B
M
Obr. 6 Obr. 7

PavelkovoreSeni ,a) VyuZijeme Feuerbachovy kruZnice.gjhe trojuhelnik
ABC a sestrojme bo®' jako pfise&iik kolmice z boduM naAB a prodlouzeni
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stranyBC.? BodV (viz obr. 6) bude ortocentrum trojihelnieBC, bodyM a
C patami vySek. Kruznice opsatgtuhelniku (¢tivovému — viz obr. 6MBCV
je také opsana trojuhelnikdBC. Jeji sted S, je Zejme stedem Uséky BV.
Body M, S, a C tedy lezi na Feuerbachbwkruznici trojuhelnika ABC'.
ProtoZeSje sted grepony trojuhelnikaABC (a tim i sted strany trojuhelnika
ABC), lezi na této kruznici takeé.

Body A, M,C,C lezi na Thaletov kruznici spoléné trojahelnikm AMC' a
ACC, ktera je zarove kruznici opsanou trojuahelnikdMC. Jeji sted S je
sttedem stranyAC' a proto leZi rov&Z na Feuerbachéwkruznici trojihelnika
ABC'. Tim jecast a) dokazana.

b) Je znamo, Ze Feuerbachova kruznice je obrazeminke opsané
(trojuhelniku ABC') ve stejnolehlosti se isidem v &zisti trojuhelnika a
koeficientem -0.5 Ma tedy i polovéni polongr. Ulohu timto pevedeme na
uréeni minimalniho polo®ru kruznice opsané trojihelnikdBC, pro jejiz
polomer plati r =|AC'|/(2sinB) (sinova ¥ta). Protoze vyraz2sing je
konstantni, jer minimalni, pra¥ kdyz je minimaini|AC/|. Z pravouhlych
trojihelniki ACC' Na obr. 7 je viét, Ze |AC| je minimalni, pray kdyz
C' = C. Feuerbachova kruznice méa tedy minimalni pagmraw kdyz je bod
M patou vySky na strandB z vrcholuC.“

5 Zavér
S teSenim planimetrickych Uloh matematické olympiddyvajh Zzaci
problémy. Resto byla Uloha A-lI-3 56. tmiku MO v Jih@éeském kraji

e

chybami, ji vyeSilo 7 studerit z celkového p&tu 27. Nelze v8ak z tohoto
faktu nic usuzovat o celkové Urovni geometrickyohlnsti stedoSkolak.

Literatura
[1]  http://www.math.muni.cz/~rvmo/

2 7de Michal neuved|, Ze bez GUjmy na obecnosédpokladdAC|>|BC|. Podle poznamek v
zawru jehoteSeni (které zde neuvadime) si pipatiobd az nakonec wdomil, Ze by zmigna
kolmice mohla protinat i prodlouzeni strad nebo by mohla prochazet bod€n
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Abstrakt. V prispévku je diskutovan vznik singularit na rotacnich
obalovych plochidch a uvedena konstrukéni metoda nalezeni bodt
charakteristiky obalové plochy, které singularitu zptsobuji. Za tvofici
plochu je uvazovana rota¢ni plocha, ktera vznikne rotaci rovinné kiivky
obecného tvaru kolem osy rotace mimobézné s osou rotace obalové
plochy. K vizualizaci problému jsou pouzity prostorové modely tuloh
vytvofené v 3D modelaii Rhinoceros — NURBS modelling for Windows
(Rhino). Vzhledem k tomu, Ze bézné uzivané 3D modelafe nedisponuji
moznostmi pro pocitac¢em podporované konstrukce obalovych ploch, je
v prispévku uveden i postup, kterym lze vymodelovat charakteristiku
rotacni obalové plochy a nasledné pouzit k vytvofeni 3D modelu
obalové plochy.

Kli¢ova slova: Obalovéa plocha, rotacni obalova plocha, tvofici plocha,
charakteristika, modelovani obalovych ploch, Rhinoceros.

1 Uvod

Spojitym rota¢nim pohybem tvofici plochy x kolem osy rotace o vznikne
jednoparametricky systém ploch «(¢), jejichZ obéalku (pokud existuje) na-
zyvame obalovou plochou (k). Obalovéa plocha (k) se kazdé plochy k(t)
dotyka podél kiivky k, kterou nazyvame charakteristikou obalové plochy,
viz obr. 1 (vlevo feSeni v Mongeové promiténi, vpravo 3D model). Osa
rotace o je zvolena svisla.

V kazdém bodé A charakteristiky k maji tvofici plocha x a obalova
plocha (k) spole¢nou teénou rovinu 7. Podrobime-li charakteristiku & stej-
nému pohybu jako tvofici plochu k, vznikne tataZ plocha (k).

Pri konstrukci bodu A charakteristiky k& uvazujeme mnozinu kulovych
ploch vepsanych do tvotici plochy k. Tyto kulové plochy se dotykaji dané
tvofici plochy x podél rovnobézkové kruznice. Ozna¢me ¢ jednu z téchto
kulovych ploch a jeji dotykovou rovnobézkovou kruznici c¢. Charakteristika
rotacni obalové plochy vytvorené kulovou plochou ¢ je hlavni kruznice h,
kterd lezi v roviné w kolmé na tecnu trajektorie stfedu kulové plochy ¢.
Bod A charakteristiky je prusecikem (pokud existuje) kruznice ¢ a cha-
rakteristiky h.

2 Regularni a singularni ¢ast obalové plochy

Na obr. 2 jsou vlevo zobrazeny sdruzené pruméty zadani ukazkové tlohy,
na které budeme demonstrovat vznik a feseni singularity rota¢ni obalové
plochy.
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Obr. 1: Obalova plocha vznikla rotaci rotaéni plochy

Kz 02
ay
Iz
Kl 01 =]
ay
Fy

Obr. 2: Obalové plocha ¢astecné obaluje a ¢asteéné protina tvofici plochu
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Vpravo je zobrazen vysledek, kdy obalova plocha obsahuje dvé ¢asti:
regularni, ve které obaluje tvofici plochu (tj. dotyka se ji podél charakte-
ristiky), a singuldrni, ve které obalova plocha tvofici plochu neobaluje, ale
protina. Ukolem je identifikovat ty body charakteristiky, které generuji
singularni ¢ast obalové plochy.

2.1 Kritérium

Konstrukce bodu charakteristiky obalové plochy pomoci vepsanych kulo-
vych ploch uvedena vyse je konstrukce lokalni a tikol rozlisit body charak-
teristiky na body, které generuji regularni nebo singulédrni ¢asti obalové
plochy, tudiz neresi.

Pro nalezeni potfebného kritéria budeme uvazovat nasledovné:

1. Nejprve si uvédomime, Ze trajektorii kazdého bodu A charakteris-
tiky k& obalové plochy (k) je rovnobézkova kruznice ra, kterd lezi
v roviné ¢ kolmé k ose rotace o, viz obr. 3. Na obr. 3 protina ro-
vina o obalovou plochu (k) ve dvou rovnobézkovych kruznicich ra
a ra/. Rovnob&zkova kruznice 5. je trajektorii bodu A’, jehoZz z-ové
souradnice je stejna jako z-ova soufadnice bodu A.

2. Dale sestrojime kfivku p, ktera je prunikovou kiivkou tvofici plochy
K a roviny o.

3. Jestlize ma bod A charakteristiky k generovat regularni ¢ast obalové
plochy (k), musi se jeho rovnobézkova kruznice ra dotykat primi-
kové kiivky p pouze v jediném bodé, a to v bodé A. Tuto podminku
spliiuji na obr. 3 oba body A i A’.

4. Pokud ale existuje kromé bodu dotyku A jesté prisecik P rovnobéz-
kové kruznice ra a prunikové kiivky p, bod A generuje singularni
¢ast obalové plochy. Rovnobézkova kruznice ra se sice v bodé A
dotyka tvotici plochy, ale na jiném misté (v bodé B) tvofici plochu
protind.

5. Délici bod charakteristiky, tj. bod, ve kterém se charakteristika déli
na ¢ast charakteristiky generujici regularni ¢ast obalové plochy a na
cast charakteristiky generujici singularni ¢ast obalové plochy, je bod,
ve kterém bod dotyku i bod praniku splyvaji, tj. A = B.

Tim jsme ziskali kritérium, podle kterého mazeme body charakteris-
tiky zkonstruované metodou vepsanych kulovych ploch testovat a cha-
rakteristiku rozdélit na cast, kterd generuje regularni ¢ast obalové plochy
a na Cast, ktera generuje singularni ¢ast obalové plochy. Za konec¢ny tvar
obalové plochy povazujeme pouze jeji regularni ¢ast, jak je uvedeno napft.
na obr. 3.
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(1)

Obr. 3: Body A, A’ generuji regularni ¢ast obalové plochy

Obr. 4: Bod A generuje singularni ¢ast obalové plochy

3 Vizualizace obalovych ploch

Obalové plochy maji pfimou technickou aplikaci ve strojirenstvi — v ob-
rabéni se teorie obalovych ploch vyuziva pii konstrukci a vyrobé feznych
nastroji. Z téchto diivodi jsou obalové plochy povazovany za jedno ze sté-
Zejnich témat vyucovanych v ramci predmétu Konstruktivni geometrie na
Strojni fakulté CVUT v Praze. Z dtivodi zna¢nych narokd na prostorovou
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vvvvv

3D modely obalovych ploch ndzornym zptisobem dopliiuji klasickou kon-
strukci v Mongeové promitani a zvysuji didaktickou urovenn vyuky.

Pocitacem podporované konstruovani a modelovani obalovych ploch
neni v soucasnych 3D modelafich dostatecné zastoupeno. Pro zadanou
tvotici plochu a jeji trajektorii neexistuji prikazy a nastroje pro konstrukci
charakteristiky obalové plochy.

Bodova konstrukce charakteristiky metodou vepsanych kulovych ploch
neni pro pocitacovou aplikaci vhodna. Jednak je zdlouhavd a piesnost
ziskané charakteristiky jako kfivky prolozené zkonstruovanymi body by
byla velmi citlivd na pocet zkonstruovanych bodi a typ prolozené kiivky.

K urceni tvaru charakteristiky v modelech uvedenych v tomto ¢lanku
byla vyuzita skute¢nost, ze charakteristika je prinikova ktivka dvou neko-
necné blizkych poloh tvorici plochy. V pripadé rota¢nich obalovych ploch
je tfeba kvuli kone¢né presnosti programu Rhino vymodelovat dvé po-
lohy tvorici plochy vzajemné pootocené o nepatrny thel, jehoz konkrétni
velikost zalezi na skuteénych rozmérech modelu a vzdalenosti tvorici plo-
chy od osy rotace o (napt. v ukdzkové tloze uvedené na obrazcich tohoto
¢lanku byl pouzit hel 0.1°, nejvétsi primér rovnobézkové kruznice oba-
lové plochy byl pfiblizné 300 mm). Pfesnost takto ziskané charakteristiky
byla ovéfena konstrukci pomoci vepsanych kulovych ploch a bylo zjisténo,
Ze je srovnatelnd s toleranci presnosti pfedem nastavenou v programu
Rhino.

Jakmile ziskdme charakteristiku, podrobime ji stejnému pohybu jako
tvorici plochu, tj. standardnimi nastroji modeldfe vymodelujeme rota¢ni
plochu, ktera je vyslednou obalovou plochou.

Popsanym zptisobem lze postupovat v libovolném 3D modelafi, nebot
prikazy pro otaceni objektt s kopirovanim, nalezeni prinikové kiivky dvou
objektl a vytvoreni rota¢ni plochy pii dané tvorici kfivce a ose rotace patii
k jejich béznym vybavam.

3.1 Galerie rotaénich obalovych ploch

Modelovani obalovych ploch bylo tématem zapoctovych praci (letni se-
mestr 2006-2007) volitelného predmétu Geometrie pro CAD, ktery je
zaméfen na modelovani v Rhinu a na teoreticky zaklad NURBS repre-

zentace. Modely rotac¢nich obalovych ploch, které studenti vytvorili, jsou
uvedeny v galerii na

http://marian.fsik.cvut.cz/~linkeova

pod heslem Geometrie pro CAD — Ukazky studentskych zapoctovych
praci. Modely této galerie budou slouzit jako vhodn4 didakticka pomiicka
pii vyuce Konstruktivni geometrie v dalsich letech.
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4 Zavér

Dalsi prace bude zaméfena na nalezeni podminek, za kterych singularni
Gasti obalové plochy vznikaji a na doplnéni konstrukéni metody identifi-
kace bodt charakteristiky generujicich singularni ¢ast numerickym feSe-
nim celého problému.
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Abstrakt. Clanek uvadi vyukovy software pouzivany nagnaskach a asénich
predrétu Konstruktivni a péitatovd geometrie v 1. semestru baksk&ho studia
na FSI VUT v Brg.

Klicova slova:konstruktivni a p&tacovd geometrie, vyukovy software, animace,
Borland Delphi.

1 Vyuka konstruktivni geometrie s pcita¢ovou podporou

Vyuka konstruktivni geometrie s fitacovou podporou mé na naSi fakult
dlouholetou tradici. Je vSak ptkud paradoxni, Zéim vice pgitate pronikaji
do na3eho Zivota,éim dokonalejsi jsou CAD systémy a moZnosti
geometrického modelovani, tim jsou znalosti geomepovrchrjSi a u
student: piichdzejicich na fakultu v posledni dgtfimo zoufalé. Uchaze o
inZenyrsky diplom majéim dal horSi prostorovour@dstavivost a geometrické
mySleni se u mnohych z nich zastavilo v devitidetgjich ¥ku. Dokazuji to
stalecastji se objevujici ,konstrukce* podobné vytvoru nar ol.

~loix|

[P ovaneouse i

Obr. 1.: Krychle ve specialnim ,studentském* pradmit



142 Dalibor Martisek

ZaklademieSeni kazdé stereometrické ulohy je ,abstraktndstmrovéreSeni.
Teprve pak je mozné uvazovat o tom, jak jeho jddmokroky provést v tom
¢i onom promitani. Studenti vSalasto nejsou schopni dat ,geometricky
dohromady anieSeni velmi jednoduchych prostorovych Uloh a kazdih je
pro ré jen ,seznamem* konkrétnich a mikafermulovanych krok: ,toto spoj
s timto a kde se to protne, tak to je ono“. Talstmujnuceni ieSit* ¢asto i
z&kladni dlohy a pokud je maijesSit v Mongeov projekci i v axonometrii,
znamena to ndit se vSechno dvakrat. S vynalozenim veskerého sesitakto
Lhawi“ nekolik zadkladnich Uloh a dal se timtoigmbem nejsou schopni dostat.

Na konstruktivni geometrii jeiftom i na naSi fakult ¢im dal mér casu.
VétSinu tohotoc¢asu pak zabira studentska ,prace s pravitkem dtkenx’ ,
které&im dal vice odvykaji. Trvame-li na gvém prorysovani, pak vice nez
dwe-tfi ulohy za cveni nejsme schopni dt. | na gednaSkach jeeba misto
rysovani ¥novat vic ¢asu zékladnim vlastnostem prostorovych Utvar
geometrickym principm jejich konstrukce a kratsi dobu pak konkrétnicpra
s pravitkem a kruzitkem. Proto jsme vyvinuli vyultgarogram, ve kterém jsou
tlohy rozfazovany do jednotlivych krok Mohou tak ¢ast&éné nahradit
rysovani na tabuli acditel se niize 1épe soustdit na vyklad. Jednotlivé
konstrukéni kroky je moZzné vracet a Ulohu podle fiebly projit rekolikrat.
Samotné proklikani se i konstini¢ nara@néjSi Ulohou je velmi rychlé.
Napriklad zasek trojuhelnik (viz obr. 2) je rozfazovan na dvacet kiiok
.Konstrukce" i s podrobnym komerf&m trva gt az deset minut, sttné
shrnuti  (nap
jako
opakovani)
jednu az dy

minuty.

EJGJEC]]
Obr. 2.: Zasek trojuhelnik
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Velkou pomoci jsou nazorné animace a ,prostorovéaaiy”. Jako piklad
uvedme ukazku z kinematické geometrie, kde je defingwdmyb trojuhelnika
pomoci pevné polodie a dale ,elementarnim“ posamusi ot@éenim. PRi
pohybu je dynamicky sestrojovana draha a hybn&pml@iz obr. 3).

Software je prezentovan naiepnaskach, je kdispozici ve &shich a
studentm i mimo vyuku. Klasické rysovani timto igobem nenahrazujeme,
ale pouze dopujeme. Cim mére je rysovani ve vyuce, tim vice byém
student rysovat vdomaci fipraw. Wiva je totiz pordrné hodre.
V jednosemestralnim kursu s dotaci 2/2igba zvlddnout kolineaci, afinitu,
kuZeloseky, z&klady Mongeova promitani a pravouhlé axonadmet
elementarni plochy ac¢lesa, Kivky (zejména pak Sroubovici), zaklady
kinematické geometrie a plochy (kvadriky, plochytatai, Sroubové a
rozvinutelné).

Programovy balik obsahuje ickteré jednoduché algoritmy rovinné a
prostorové grafiky &etné zdrojovych koéd v Borland Delphi. Ze strany
student je jeho pouzivani vnimano velmi pozitiynzvlaSe kdyz Ize za
pomoci mnoha Uvodnich moti&@ich obrazis oZivit prednaSku i humorem (viz
obr 4). Abychom mohli seriozn zjistit, nakolik tento software ifspiva

k lepSim znalostem studéntbylo by teba provést srovnavaci studii asné
vyuky s vyukou bez pouziti tohoto software, cozinemnoha évoda mozné.
Lze v8aktici, Ze z#azenim tohoto software se zvySila ndwsbst gednasek,
coz signalizuje zvySeny zjem studemt konstruktivni geometrii. A uz tento
fakt sdm o sabjisté neni k zahozeni.

_~ Obecny rovinny pohyb trojihelnika R =1olx|

Pevné polodie:
x= [15°cos(y)

¥= [10sin2%)

Pocet kroki: 700
Element otogent: [075

Méiitko Rychlost
x [or [0 | roMes
vy o o 2

Pagateéni
trojahelnik:

Al 12 =
5 [42— |”— i pohybujici se trojahelnik
ol pz z trajektorie

okamZité normaly k trajektoriim

Konec : pevna polodie

o hybna polodie

Obr. 3.: Obecny pohyb trojuhelnika v rogin
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Obr. 4.: Studenty Ize motivovat i humorem.
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Abstract. The contribution deals with some problems, whigiginate at the
creating of 3D model without drawing documentatd®iails of modelled part. To
obtain the dimensions of such undefined real gaoften very difficult, especially,
if the accuracy requirement is great. The solutibrihese problems can greatly
affect the efficiency of the part manufacturing asw considerably decrease the
economic cost for its manufacturing.

Key words: CAD/CAM system, 3D model, surface

1 Introduction

The data digitizing is one of main characteristowadays and it is
projecting into all kinds of industry. The digitiegj of drawing documentation
has an essential task within machining industrye Big advantage of such
processed data is the limpidity of data archiving the computer, the
minimalization of cargo hold for the documentationpaper version and the
shortening of modification proceeding time, too.

The hand-made drawing in 2D format is already dsthaoday and it is
continual passing to the creating of 3D model byanseof CAD or complex
CAD/CAM systems. Through the use of modelled 30X gapossible:

. to create the drawing of modelled part in relagnatort time,
. to make the various type of analysis on the modedat,
. to simulate the machining flow with the CL data putt which

define the positions of cutting tool and cuttinghditions during
of the machining process,

. to translate acquired data into NC program for sbkected NC
(CNC) machine by means of postprocessor.

The creating of 3D model can anticipate the cotifigc situations not only
at the machining of individual parts but also & #ssembling themselves into
subassemblies or assemblies, it results in thectieduof preparatory time, the
decreasing in cost and the quality improvementefrhachining product. One
modelled part so can be the basis for it's simphydification or for another
parts, which are similar by type or shape.
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2 The modelling

The advantages of the computer 3D modelling alreathploy many
companies and firms today, but such models are Iynestated following
already existing drawing documentation or exactbfirted parameters. The
problems occur when the part already exists,dbimplicated in shape and it is
created by general surfaces, but drawing documentst not around.

Such example can be shown on the template for tiéng of stator
winding (Fig.1), which existed in the firm as reséel part, but its shape and
dimensions were unknown. It was needed to createn®Del of this part in
CAD/CAM system ProEngineer according to sponsouests to obtain the CL
data for the NC program generating.

Fig. 1 The different views to real steel part

The simplest solving how to get the information @bproduct design and
dimensions could appear to cast model into the fdon example from the
gypsum plaster. The material for casting shoulghdssible to cut. The gained
cross section areas could be measured and by roéémsse sections it could
be modelled needed surfaces. The most suitablerialdfi@r the casting could
be for example silicon gum elastic paste with théber properties. The
disadvantage of this material is its flexibilitycatherefore the limited accuracy
of receives parameters.

One of the problem solutions was the using of tosehsitive unit with
Rhinoceros MicroScribe G2 software (Fig. 2a8he MicroScribe digitizing
equipment provides a fast, reliable, and easy-to-osethod for creating
accurate 3D computer models. MicroScribe works hlgsical objects of any
shape, size, and material and is compatible with ldading 3D industry
software products. The MicroScribe system offerdrobegy level accuracy
and seamless integration with the most popular rseveengineering and
metrology software packages. It is necessary tpagsee the point grid to
indicate of these points position in regard togbkected coordinate system.

To make the exact point grid was very difficult his system due to
complicated part shape, therefore the generatefhcasr were not enough
accurate and smooth. The Fig.2b shows three maifacgs, which were
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created by means of Rhinoceros MicroScribe G2 so#wand imported into
CAD/CAM system ProEngineer.

a)
Fig. 2 The part surfaces scanned by device MicroSbe G2 in Rhinoceros
modeller

The most effective and most accurate mode of theedsion and shape
acquirement in the conditions of Faculty of Mantf@ing Technologies of the
Technical University in KoSice, with the sit in Bow, was the using of 3D
laser scanner LPX-250 with the Dr.PICZA3 softwatewn on Fig.3.

Fig. 3 “3D laser scanner’

This integrated hardware/software system is an Bleacapture solution for
all popular CAD/CAM and animation applications.niakes it incredibly fast
and easy to generate precise 3D models, it wik sesigners hours of manual
reverse engineering work. It uses an advanced ootact laser sensor to
quickly generate precise models. Designers use siezga to help design
products faster and with less errors; engineers s#nning to convert
prototypes into tooling data ready for manufactyrihe combination of
precision laser optics and motion control withinrigid enclosure lets the
scanner produces high quality scans with minimefbse noise.
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3D scanner LPX-250 digitizes objects with both rgtand plane scanning:

e Rotary Scanning Mode (Fig. 4a) is ideal for higleegh scanning of
spherical and smooth-surfaced objects. Once thecblg placed on
the rotating table, the laser beam travels vetticap the rotating
object to generate a data file.

e« The Plane Scanning Mode (Fig. 4b) is able to captamplicated
angles and side-cuts. The LPX-250 laser beam sgzanaximum of
six surfaces at right angles. Plane Scanning ial ifite relatively flat,
hollow and side-cut objects whose angles wouldrzetectable using
Rotary Scanning Mode.

laserovy ¢

g ]

laserovy li¢

a) b)
Fig. 4 The Principle of rotary and plane scannindode

The top of steel real part had to be sprayed taemehthe dull finish,
because the steel surfaces were too reflectivéhtodaser beam. The gained
data were saved into computer memory in PIX for(Rag.5) and consequently
exported to format STEP or IGES. Transformed datgrewimported to
CAD/CAM system ProEngineer (Fig.6).

Fig. 5 The scanned model of Fig. 6 The imported model of
the part in PIX format part to CAD/CAM system
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This model was accepted by ProEngineer neitheplés 1sor as surface, it
had number of undulations and it was not smootig. g
It was necessary to create new part on the basssafhed model to achieve
needed accuracy, what was difficult and time corisgnprocess. The 3D
model created in listed above software is showFigry.

Fig. 7 The definite 3D model of the part modelledn CAD/CAM system
ProEngineer

On the basis of created 3D model was made the hgsiqal part by Rapid
Prototyping method. The geometry and dimension dataodel were exported
from ProEngineer to STL format that are used fa pioducing of silicone
form. The cast plastic part (Fig. 8) was compar@t the primary real part by
means of 3D measuring equipment and then it wad inseeal situation. It was
possible to allege that the model corresponds garghl steel part in required
accuracy and so CL data were generated. The obtdiata were transformed
and applied as NC program for controller of corer€@NC machine in
company. The manufacturing of new part by mean€N€C machine is very
quickly and simple today, any inventories of thistpare needed.

Fig. 8 The part model created by means of Rapid Ptotyping

3 Conclusion

Manufacturers must often reverse engineer exisirggucts to improve
them. But reverse engineering can be complicatednudl tasks involve
technicians scanning in objects, perhaps in meltjart orientations, to get raw
point-cloud or polygonal data. Technicians ther@nsexisting parts with a 3D
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scanner and use the software to create accuragenptaiic CAD models. The
company uses the models to fabricate replacemet#t wihin strict tolerances
and to improve designs to boost performance. Alg®w firm ensures
components get manufactured based on design ioyergidesigning parts from
scanned data.

The created plastic solid had needed tolerancesaiidwas able to make
the steel part on the NC machine. Up to now theptata for the coiling of
stator winding was made by hand in the abroad hacverage delivery time
was longer then 3 month. The company uses sewgrast tof these templates
and so it was reason for the making of the experisiventories.

After the creating of 3D model and after the getiegaof NC program, the
terms of delivery were shortened about 90 till 98fédm 90 days on 2-5 days),
the number of templates decrease about 50 % amutiteeof the parts made in
Slovakia is backspread minimum about 60 % compaoedriginal foreign
supplier.

It means that suitable using of modern methodstaoknologies can greatly
decrease

» delivery time of parts,

e investment quantity blocked in stores and

e costingness to its pandering.
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Abstrakt. Cilem prispévku je ukazka moznosti pti testovani geometrickych
postupi. Ukézka je demonstrovana na modulu, vyvijeného na VSB-TU. Tento
modul je sougasti nastrojii pro generovéani, testovani a automati cké vyhodnocovani
nestandardnich otazek. Zamétuje se na moznosti jak se daji automaticky testovat
i predméty jako je geometrie apod.

Klicova dova: geometrie, konstrukce, automatické vyhodnocovani

1 Uvod

Tato prezentace popisuje modul vyvijeny pro pouziti ve vyuce tak, aby umoznil
testovani zakladnich geometrickych konstrukci. Modul obsahuje zékladni
prostiedi umozivujici sestrojit geometrickou konstrukci s vyuzitim zékladnich
objektt (bod, ptimka, kruznice, atd.). Po sestrojeni vzoru utitdem a vysedku
studentem jsou pak oba porovnany a studentiv vysledek je automaticky
vyhodnocen.

Modul je uréen rozsiteni a zlepSeni vyuky a umoziuje studentim sestrojené
geometrické konstrukce automaticky vyhodnocovat bez zasahu vyudujiciho.
Cilem modulu neni nahradit tradi¢ni konstruktivni geometrii, ale pouze rozsitit
dnedni moznosti, které budou studenti mit pri vyuce geometrie.

Mezi dasi vyhody tohoto modulu jisté patii i ulehéeni prace vyuéujiciho,
ktery s po vytvorenim testii jednoduSe miiZe ovéfit znalosti svych studentd,
bez dozitych priprav nebo zdlouhavého opravovani. Modul je aktualné vyvijen
atestovan pro nasledné poufziti ve vyuce.

2 Zakladni poZadavky na testovaci modul

Prvni mySenka vznikla pti tvorbé testovacich modult pro oblasti diagramd,
schéma a jazyka UML, kdy jsme se zabyvali moznostmi automatického
testovani a vyhodnocovani i pro dal§i netradi¢ni oblasti, mezi které patiila
prévé i oblast geometrickych konstrukci.

Jednim ze zé&kladnich pozadavki, ktery jsme si pokladali pfi navrhu bylo
vytvorit vhodné prostiedi tak, aby pii pouzivani nebyly na studenty kladeny
velké pozadavky pro praci s timto modulem. Modul musi byt vhodné navrZzen
tak, aby se student nemusd ucit dozity systém ovladani a prace s modulem.
V piipadé doZitého a neintuitivniho prostiedi by se zhorSila pouzitelnost
a dostupnost tohoto modul u.
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Dalsim pozadavkem na vydedny vyukovy modul je pouziti vhodného
programového prostiedi tak, aby testovaci modul byl piistupny pies standardni
internetové prohlizece (Internet Explorer, Mozila, atd. s podporou Javy)
bez nutnosti spousteni specidniho software.

V nepodedni fadé pak mezi zakladni poZadavky patiila moZnost pouZiti
testovaciho modulu v nékterém z LMS systému.

3 Zakladni popis modulu

Modul mizZe byt spustén ve trech z&kladnich modech, podle poZzadavki na jeho
vlastnosti:
- teacher mdd - tento mdd je uréen pro autora k vytvareni zadani
konstrukci, autor vytvori pomoci modulu konstrukéni zadani, nastavi
zadéni a vydedek konstrukce a vybere vhodné vyhodnocovaci
kritérium.
student mdd - mod uréeny pro studenta, kde se studentovi zobrazi
zadani a ten na zakladé svych znaosti, vytvori vyslednou konstrukci
a odesle vydedek.
view mdd - pokud je modul spustén v tomto médu, nejsou uzZivateli
umoznény zadné zasahy do postupu. Student popiipadé vyucujici
se smi pouze prochézet mezi jednotlivymi kroky vybrané konstrukce.

Fie Edd lew Orow | Les Opisns Hels

# Flarl fowes| 1 Propersss | Actiens | 4
Curenfmade CamE oo i) e
B (g b
¥ Bl it DMawed
LT T Drmend o
¥ B [upge] r?:.m-:fr
e ot
Diawae
o Thawsdh
& DHawed
*
g2, i A

Obr. 1: Ukéazka prostiredi modulu pro testovani
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Na obrazku ¢iso 1. je zobraceno aktudni prostiedi ve studentském modu
(v Mongeové promiténi) kde student pomoci z&kladnich objekta vytvori svou
konstrukci (kaZdy krok celé konstrukce se postupné ukladd) a ve vydedku se
celd konstrukce srovna se spravnym feSenim. Existuje nékolik srovnavacich
algoritmi avybrén je ten, ktery zvoli autor pii tvorbé testu.

4 Zakladni vlastnosti modulu

Mezi z&kladni vlastnosti modulu patii:
vrstvy - modul obsahuje nékolik vrstev, které umOZnuu IepS|
orientaci pri dozitgjSich konstrukcich. Jednotlivé vrstvy jsou mezi
sebou pro lepSi prehlednost barevné odliSeny  (v¢etné
konstrukénich prvkd, které do prislusné vratvy zapadaji) a lze
jelibovolné vypnout nebo zobrazit.
zoom - velkou vyhodou je jednoduché nastaveni zoomu, kdy
s uZivatel mizZe kongtrukci podle potieby pibliZit nebo oddalit.
krokovani - jednotlivé kroky celé konstrukce se automaticky
béhem vytvéeni ukladaji, coz umoZziuje uzivateli libovolng
pouZzivat krok zpét nebo znovu.

V konstrukci se uklédaji vSechny kroky, které s pak vyudujici mize libovolné
u vSech vypracovanych Uloh prekontrolovat.

5 Software

Samotny modul je vytvoren v programovacim jazyce Java. Pro testovani
jejako JavaApplet spoustén v prostiedi prohlizete (nutnd podpora Javy).
Odesilani a prijimani dat na strané serveru obstardvaji PHP skripty,
které generuji jednotlivd zadani (tuto ¢ast tridi LMS systém) a provadgji
automatické vyhodnocovani ukonéenych testi.

Cely modul se tedy sklada z téchto ¢asti:
Samotna aplikace - JavaApplet
Skripty pro komunikaci - PHP
Data s ulozenymi postupy - XML soubory
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Obr. 2: Ukéazka prostiedi modulu pro testovani

Pro ukladani dat je pouzito databdze MySQL a pro formét ulozenych dat
jazyk XML, ve kterém jsou popsany jednatlivé konstrukéni kroky. Pokud autor
zada volbu pro vyhodnoceni testd, jsou jednotlivé studentské konstrukce (XML
soubory) automaticky vyhodnoceny podle nékteré z predem vybrané
vyhodnocovaci metody a studentovi zobrazi UspéSnost jeho reSeni.

6 Vyhodnocovaci algoritmy

Pred vybérem vyhodnocovaciho algoritmi musi autor vybrat jednotlivé
objekty, které budou brany jako spravny vysedek dané geometrické
konstrukce. Tyto objekty budou srovnavany s konstrukcemi, které vytvaregi
studenti.

Jednatlivé druhy vyhodnocovacich algoritmu:
vydedek — systém porovna pouze zda studentovo ieSeni obsahuje
jednotlivé objekty, které autor urcil v zadani jako vydedek dané
konstrukce.
postup bez poradi - v tomto pripadé se porovnava cdy
geometricky postup bez zavidosti na poradi jednotlivych
konstrukénich kroki
postup s poradim - tento vyhodnocovaci algoritmus srovnava cdy
geometricky postup véetné poradi jednotlivych kroka.
vybér kroki - pfi této volb& vyhodnoceni musi autor navic vybrat
postupné jednotlivé konstrukéni kroky, které nelze mezi sebou
zameénit a systém porovnava zda tyto (v konstrukci podstatné
anezameénitelné) kroky student vytvoril spréavné.
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Autor s predem mimo druh vyhodnoceni jeSté nastavi typ zobrazeni
vydedku (bodové, procentudlni, apod.)

M7

7 RozSifeni LM S systémem

Jednou ze z&kladnich vliastnosti tohoto modulu a také jeho vyhod je jeho
maoZnost spolupréce s riznymi LMS systémy. Podminkou je, aby LMS systém
dokézal byl rozStitelny a musi umét pracovat s PHP skripty (napé. Moodle,
Barborka, apod.).

VErjte v systemu

Informace o testu pro shupinu "2007_08_29_08_00_A1033"

Stranku autsmaticky obnzvi po | 1 mirepé -
Lkanot visaciny bty
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2 D s b,y 9127 FROBI00T 08115 Z2.08.2007 00:27

Alan Kalna = s z i
" ]:\5 ]-:lf_, 1122 |peal0Esm.ish. cr\kll}‘ﬂ-l o= oo e e e e | e

pLalil 7 7 08 207
4 Tam ]ﬁ.-' 1111 (pealaEsbvsb.cz] kke11l FudE 3007 OE17 Fouls H0T a0l
o

Lukss Pastvy - = - =z
& 158,196.11 19 [pealaa3iush.czl Praaldd FOURE I00T CSi0s 0u0E P07 18137

wlastimi Yermingusky = = e
& 156.196.1113 Ipcaloaad bz wlZDET  PRU0E POOT DS POUE D007 085S

I 155 106 1145 [poalCsfush.cz) TOV101 FRORO0T OB:i11 ZROBI00T 0842

Za ket obrozen) uysudbd | Stvuni it zobrazen] i mdk
Whodnobt wechny ukoniene nevyhodnoos e ‘iesby
Tk mxuhmych vslsdial | Sanarz ek FOF Ipat

Obr. 3: Zabudovani doLMSBarborka

V naSem piipadé bylo pouZito systému Barborka, ktery je taktéz vyvijen nad
katedrou. Zabudovani do LMS systému neni pouze zdavodu omezeni
neopravnénych piistupu.
Mezi vyhody patii:
Jednoducha préce pii vytvareni a specifikace testii
Prehlednost v jednotlivych testech (kdy, kdo vykonal jaky test, bodové
hodnoceni, dékatrvani, pocet pokusi, atd.).
Jednoduché ukladani a zaloha s vyuzitim MySQL databéze a s tim
spojend moznost S zpétné prochazet jednotlivé testy a hledat chyby,
kterych se studenti dopoustéji .

8 Zavér
Nami vyvijeny modul by mél slouZit jako ukézka moZnosti rozsiteni a podpory
vyuky piredmétu zal oZzenych natvorbé geometrickych postupt.
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Aktudiné spolupracujeme s katedrou matematiky a deskriptivni geometrie
na Vysoké Skole B&iské - technické univerzité. Radi bychom ve spolupraci
stouto katedrou nasadili naS modul piimo do vyuky a otestovali jeho pouZiti
Vv praxi studenty.

| kdyZ prvni mySenkou bylo pouze nahradit tuzku a papir, v prab&hu
dal§iho vyvoje jsme narazili na problém rozhodnout prévé hranici mezi tim,
co v3echno bude mit student k dispozici.

Cilem tohoto modulu neni nahrazovat tradi¢ni metody vyuky deskriptivni
geometrii, pouze se snaZime najit a otestovat dal&i moZnosti, které by ulehcily
studentam jegjich studium a pedagogiam jejich préci.

Literatura
[1] Némec, M.: MoZnosti generovani, testovani a algoritmi pro
automatické  wyhodnocovani. Ed. Bc. Andrea Kekedakova,
Praha:Czech University of Life Sciences in Prague, 2007, 168-173,
ISBN 978-80-213-1649-2

[2] Némec, M.: Geometrie v testovani a automatickém vyhodnocovani,
Prahar, Jednota ¢eskych matematiki a fyzikd, 2005. Ed. Staniskav
Olivik, val. 25, cis. 57-533-05, CVUT v Praze, ISBN 80-7015-013-0

[3] Némec, M.: Wuzti geometrie v testovacich aplikacich a automatické
vyhodnocovani nestandardnich otazek a udloh. In Sbornik WOFEX
2005. Ed. Véclav Sné&Sel, Ostrava: VSB-Technical University of
Ostrava, 2005, 435-439, VSB-Technical University of Ostrava, ISBN
80-248-0866-8



Geometry and Computer Graphics 2007 157

The Geodesic Shortest Path
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Abstract. In the geodesic shortest path problem we have to find
the shortest path between two points on the surface so that the path
leads along the surface. In the article, the description and solution of
that problem is given. The case with forbidden areas on the surface is
especially treated.

Keywords: the shortest path, geodesic, forbidden area, obstacle,
triangulation, surface

1 Introduction

The shortest path problems are among the fundamental problems stud-
ied in computational geometry and other areas including graph algo-
rithms, geographical information systems (GIS), network optimization
and robotics.

The geodesic shortest path problem: Given two points s and t on the
surface of a polyhedron, find the shortest path from s to ¢ so that it leads
along the surface. The problem is usually solved on a triangulated surface
and this article is concentrated especially on the surfaces with forbidden
areas (obstacles - the shortest path has to avoid the forbidden area).

2 Previous work

As far as we know there is no previous work solving that problem which
would concentrate on the surfaces with the forbidden areas. There are
more works which solve the general geodesic shortest path problem and
some of them can also treat the surfaces with forbidden areas, but their
algorithms are not very effective in such cases.

One of the first and exact algorithms solving the geodesic shortest
path problem was given by Sharir and Schorr in 1984 [5]. They proved
that:

1. The shortest path cannot go through any spherical vertex (fig. 1)

2. The shortest path comes into the straight line after development to
the plane.

The paths which satisfy these conditions are called (discrete) geodesics.
Sharir and Schorr’s algorithm finds the shortest path between two points
along the surface of a convex polyhedron in time O(n®logn) where n is
the number of all edges in the triangulation.

Another variant of solutions are the approximation solutions which
convert the geometrical problem to the graph problem and use Dijkstra’s



158 Anna Porazilova

Figure 1: The geodesic shortest path cannot go through the spherical
vertex.

algorithm. Although the authors of these algorithms usually do not men-
tion that their algorithm can work on the surfaces with forbidden areas,
the adjustment to such surfaces should not be difficult. As an example
of a graph solution can be cited Kanai and Suzuki [3]. The complexity of
their algorithm varies in the order of O(klog k), where k is the number of
edges passed by the shortest path, and alleged accuracy is within 0.4%

One of the best, exact and already implemented algorithms was pro-
posed by Chen and Han [1] in 1990. This algorithm solves the single-source
shortest path problem using the unfolding of triangles into a plane within
the time complexity O(n?). The algorithm was implemented in 2000 by
Kaneva and O’Rourke [4] and the code is publicly available . Unfortu-
nately the algorithm cannot treat the surfaces with forbidden areas.

In 2004 Deng and Zhou presented a new approach for the geodesic
shortest path problem [2]. In preprocessing they first choose the region
in which the global shortest path exists, afterward any other known algo-
rithm can be applied.

Surazhsky et al. introduced an algorithm based on the development
the surface into the plane in 2005 [6]. The algorithm can also treat the
surfaces with forbidden areas: when the developed strip of surface en-
counters the borders of forbidden area, a new pseudostartpoint is created
and the development proceeds to the all directions from the beginning.
The time complexity is O(kn?logn), where n is the number of the edges
in the triangulation and k is the number of pseudostartpoints. Because
the algorithm is not concentrated on the surfaces with forbidden areas as
a special case, the solution is not effective in such cases and k can grow
arbitrarily high.

We will show how to treat the surfaces with forbidden areas more
effectively. A scheme which can be added to any other known algorithm

Thttp://cs.smith.edu/~orourke/code.html.http://cs.smith.edu/~orourke/code.html.
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is presented. The scheme will not decrease the worst-case time complexity
but it will lower the practical (average) time complexity.

3 Geodesic shortest path with forbidden areas
3.1 Variations of the problem

The geodesic shortest path problem can be categorized by the type of the
surfaces and forbidden areas as follows
e Surface

— convex Or NONconvex
— open (terrain) or closed
e Forbidden area
— convex or nonconvex
— connected or disconnected

Convex forbidden area can be treated equally as the nonconvex for-
bidden area covered with the convex hull, on the assumption that none
of two starting points lays inside the convex hull. In this article we will
deal further only with a convex surface and a convex connected forbidden
area.

3.2 Basic scheme

If the shortest path exists and if it has some intersections with the for-
bidden area, than:
e Between the intersections the shortest path is formed by geodesics.

e For the intersection points the following conditions hold:

1. The intersection point cannot lay on the edge of the border of
forbidden area (fig. 2).

2. The intersection point can lay in the convex vertex on the bor-
der of the forbidden area only in the case if it bends there
more than 7. In other words there must exist an angle pp
which satisfies:

B =¢—T—¢p, (1)
where ¢ is the total vertex angle around the vertex and ¢p is
the vertex angle inside the forbidden area (fig. 3). Because ¢

must be non-negative: pp > 0, then the shortest path will go
through the vertex only if it satisfies

@ —pp >T. (2)



160 Anna Porazilova

Figure 2: The intersection point cannot lay on the edge of the border of
forbidden area - such paths can be shortened.

¢ = total vertex angle

— the feasible shortest path

Figure 3: The shortest path at the convex vertex on the border of forbid-
den area must bend more than 7.

NN
ANAVANANANANANN
BNRNANEN R AN AN AN
L RERRR
RN

NNNNNNN

Figure 4: The feasible vertices.
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The vertices which satisfy the condition 2 will be denoted as the fea-
sible vertices. It is obvious that the shortest path cannot enter these
vertices in arbitrarily direction; it must bend there more than 7. The set
of feasible vertices can be easy computed and demonstrated (fig. 4).

If this scheme had been used in Surazhsky’s algorithm, the number of
pseudostartpoints would have been limited and low (in the time complex-
ity O(kn?logn), k = 6 for the fig. 4). The scheme is independent on a
concrete algorithm and can be inserted to any other algorithm solving the
geodesic shortest path problem on the surface with or without forbidden
areas.

3.3 Algorithm

In the last part we will present an algorithm for the geodesic shortest
path problem which concentrates on the surfaces with forbidden areas and
which uses our scheme. The approach comes out from the Zabransky’s
algorithm [7].

Zabransky’s algorithm finds the shortest path between two points on
the surface using the knowledge that there exists exactly one geodesic
with the given direction coming out from the given point. It searches for
all geodesics coming out from the starting point in various directions and
chooses the shortest one going through the end point.

Our algorithm works in the following steps:

1. For all the directions coming out from the starting point find the

unique geodesic. For all the geodesics:

(a) If the geodesic strikes on the edge of the forbidden area or
unfeasible vertex, break (go on with the next direction).

(b) If the geodesic strikes on the feasible vertex from the feasible
angle, then save its length if it is the first one, or compare its
length with the length of the last saved geodesic in the vertex
and if the new geodesic is shorter, save it, its length and the
possible right and left angle of proceeding.

(c) If the geodesic goes through the final point, compare the length
of last saved geodesic and if the new one is shorter, save the
geodesic and its length.

2. For all the feasible vertices v do:

(a) Looks for the geodesics in all feasible directions coming out
from v and for all of them repeat 1(a)-1(c)

3. Create a graph whose nodes are the feasible vertices and the start-
ing and final point, and the edges are the shortest found geodesics
between them. Using the graph algorithm find the shortest path
from the starting point to the final point.
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4 Conclusion

A scheme which helps to solve the geodesic shortest path problem with
focus on the surfaces with forbidden areas was given. The scheme can be
implemented into any known algorithm that solves the geodesic shortest
path problem; the higher mentioned algorithm is only one of the examples
how the scheme can be used. The scheme does not decrease the worst-time
complexity but it essentially decreases the average complexity.

In future work we would like to suggest a similar scheme for the non-
convex surfaces and for the disconnected forbidden areas.
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Abstrakt. Prispsvek se zabyva vyhledavanim plochéasténé rekonstruované
scérk. Ze sady fotografii se ziskaji 3D body d&ingky, které reprezentuji
rekonstruované hrany.tiPhledani ploch je nejprve vypitana pozice a sén

plochy, déle se df jeji hranice. Postupy zde uvedené jsou speciaizé na
casténé planarni scény, najdou tedy své vyuZifiegevSim @ rekonstrukci

architektonickych objekt vnittnich prostor budov a podo&in

Klicové slova:Detekce ploch, 3D rekonstrukce, plane-sweep

1 Castatna rekonstrukce

Na kazdé fotografii se extrahuji vyrazné body (oddaji rohim a
osamocenym bdan na fotografii s vyraznym gradientem) a hrany.ichrse
déle speitaji body a pimky v 3D prostoru.

Ve wtSire pripadh post&uje pro rekonstrukci scény jen sada fotografii
objektu, jen v Bkterych pipadech (maly piet fotografii, @iliS rozdilné
pohledy na scénu, nekvalitni fotografie) je vhodaby uzivatel sam il
nekteré vlastnosti scény (napihly, rovnokdzné gimky, pongry délek).

'7ﬁ M

Obr. 1: Dvéfotografie z celkovych sedmi.

2 Detekce ploch

Pti detekci ploch pouzivame dva zékladni principyzBaaSeho postupu je
metoda RANSAC kdy se postupn pro nahoddé vybrané vzorky
rekonstruovanych bdd(nebo i pimek) zji¥'uje, zda lezi na jedné ploSe.
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Obr. 2: Rekonstruované body a Usiky

Pro UspsSné vyhledavani ploch pomo&ANSACje nutné, aby plocha
obsahovala &Si mnozstvi rekonstruovanych hiodTo bohuZel velmicasto
neni spl&no. Proto tuto metodu kombinujeme navic s metoplame-sweep
(jeji podrobny popis je mozno najit fap [2]). U plane-sweepost&uje pro
uréeni plochy i jedind nalezenéimka na ni lezici.

. T(8)

“y .‘
Ve

Obr. 3: Plocha se hled4 kolem rekonstruované Usky L

Vzhledem k tomu, Ze pracujemeéste&né planarnimi scénami, iieme pro
kaZzdou rekonstruovanoutimku predpokladat, Ze leZzi naégjaké ploSe.
Predpokladana plocha se postépot&i kolem Uséky a hleda se jeji
nejpravépodobrjSi pozice (prochazeji se vSechny mozné pozice hgloc
pomoci postupného atdni plochy o konstantni thel).

Kazda takova pozice plochy due rgjaké zobrazeni (homomorfismus)
mezi 2 fotografiemi. Pokud vybrana pozice odpowvidalre existujici plose,
pak po aplikaci homomorfismu na jednu fotografiidbumit vysledny obraz
stejny tvar této plochy jako na druhé fotografiiz(wbrazek 4). Pro zjishi
skute&né pozice plochy se zkouméa a porovnava podobnastmimai.

Vlastnosti plane-sweep:
0 Nepotebuje Zadné vyrazné rekonstruované body na ploSe.
0 Obtizre se rekonstruuji homogenni plochy bez jakékolivuex
0 Podobnost se zkouma mezi body ziskanymi pomocikiete hran s
velmi nizkym prahem pro velikost gradientu.
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o Plocha se umisti do pozice, pro niz byla nejvyd8isspodobnosti vSech
pixeli.

0 Metoda je velmi citliva na igsnost fimek, kolem nichz se hledaji
plochy.

Obr. 4: Plocha se hleda kolem moie oznaené Uséky. (a) a (b) jsou
zdrojové fotografie.
Obrazek (c) vznikl aplikaci homomorfismu (indukovarého skute&nou
pozici plochy) na obrazek (a).
Obr. (d) vznikl p¥ekrytim obrazku (b) a (c). Je vidit Ze pro
rekonstruovanou plochu je tento obraz ,zaosteny" jinak rozmazany.
Tedy v mis& plochy jsou obrazy totozné.

3 Vypocet hranic plochy

Metodaplane-sweefe zavisla na nalezenych dkéch ve scéh Velkacast

z nich ale neni detekovana thiv nevyraznému gradientu hrany, jejimu
rozmazéani na fotografiich nebotii ¢lenitosti scény aigkryti dané hrany na
fotografiich. Existuji d¢ moZnosti jak jejich pozici dogttat.
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7w 2

3.1 Ur¢eni&asti hranice jako priasefiku dvou ploch

Nové hrany jsou nalezeny jakotggiiky dvou ploch. NeslouZzi jiz k dalSimu

Obr. 5: Hledani priasetikia

3.2 Zjisténi hranice na zéklad podobnostnich hodnot

Hranice nalezené timto @pobem mohou mit pékud nizsi pesnost nez hrany
nalezené pomoci psetiku ploch, proto mize byt problematické hledani nové
plochy kolem takto nalezené hrany.

Hruby odhad hranice

Zkoumaji se podobnostni hodnoty pro vSechny pixelyfotografiich. Pixely
jsou navic ohodnoceny podlélédzitosti (gradientu) vahami. Vznika tim obraz,
kde kazdy pixel znazauje podobnost atdezitost bodu. Obsahuje tedy body
s vysokou korelaci uviitplochy a s nizkou mimo plochu. Na zaKagchto
hodnot se obraz rozsegmentuje (pomoci prahovamérativnim prahem) a
ozna&i se hranice ploch. Spolehlivost metody vymazmioupa, je-li mozné
srovnavat vzdy alesp3 fografie.

k. !F' 2 xﬁ':.- :‘!‘I:E?S ﬁ.’i‘"-? ‘?;0 bewerirb [V e i e .:,\."
R o L e

Obr. 6: Zobrazeni podobnostnich hodnot.

Vypoéet novych hran

Hranice nalezené vigdchozim kroku jsou obvykle niggsné a Siroké (zabiraji
obvykle rekolik pixeli). Je tedy nutné je gpsnit. Hranice se rozd na rovné
Useky a pro kazdou z nich se hledéesgna pozice. Vybere se ta &ls, ktera
nejlépe rozdluje své okoli na oblast s vysokou podobnostithod jedné
strat a na body s nizkou podobnosti na stralruhé. Podobny postup
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zjednoduSeni hranice se éduil i v nami vyvijeném grafickém anataim
systému [3].

Ovéreni nalezené hrany

Pozice kazdé nalezené hrany je&i@ena zgtnym promitnutim do zdrojovych
fotografii. Podle Urové gradientu na fotografiich je hranicedakceptovana,
nebo zamitnuta. Také jsou hrany réedy do rkolika kategorii, které pak
jsou dilezité pro dalSi praci se scénou. Kafad pro doplini zakrytychc¢asti

scény.

Obr. 7: FaleSné hrany (naf. modie vyzna&ené) vzniklé v disledku zakryti
¢asti objektu na fotografiich jsou odstrarény. Nové hrany se vytvéi jako
praniky ploch.

4 Zavér

V piispivku byl predstaven algoritmus hledani ploch ve gc€lnZzené z bada
piimek. Postupy zde uvedené jsou pouzitelné pouzést&né planarnich
scénach, ale davaji zde velmi dobré vysledky, polkudrovname sasgji
pouzivanymi metodami, kde se jednotlivé pixely metouuji v podstat
nezavisle. V takto vytignych scénach jsouéné ,zaSumslé“, nerovné
plochy, neostré rohy a hrbolaté &isg Pouzitim zde popsanych posiup
ziskame pesrejSi 3D model bezéthto negativnich jeu

NejcitlivéjSim mistem celého zde popsaného algoritmu je pwvislost na
kvalit¢ nalezenych hran. Proto stale pracujeme na zlep@#étich casti
algoritmu.

Testovani a oxfovani ziskanych postip bylo prozatim gisté
experimentalni. Vzhledem k projektu, probihajicima naSi fakult, ktery se
zabyva vztahem elektronické podpory vyuky a moaérnivebovych a
zobrazovacich technologii (viz ndidad [4]) zaala ped nedavnem
implementace modulu, vyuzivajici a vizualizuji¢gégvedeny postup pro vyuku
pocitacové grafiky.

Podékovani
Tento gispsvek vznikl za podpory projektu Narodniho programéotma:ni
spol&nost 'E-learning v kontextu sémantického weltu’] ET208050401.
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Abstrakt. V ramci vyuky diferencidlni geometrie kfivek a ploch
muzeme s vyhodou vyuzit mapletl - jednoduchych programi, které lze
vytvofit v systému pocitacové algebry (CAS) Maple. Pouzitim mapleta
minimalizujeme ndroky na znalosti studentu pfi préci s Maplem.
Nevyhodou se muze jevit samotna tvorba mapletu, kterd vyzaduje
po vyucujicich alespon zakladni znalost programovani.

Kli¢ovd slova: Maple, maplet, diferencidlni geometrie kiivek

1 Uvod

P#i pouzivani nékterého ze systému pocitacové algebry muzeme nardzet
na problémy plynouci z nutnosti naucit studenty zvladat alespon zakladni
praci s danym softwarem. Moznym zpusobem, jak tyto problémy zmirnit,
je vytvareni mapleti. Nez pfejdeme k samotné problematice mapleti,
podivejme se na struc¢ny prehled uzite¢nych piikazu, které jsou v systému
Maple nainstalovany.

2 Maple v diferencialni geometrii kiivek a ploch

Maple 9.5 nabizi v ramci svych knihoven a jejich procedur podporu mnoha
odvétvim matematiky véetné aplikaci do jinych oborti. Piim&d podpora
diferencidlni geometrie kiivek a ploch tu ovSem neexistuje, obzvlasté kdyz
prejdeme od kfivek k plocham. Pfesto se daji nalézt procedury, které nam
mnohé usnadni. O téchto procedurdch se stru¢né zminime, podrobnéjsi
popis kazdé procedury ziskdme vypsanim piikazu

> 7procedura

2.1 Knihovna plots

Vyuziti knihovny plots v diferencidlni geometrii kfivek je uvedeno
napiiklad v [3]. Proto se v tomto odstavci budu vénovat pouze plochdm.
Hned na pocatku vyuky se vétsinou vénujeme parametrizacim vyznacnych
ploch. Pro vykreslovani plochy se nam bude hodit pitkaz plot3d.
Dalsi grafické piikazy uz je potfeba nacist z knihovny plots. Piikaz
implicitplot3d vykresluje plochu danou implicitné rovnici. Pokud je
to ale mozné, snazime se nejdiive nalézt parametrické vyjadieni plochy,
nebot pifkaz implicitplot3d vétsinou vytvai{ méné kvalitni obrazky a
napiiklad pro kuzel z? + y? — 22 = 0 neni vysledek korektni'. Zajimavé

1implicitplo1:.?>d(}{"2+y”2—z"2,x=—2. .2,y-2..2,z=-5..5);
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plochy lze vykreslit pomoci piikazu tubeplot. Samostatny bod potom
zobraz{ piikaz pointplot3d.

U rotac¢nich ploch nebo u izometrickych deformaci se nabizi vytvaret
animace pomoci pifkazu animate3d. Vyznam pitkazu se rozsifuje
pouzitim spoleéné s dalsimi grafickymi piikazy. Celkovou grafickou
strukturu vzniklou kombinaci téchto piikazu zobrazi piikazy display a
display3d, které maji své vyuziti také u statickych obrazkt. Animace lze
vytvaret i bez piikazu animate3d a to s pouzitim volby insequence=true
v pitkazu display(seq(), ... )2

2.2 Knihovna VectorCalculus

Uziteéné procedury pro diferencidlni geometrii kiivek a ploch muzeme ob-
jevit v knihovné VectorCalculus. Vektor je potieba zadavat ohraniceny
zavorkami <,>. Vystupem Maplu pak je zapis pomoci vektoru baze. Zapis
vektorii pouze pomoci souradnic ziskdme na vystupu piikazem evalm.
Napt.

> with(VectorCalculus):
> v:=<cos(t),sin(t),t>;

v = cos(t)ex + sin(t)ey + te,
> evalm(v);
[cos(t), sin(t), t]

S vyuzitim procedury BasisFormat muZeme potlac¢it zdpis pomoci béze,
vypis potom probihéd do sloupcového vektoru:
> BasisFormat(false); v;

cos(t)

sin(t)

t

Pojmum délka, kiivost, polomeér oskula¢ni kruznice a torze kiivky
odpovidaji procedury ArcLength, Curvature, RadiusOfCurvature a

2Nasledujici kéd zobrazi izometrickou deformaci katenoidu na helikoid:

with(plots) :setoptions3d(scaling=constrained):

catenoid:=(u,v)->[cosh(u)*cos(v),cosh(u)*sin(v),ul:

helicoid:=(u,v)->[u*cos(v) ,uxsin(v),v]:

for i from 0 to 50 do

plil:=plot3d(evalm(cos(i*Pi/100)*catenoid(u,v+i*Pi/100)+sin(i*Pi/100)
*helicoid(sinh(u) ,v+i*Pi/100-Pi/2)) ,u=-2..2,v=0..2*Pi):

vV V Vv VvV

od:
> display(seq(p[i],i=0..50),insequence=true);
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Torsion. Pouziti téchto procedur je s prihlédnutim do napovédy velice
intuitivni. Z didaktickych duvodu je dobré si pomoci pifkazu plot zobra-
zit grafy funkci kfivosti a torze a prubéh téchto funkei srovnat s tvarem
dané kiivky. Vektory urcujici Frenetuv trojhran kiivky lze najit pomoci
piikazii TangentVector, Binormal, PrincipalNormal a TNBFrame. Po-
sledni uvedeny jako jediny dava na vystupu jednotkové vektory. Knihovna
také sestavi parametrické rovnice teény kiivky piikazem TangentLine a
parametrické rovnice te¢né roviny plochy piikazem TangentPlane.

2.3 Dalsi knihovny
Knihovna linearni algebry linalg se velice ¢asto pouziva napfi¢ celym
piikazi pro diferencidlni geometrii bez dalsitho komentafe: dotprod pro
skalarni soucin vektorii, crossprod pro vektorovy soucin vektoru, det
pro vypocet determinantu matice a inverse pro vypocet inversni matice.
Dalsimi zajimavymi knihovnami je knihovna tensorového poctu
tensor a ve verzi Maple 11 se objevuje knihovna DifferentialGeometry
pro vypoc¢ty v moderni diferencidlni geometrii variet.

3 Maplety v diferencialni geometrii krivek a ploch
Vsechny vyse uvedené procedury lze s uspéchem vyuzivat pii cvicenich
z diferencidlni geometrie (za predpokladu, ze vyuka probihd na pocitacové
uéebné), nebot néro¢nost jejich uzit{ nenf pro studenty vysoka. Pii vyuce
mame ale nutkani ukdzat jim mnohem vice, nez naimplementované pro-
cedury umoznuji. K tomu ale potfebujeme vy$si hodinovou dotaci na
pifedmét, nebot vznik4 nutnost prezentovat studenttim zdkladni progra-
movaci techniky. To samoziejmé ¢asto nebyva organizaé¢né mozné a proto
se nabizi feSeni v podobé mapleti.

Maplet je aplikace s interaktivnim grafickym uzivatelskym prostiedim,
kterd funguje obdobné jako javovské aplety v internetovych aplikacich.
Knihovna Maplets se zacala objevovat od verze Maple 7 a od verze Maple
9.5 je soucésti program Maplet Viewer, ktery umoziuje maplety jednoduse
spoustét. Otevirdni zdrojového kédu se muzeme vyhnout tim, ze maplet
vyexportujeme do formatu *.maplet.

Je dulezité si uvédomit, ze i nejslozitéjsi maplet ma k dispozici méné
prostiedki systému Maple nez klasické prostiedi mapleovského zdpisniku
a ze v ramci rozhrani neni podporovana ceska diakritika. Nevyhodou je
také fakt, ze tvorba mapletu vyzaduje urcitou zkuSenost s programovanim.
Dostate¢nym zdrojem informaci pro prvni kroky s maplety muze byt sa-
motnd napovéda Maplu®. Ve verzi Maple 11 existuje Maplet Builder, ktery

3Vsechny diilezité odkazy ziskdme, kdyz na pifkazovy Fddek v mapleovském
zapisniku napiSeme

> ?roadmap
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by mél pomoci vytvorit maplet i méné zkusenym autorum.

Zékladnim principem pii programovani mapleti je rozdéleni jednot-
livych prvka do #ddku a sloupcu, které ptedstavuji vnofené seznamy
vyhodnéjsi pro prehlednost pouzivat pitkazi BoxRow a BoxColumn. Sa-
moziejmé je vice nez zadouci ve zdrojovém kédu udrzovat urcity systém
zapisu, nebot ztratit orientaci v programovém kédu je u maplett obzvlaste
snadné.

Maplety, které pouzivdm pii vyuce, jsou zcela piizpusobeny potiebdm
na cvicenich. Ovladéni je tvofeno tak, aby bylo co nejvice intuitivni.
Navic jsem vzdy pfipravila nékolik ukézek vstupnich dat, které studentum
ulehé¢i pocateéni praci s mapletem. Vyhodné uréité byva hned pfi spusténi
mapletu nacist automaticky néjaké vhodné vstupy, protoze vypliovani
vstupnich formulaiu muze mnohé uzivatele hned zpocatku odradit.

7 témat vénujicich se kiivkam jsem si pro tvorbu mapletu vybrala ani-
maci epicykloid a cykloid, oskulaéni rovnice rovinné kiivky véetné evoluty
a Frenetuv trojhran prostorové kiivky véetné projekei do jednotlivych ro-

7 témat vénujicich se plochdm se béhem vyuky ukazalo pfinosné na-
programovat maplet zabyvajici se kiivostmi plochy véetné znédzornovani
hlavnich, pfipadné asymptotickych sméru v teéném prostoru plochy.
Kromé vypoctu Gaussovy, stiedni a hlavnich kiivosti vidime i grafické
znézornéni téchto kiivosti soucasné se samotnou plochou. Je mozné
rozliSovat mezi kfivosti jakozto funkci dvou proménnych nebo kiivosti
v bodé jakozto funkéni hodnotou.

Pro objasnovani pojmu geodetickd kiivka a geodetickd kruznice byl vy-
tvofen dalsi maplet, v rdmci néhoz je mozno rychle ziskat Christoffelovy
symboly zadané plochy. Maplet umi najit diferencidlni rovnice geodetické
kiivky a na zdkladé numerického feSeni vykreslit nékolik geodetickych
kfivek v daném bodé nebo konkrétni geodetickou kiivku v daném bodé a
sméru. Soucdsti mapletu je mozno si také v daném bodé vykreslit geode-
tické kruznice.

Vsechny uvedené ukédzky maplett pro diferencidlni geometrii kiivek a
ploch je mozné stahnout z webové stranky

http://www.math.muni.cz/~pospisl/dgkp/maplety

4 Zaver
Je zfejmé, 7ze maplety je mozné vytvifet na ruznd témata, a to nejen
v diferencidlni geometrii*. Zavisi jen na nasich napadech, jak zpestiit a

40 zajimavych mapletech v matematické analyze je pojednino v [1].
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hlavné objasnit probirané ucivo. Studenti zajisté takovy druh vyukového
materialu oceni.

Pii vyuzivani poéitacu ve vyuce je samoziejmé dulezité si uvédomit,
zda néas obsluha daného softwaru zbyteéné neodvadi od samotného
problému. Po praktickych zkuSenostech s pocitacové podporovanou
vyukou si troufam prohlésit, ze piinos pro studenty zcela jisté prevysi
mozné technické komplikace a Ze pocitatovd podpora predstavuje
vyznamné doplnéni vykladu uciva.
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Compatible walls
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Abstract. Orientation of compatible domain walls and shargla of ferroelastic
domain twin resulting from phase transitions
tetragonal — orthothombic andtetragonal — monoclinic phases are expressed in
crystallographic unit-cell parameters of the lownsgetry phase.

Examples of symmetry descefimmm — mmm with crystallographic domain
walls and 4m — 2/m with non-crystallographic domain walls are desatibe
more details.

Key words: ferroelastic domain structure; compatible domairl;wigdorientation of
ferroelastic domains; disorientation angle.

1 Introduction

For most ferroelastic domain pairs two mutual pedieular planes
(compatible or permissible walls) exist along which two domain states can meet
in a stress-free and dislocation-free Wef. Ferroelastic single domain states
Ri, R, are represented by the same conventional ung-edibse symmetry is
determined by the symmetry group of a single dons#ite. Their respective
orientation is given by the switching operation tthieansforms the single
domain stateR; into R, respectively. Any vectorv lying in the plane of
potential compatible wall in the high-symmetry phds changed into two
different vectorsy, in the single domain stat®, and v, in the single domain
stateR, The formation of the domain twin requires rotatafrR,; andR, by a
disorientation angle ¢ about the rotational axis which is the intersectbthe
permissible domain walfg.

These two characteristics, depend on the spontangoain in two single
domain statefR;, R, from which the domain twin is formed. T If relative
changes of crystal lattice are small, than the r@aank symmetrical strain
tensoru can be calculated from the crystallographic ugit-parameters before
and after the deformatidn®..

An alternative approath works only with crystallographic unit-cell
parameters of the low symmetry phase.
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The domain stateR; in the first domain can be also obtained by

performing a simple shear on the doma®j of the second domain. The

amount of this shed! is measured by the absolute value of the displaoem
g (displacement of a point in the direction parattelthe equally deformed
planes and to a plane perpendicular to the axteetlomain pair) at a unit
distance, or by a shear angle

2 Tetragonal — orthorhombic symmetry 4/mmm — mmm

A right square prismatic cell of the parent phasespresented in Fig. 1 by
the squard1yNoP,Qo. It can be deformed under spontaneous stéiinto a
Rectangular prismatic cell representing a domaited® (M;N;P,Q; is the
projection R onto the plane of paper), or under spontaneoamaif® into

the domain state RM,N,P,Q5).

Fig. 1

From the Fig. 1 we can see that both prismatic ¢catet each other along
the planes with the normal vectors

n=[1L10, n*=[1L-10.
The disorientational angle is than

T b
= ——arctan—.
2 a
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Fig. 2

From the Fig. 2 we see that the amount of sheatsis determined by the
angle of disorientation

3 Tetragonal — monoclinic symmetry 4/m —2/m

A right square prismatic cell of the parent phaseepresented in Fig. 3 and
Fig. 4 by the squar®oNoPyQo. It can be deformed under spontaneous strain

u® into a rhomboidal prismatic cell representing andn stateR, (rhomboid

M;N;P,Q,), or under spontaneous strain? into the domain stateR,
(rhomboidM,N,P,Q,). The symmetry 2m, of the monoclinic phase determines
fully neither the orientation of these two rhomimidor the orientation of
compatible domain walls in the Cartesian coordirgtstem of the tetragonal
high-symmetry phase. Therefore we can expect nystalfographic
compatible domain wallg/ andW ? with the normal vectoré

n=[Lk,0] , n* =[k,-1,0].

Both domain states meet along the waf{n'] when the prisnR; rotates
through the angle¢/2 and the prismR, through /2 about thez-axis (the
intersecting straight line of the two compatiblellg)a In the Fig.3 the poing,
of the rhomboid Ris rotated into the poirk in the wallW! and the poind, of
the rhomboid Ris rotated into the same poifat This is possible only if

|AB=|AB,|=|CD=[CD].
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Fig. 3

Under the condition of an affine transformatioracfquare into a
rhomboid, see Fig. 4, it is possible to expresptrameterk and the
angley
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— 2 2 2)\?
‘- 2abcow+\/(2bbcosl) +(b*-a%)

b* -a’ ’

\/(Zabcosy)z +(0* -a?)’
b’ +a’

cosy =

where a, b, y are the lattice parameters of the low-symmetgsphy is the
acute angle between neighboring vertical faces).
From the Fig. 3 it follows that the magnitude of ingle of disorientation is

=124,

The domain statdR; in the first domain can be also obtained by penfog
a simple shear on the domaRy, of the second domain see Fig. 5.
In the caseq = QQ, we get

_ J2(1+ k)[k(b2 —a2)+ 2ab 003/] g- J2(1+k)ab cosy
e [ B ey
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4 Conclusion

The disorientation angle and orientation of conipatdomain walls
for a ferroelastic domain twin for symmetry descefim 2/m and

4/mmm O mmm were expressed only in the crystallographic ueit-c
parameters of the low-symmetry phase. The derieethdlae can be
used for both the small and finite spontaneousirstr&or small
spontaneous strains their values are identicdldset calculated from the
strain tensor components.
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Abstrakt. Na fakult strojniho inzenyrstvi VUT v Biprobiha vyuka piitasové
grafiky a geometrie pro vSechny studenty prvnikimilu. Studenti se seznami
s grafickym studiem DesignCAD, teoretickymi zaklgayitacové grafiky a se zaklady
programovani jednoduchych geometrickych uloh v fpea$ Delphi. Pro podporu vyuky
byly vypracovany webové podpory vyuZivajici flastinsaci, které jsou votpiistupné
na Internetu pro vSechny studenty fejaost. Popis pro&di, jednotlivé funkce ve
studiu DesignCALEi celé tutorialy tvorby pedneta jsou animovany a podrobn
popsany. Studenti se k nim mohou vracet bpakovani a procvovani dané latky.
V ptispivku budou ukazany vysledné podpory, jejich vyyditivyuce i zgisob jejich
tvorby v prostedi Adobe Captivate.

Klicova slova:pctitatova grafika, flash animace, DesignCAD, Borland Delp

1 Vyuka poé¢itacové grafiky na FSI VUT v Brné

V prvnim raéniku se vSichni studenti FSI VUT v Brrseznamuji se zaklady
pcXitatové grafiky. Jedné se o jednosemestralni kurz Zjetéph se sklada ze
dvou ¢asti — prace v grafickém studiu DesignCAD a progreémi v progiedi
Borland Delphi.

K tomuto gedn¥tu byly vypracovany internetové podpory. Celé budou
volng kdispozici na serveru Ustavu matematiky na imEvé adrese
http://mathonline.fme.vutbr.czHlavnim cilem &chto podpor bylo vyuZiti
softwaru Adobe Captivate pro tvorbu flash animastuztelnych @i vyuce.
V u¢ebnach nejsou k dispozici projektory, v§ovani postupp konstrukce
slozitjSich objekié je proto velmi obtizné. fipravené animace poslouzi
studentm k lepSimu pochopeni probirané latky a také k opaki ¥ praci na
domacich projektech.

2 Adobe Captivate

Software Adobe Captivate slouzi k vyteai flash animaci, ale také k tvérb
slozitjSich praci s interaktivnimifstupem.

Princip je zaloZen na sniméani jednoho pracovnihmagkcelé obrazovky.
Nasled® je automaticky generovana posloupnost podobna eptaeei
v Microsoft Power Pointu, kterou Ize déle editovaeditaci slouzi doglovani

popisovych bok, podsviceni funkci, reakce na stisknuttitiea, atp.
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Obr. 1: Prostiedi Adobe Captivate

3 Internetové podpory

Vypracované podpory proigdnet potitatova grafika budou k dispozici na
internetu na adrese http://mathonline.fme.vutbr.cz

3.1 Struktura podpor

Podpory jsou roz#leny do rkolika ¢asti. Prvnicast jsou podklady pro
jednotliva cvieni ve formatu .html propojené s flash animacemo. #sk je
k dispozici .pdf verze.

DalSi ¢ast redstavuje uceleny manuél pro praci se studem Desgibn
Obsahuje vysitlené zakladni funkce {lesa, kivky, sweep, extrude, array) a
nekolik tutoriaft pro tvorbu sloZigjSich objekdi (nagiklad kulickové loZisko).
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Obr. 2: Ukédzka animace v DesigCADu, ve spodriiasti ¢éasova osa.

Ve treti ¢asti jsou shrnuty zakladni teoretické znalosti figkase pditacove
grafiky — barvy, typy dat, technickétikky a plochy. Jednacast je
vénovanaobjekto¥ orientovanému programovani, na kterém je zalopeéee

v prostedi Borland Delphi. V ramci

vyuky je teoriémovana prvnich 15-20

minut vyuky. Zajemci si mohou svoje znalosti rdSiprectenim €&chto

materiati, které obsahuiji i dalSi odkazy na literaturu aloyd opakovani.
Poslednicast je ¥novana zajeman o programovani v prasdi Delphi.

Jsou zde uvedeny slojii uUlohy p@itacové grafiky a jejich zpracovani

Vv jazyce Pascal.
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4 Zavér
V letnim semestru tmiku 2006/2007 bylagast podpor vyuZzivana fip
cvicéenich. Studeidim se tento fistup velmi libil a také byl velmi vhodny pro

slabsi studenty, kiesi konstrukce mohli opakovat také doma. PouZasH
animaci podle mého nazoru vyrézkvalitni vyuku.

&

VJ%

Obr. 3:Vysledné modely - ukdzka

Obr. 4:Studentské semestralni prace (O.Damborsky. Frolich)

Podékovani
Tentoglanek vznikl za podpory grantu FRVS G1 2007/1651
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Projektivni rovina nad algebrou oktav

Marie Provaznikova

Ustav matematiky LDF MZLU
Zemédelskd 1, 613 00 Brno
provazni@mendelu.cz

Abstrakt. Prispévek porovnava obvyklou a axiomatickou definici
projektivni roviny a uvadi jejich souvislost. Struéné popisuje historii
objevu projektivni roviny nad oktdvami a duvod, pro¢ tuto rovinu
nelze vyjadrit obvyklym zptisobem, jako napi. projektivni roviny nad
télesem realnych a komplexnich ¢isel. Projektivni rovina nad oktavami
se proto zavadi pomoci projektori.

Klicova slova: Projektivni geometrie, projektivni rovina, oktavy,
projektor.

1 Uvod

Projektivni prostor dimenze n nad polem K obvykle definujeme jako mno-
Zinu v8ech jednorozmérnych podprostori (n + 1)-rozmérného vektorového
prostoru nad polem K. Projektivni prostor nad polem K budeme znacit
KpP™.

Bodu X z projektivniho prostoru KP™ pak pfifadime homogenni sou-
fadnice (zg, 1, ..., 2,). Pfitom plati, Ze

(Axo, A1, ..., zp) = (20, 21,...,2n) Pro 0 £ X € K.

Primka v projektivnim prostoru KP” pak odpovida dvoudimenzional-
nimu podprostoru vektorového prostoru K»*1.
Projektivni prostor vsak mtzeme definovat i axiomaticky. Projektivni
prostor je mnozina bodu spliujici
e pro kazdé dva rizné body p,q existuje jedind pfimka pq jdouci
obéma body p i g,

e na kazdé primce lezi alespon t¥i body,

e pro ¢tyfi rizné body a, b, ¢, d takové, ze primky ab a cd se protinaji,
plati, Ze se protinaji i pfimky ac a bd.

Tento pristup se tedy neopird o konstrukci nad vektorovym prostorem
K"+! a je obliben v oblasti koneénjch geometrii a v kombinatorice.

Zajimava je otazka, zda kazdy projektivni prostor mizeme vyjadrit ve
tvaru KP™ pro néjaké pole K. Je znadmo, ze ano, ale pouze pro n > 2, u
projektivnich rovin je situace slozitéjsi. Projektivni rovina se da popsat
pomoci vektorového prostoru K2 pouze tehdy, kdyz splituje Desarguesovu
vétu. (Trojuhelnik budeme chépat jako trojici boduw, které nelezi na jedné
pfimce.)
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Véta (Desarguesova véta). Necht xyz, x'y'z’ jsou dva trojihelniky. Strany
kazdého trojuhelnika urcugi t¥i primky LM N, L' M'N'. Jestlize se primky
zx', yy', zz' protnou v jednom bodé, pak priseciky LL', MM', NN' lezi
na jediné€ primce.

Obrézek 1: Desarguesova véta

Desarguesova véta je automaticky splnéna pro projektivni prostory di-
menze > 3, ale ne pro projektivni roviny. Projektivni rovina, kterd vétu
spliuje se nazyva Desargueovskd. Prikladem projektivni roviny, ktera neni
Desarguesovskd, je Fanova rovina. Uzitim oktév se da zkonstruovat také
nedesarquesovska projektivni rovina, nazyvame ji projektivni rovina nad
oktavami a zna¢ime OP2. Objevila ji némecks matematicka Ruth Mou-
fang (1905-1977) v roce 1933.

Ruth Moufang navazala na vyzkum Davida Hilberta (1862-1943) v
projektivni geometrii. Hilbertova prace v geometrii méla na vystavbu eu-
klidovské geometrie zdsadni vyznam. Systematické studium axiomi ro-
vinné geometrie ho vedlo k navrhu 21 axiomd, jez podrobné analyzoval.
Pozdéji se zjistilo, Ze jeden z téchto 21 axiomt je nadbyteény, nicméné Hil-
bertova préace byla vyznamna v tom, Ze budovala geometrii na formalnim
axiomatickém zakladé, a také tim prispéla k axiomatizaci matematiky.

Hilbert v roce 1901 ukézal, Ze podmnozina axiomi rovinné geometrie
(v podstaté incidenénich axiomt) spoleéné s Desarguesovou vétou umoz-
nuje vytvorit projektivni rovinu, jejiz prvky lze popsat pomoci nekomu-
tativniho télesa.
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O 29 let pozdéji, v roce 1930, dokézal tvrzeni, Zze nahrazenim Desargu-
esovy véty Pappovou inciden¢ni vétou dostaneme projektivni rovinu, jejiz
prvky lze popsat pomoci pole.

Ruth Moufang je zndma pfedevsim pro svou préaci na neasociativnich
algebraickych strukturach véetné Moufang loops, které jsou po ni pojme-
nované. Jeji nejvétsi prinos v projektivni geometrii je postaven pravé na
praci Davida Hilberta. Sestrojila projektivni rovinu tak, ze opét pouzila
inciden¢ni axiomy rovinné geometrie, ale Desarguesovu vétu nahradila vé-
tou o tplném ¢tyirohu. Dostala projektivni rovinu, jejiz prvky lze popsat
pravé jen pomoci alternativni algebry s délenim.

2 Projektivni rovina nad oktavami
Algebra oktav O je osmidimenzionalni algebra s délenim s bézi

(1,4,4,k, 1,4, jl, k).
Jeji prvky jsou ¢isla tvaru
a = 1w+ 211 + 27 + w3k + 24l + 51l + 2651 + T7KL.

Sc¢itani dvou oktav definujeme po slozkach a jejich nasobeni je dano mul-
tiplikativni tabulkou pro prvky béze
L 1] ] G K] O] @] jUf k]

1 i j k l il gl kl
1| —1 k| —j | —1 | —kl gl
il —k| -1 i| 4l kl =1 | =il
k j —i | =11 Kkl | —jl il | =l
L| =il | —jl | =kl | —1 i j k
il ||l | —ki gl —i| =1 —k j
gt gl kl L] =il | —j k| —1]| —i
kL kT | —jl il L] —k| —j i —1

~| .| = =

Body realné projektivni roviny jsou urceny nenulovymi trojicemi
(29,21, x2) redlnych éisel takovymi, Ze

(xo, 21, 22) = (Azo, Ax1, AT2), A ER, A#0.

Stejné definice se d4 pouzit i pro projektivni rovinu nad komplexnimi
¢isly a nad kvaterniony, ale ne pro projektivni rovinu nad oktéavami, pro-
toze algebra oktav neni asociativni. Pak totiz neni tranzitivni relace

(l’o,zl,xg) = (Al'o,Al'l,AlL'Q), /\6 @, )\#0,
()\.73(), Az, )\.732) = (U(Ax0)7ﬂ(>\$1)vu()‘332))7 IS 0, H 7é 0,
(z0, 71, 2) # ((Am0), p(Az1), P(Ax2)).
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Vezméme napiiklad bod o homogennich soutadnicich (I,il, kl), A = ji,
1 = il. Plati

(Lal kL) = (- L gl - il 5l - k1) = (—4, k, —1i),
(=4, k,—1) = (il(—7),il - k,il(—1)) = (kl, 51, 1),
ale
(1,2, K1) # (KL, 51, =1),

protoze neexistuje ¢islo v € O, Ze

kl=v-1,
Jjl=v-il,
—l=v-Ekl
7 prvni a posledni rovnice vychéazi totiz v = k, ale z druhé v = —k.

Existuje vSak alternativni definice, kterd spliiuje definici dvoudimen-
zionalniho projektivniho prostoru, tedy projektivni roviny nad oktavami.
Je to definice pomoci projektori.

2.1 Projektivni rovina nad komplexnimi éisly pomoci projektoru

Jako motivaci pro projektivni rovinu nad oktavami si vezmeme komplexni
projektivni rovinu CP2. (Adjektivum komplexni budeme v nasledujicich
tivahach vynechavat.) Prvek CP? je jednorozmérny podprostor L C C3.
S timto jednorozmérnym podprostorem muzeme svazat projektory

P . C? — C3 takové, 7e obraz im P = L. Pro kazdy projektor P plati

pPl=rp

Projektort s vlastnosti im P = L je mnoho. My vSak mame moznost vy-
uzit hermitovsky skalarni soucin na C3. K jednorozmérnému podprostoru
L pak vezmeme jeho ortogonalni doplnék L+ a pouzijeme jeding projektor
P, kterj promita C? na L podél Lt. Tento projektor se obvykle nazjva
ortogonalni projektor. Symbolem P* oznac¢ime jako obvykle pfislusny kon-
jugovany operator. Je znamo, ze P je ortogonalni projektor pravé tehdy,
kdyz plati P* = P.

Celkem jsme tedy s jednorozmérnym podprostorem L C C? svézali
pravé jeden projektor P takovy, ze

P?=P, P*=PaimP=L.

Pfipomenime jesté, ze operator A spliiujici identitu A* = A se nazyva
hermitovsky.
Prevedme predchozi tvahy do maticového tvaru. Necht projektor P
ma maticové vyjadreni
P = (aij)i j=1,23
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Protoze P je hermitovsky operator, plati
aﬂ:&ij, 27]11,2,3

Znamend to, Ze na diagonale matice jsou realna ¢isla. Oznacime-li
ay; = &1, age = &2, agz = &3, a3 = 71, a31 = T2 a a;2 = r3 dostdvame
matici
§1 w3 I
P=|Z3 & m
To T1 &3
Protoze je matice P hermitovsky symetrické, pak je-li P projektor,
je automaticky ortogonalni. Tim se tedy déale nebudeme zabyvat. Je-li
P projektor, je splnéna identita P? = P. Z této podminky dostdvame
rovnice

€1 — & = |zaP + |z3]?, & — & =|zsP 4 |z1]?, & — & = |21 + |e]?

(1—=& — &)z =z172, (1 =& —&§3)T2 = 1371, (1 — &2 — &3)T1 = z273.
Odsud vypoctem dostavame

E1+&+E=1.

Da se ukézat i naopak, zZe je-li P projektor s vlastnosti & + & + &3 =1,
pak dimim P = 1.

Celkem tedy plati, ze P je ortogonalni projektor dimenze 1 praveé
tehdy, kdyz plati

P=P" P=P &+&+ 8 =1

2.2 Sestojeni QP2

Projektivni rovinu nad oktédvami miZzeme nyni vytvorit pomoci projektora
analogicky. OP? tvofi vSechny matice tvaru

&1 x3 To
P=|2z3 & 2
To Ty &3

kde &71,&5,&3 jsou realna Cisla a x1,x2,x3 jsou oktavy, takové, Ze jsou
splnény vlastnosti
P=P? &G+&+&=1

Na mnoziné vSech hermitovsky symetrickych matic nad Q@ muzeme
definovat soucin

XoY = %(XY—i—YX).
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Mnozina vSech hermitovskych matic nad O spoleéné s timto soucinem
tvori tzv. Jordanovu algebru.
Pro pevné X € OP? je pak pfimka v projektivni roviné mnozina

p={Y €0P*X oY =0}.

3 Vyuziti

Pomoci algebry oktav lze snadno popsat vynaté Lieovy grupy. Napiiklad
grupa Go je grupa automorfismi algebry oktav, grupa Fy je izomorfni
grup€ izometrii projektivni roviny nad algebrou oktav, a grupu Fg mi-
Zeme popsat jako grupu kolineaci OP?. Projektivni rovina oktév se také
vyuziva v kvantové mechanice.
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Néktera specifika vyuky deskriptivhi geometrie na
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Abstrakt. Prispivek seznamuje sttné s obsahovou naplniigdnttu a
zanttuje se na dopkni specifickych estetickych pojma znalosti se
vztahem ke geometrii, které jsou uéité @i studiu tohoto oboru. Zminka
bude o geometrickém schématu kompozice, proporgigdneta a
dobrych pomdrech vzdalenosti meziigpdnety, estetické powrry rozneri
objekti, oswtleni jako prosedek zvySeni plagtosti obrazu

Klicova slova: Predpokladané znalosti, anotacéegn®tu, oswtleni, technické
oswtleni, rot&ni plochy, Sroubové plochy, zborcené plochy, axosinie,
kosouhlé promitani, linearni perspektiva, estetmiaporce, zlatyez, kompozice.

1 Z&kladni informace o predmétu

Piedpokladané znalostitestované uifiimaci zkousky): kuZelosy, jejich
konstrukce, ohniskové vlastnostity o teinach). Afinita a kolineace v rown

a v prostoru. Kolmé promitani nagk sok& kolmé pamétny — ptiméty bodi,
piimek a rovin; Ulohy polohové a metrickéeti ptimétna. Elementarngtesa —
hranoly, jehlany, vélce, kuzele, koule — jejichuisgimé piiméty, praniky téchto
téles s rovinou nebo fmkou

Anotace predmétu: Oswtleni. Rot&ni plochy. Kolma axonometrie. Kosouhlé
promitani. Linearni perspektiva, zaklady fotogrartriee Sroubovice,
rozvinutelna plocha Sroubova, pravouhla weaa pimkova Sroubova plocha.
Zborcené kvadriky adgkteré zborcené plochy vysSich sitipTeoretick&eSeni
sttech. Uvod do topografickych ploch.

Deskriptivni geometrie jakoé&da o zobrazovani trojrozmeérnych objeki na
rovinu (resp. na rovinyi plochu) & nejen pesné konstrukce vedouci
k sestrojeni pmmétu objektu v konkrétni zobrazovaci metpdile sodasré
buduje a rozviji jalprostorovou piredstavivost takesteticky graficky projev.
Vzhledem ktomu, Ze naiovy obor (od 3k. r. 2005/06)Architektura
pozemnich stavebjsou gijimani uchaz& vytvarré nadani (absolvovali
talentovou zkousku) je dobré vzdy, kdy je to moZjefich estetické ciEni
podporovat. V nabitém programudiva se mohou podat jen kratké informace o
konstrukcich majicich vztah k estetice. Samostgtaécké prace studeni by
mely vice vyhovovatestetickym kritériim, nez je tomu u studdhipstatnich
bakal&skych oboii, kde¢asto rezignujeme jen nganou spravnost.

Kurz studenti absolvuji prvnim semestru s dotaci2 hod. p‘ednaskaa 2
hod. cviéeni.
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2 Nékteré estetické pojmy vztaZzené k obsahuiedmétu

Uvodni prednasky jsou &novany teorii oswétleni. Jsou zde zopakovany
principy rovnol¥Zného promitani a dany do souvislosti pojmgispromitani a
smeEr swtla, pimét bodu a stin bodu na rovinu, tzv. sk obrys &lesa a
mez vlastniho stinwlesa, tzv. zdanlivy obrysslesa (pfimét télesa) a mez
stinu vrzenéhoétesem na rovinu (na pmétnu), viditelna ¢ast objektu a
oswtlenacast objektu. Je zaveden pojéashnického os¥étleni a je sestrojeno
technické osétleni jednotlivych elementarnéles. Stin vrzeny geometrickym
Utvarem na jiny objekt jgeSenmetodou kfizovani stini a zgtnych paprsk.

V Mongeo¥ promitani jsouteSeny piklady konstrukce stinu vrZzeného
pitimkou na elementarnleso a osétleni tohoto ¢lesa.

Swétlo hraje ve vytvarném dile vyznamnou roli. Zndzminoswtlenych
ploch a stii zvySuje plastinost obrazu objektu, pomaha Kk lepSimu
prostorovému viemu (k lepStgusta¥ zobrazeného objektu). Podle tvaru stinu
miazeme gkdy rozliSit od sebetizné objekty, které maji shodn&ipity. Tedy
stin hraje roli dalSiho gmétu zobrazovaného objektu.

Rotaéni plochy jsou zobrazovéany také v Mongeopromitani. Po zavedeni
pojmi rovnokEzka, meridian, hlavni meridian atté rovina v bod plochy se
feSi sestrojenfezu plochy danou rovinou ijp. swtelnou rovinou). Néasleduje
technické osétleni rot&ni plochy (¥tSinou jen na narysnu), pouziti Pilletovy
roviny.

Pfi zadani rotani plochy hlavnim meridianem slozenym z kruhovych
oblouki je dobré se zminit estetickém spojeni kruhovych obloufi (viz. K.
Drabek, F. Harant, O. Stelzer: Deskriptivni geomedir str. 100).

Kurz pokrauje dalSimi promitacimi metodami kolma axonometrig
kosouhlé promitani a linearni perspektiva Tato promitani jsowasto
pouzivana pro svou nazornost. Mapastavovaci studiese vypracovavaji ve
vojenské perspektdy piipadré v perspekti¥ ¢i izomerii. V tchto studiich jde
predeviim o ziskanitpdstavy o seskupeni hmot a jejich &kni, voli se
mensi mdfitko a objekty se zjednoduSuji (fapyzna&i se jednotlivd podlazi
bez zakresleni oken a jinych detil

Do perspektivniho obrazuarchitektonického navrhu je zvykedokreslit
také okoli zobrazovaného objektu, dat tim uvazovanému prostbarakter a
miru vztazenou k velikostilovéka. Zakreslujeme tzv. Stafazni prvky, které by
meély byt vSeobeckh dol¥e znamé (dopravni prdetlky, postavy, stromy,..) a
jejich velikosti by n#ly byt odvozeny zlidské postavy. iiPoswitleni
v perspekti¢ mizeme zvolit sir vrzenych stii (a tim i jejich pimétenou
délku)

Dale je vobsahu kurzwroubovice rozvinutelna plocha Sroubova
Sroubovy konoid a d&které zborcené plochy (hyperbolicky paraboloid,
jednodilny hyperboloid, konoidy, Montpelliersky obk, Marseillsky oblouk)

a jejich zobrazeni v Monge®promitani, v kolmé axonometrii a v kosouhlém
promitani.
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Zawr kurzu je ¥novanteoretickému feSeni skecha zakladnim pojiiim o
topografickych plochach

2.1 O proporcich

Kompozi¢ni schémase opird o zakladni geometrické Utvary, (tj. thejaik,
¢tverec, kruznice, pravidelné mnohouhelniky, koltgadr atd.) rozvrzené
podle citu. V kompozinim feSeni je dlezité dbat ngroporce objekt, tj. na
dobré (estetické) po¥ry rozmera objektu, ale i na dobré pany vzdalenosti
mezi objekty.

Estetické poréry rozneri jsou:

Harmonie étverce je pongr délky stranyitverce k délce jeho Uhléggky. Je
to poner 1 : V2, vtomto pomdru jsou rozndry papiru formatu A, dale je
pouzivan u pednti bézné poteby jako sil, skiin, venkovské stavby,...
Maliti ho nazvali ,formét krajiny“. Bedn®ty s rozngry v tomto pondru pisobi
dojmem solidnosti, stalosti a¥zkopadnosti

Zlaty tez je pongr strany pravidelného gidhelnika ke strah péticipé
hvézdy do rho vepsané. Tento p@mbyl od nejstarSich dopovazovan za
nejkrasnéjsi. Cislo 5 nazval Pythagorasslem ozdoby, ornamentu.

Useka je rozdlena na d¥ nesteji dlouhécasti v porgru zlatéhotezu,
kdyz plati: délkaa menSi¢asti (tzv. minor) se mé k délde vétsi ¢asti (tzv.
maior), jako délka &si ¢asti b ku délce celé usky (a +b).

Jellib/a =1,61803, pakb/a=(a+b)/b,¢li b/a=1+alh
Oznaime-li b/a=x, pak plati rovnicex’ =x + 1 s kdenyx, = 1,61803x, =
=0,61803...

Rozcli-li se maior opt zlatym fezem, pak vznikly maior se rovna
piedchozimu minoru.

Dobie esteticky psobi tendenceachovani podobnosti(nag. pii dalSim
¢leréni plochyci prostoru) a tendengeroporcionalniho ristu. Tato vlastnost
ma i psychologicky vyznam,vytiiddojem stalosti, objekt si ve svém vyvoji
zistava podobny. Zakonitost harmonickélistu je graficky mozné vyjaid
gnomonem.Gnomon je geometrickad figura (Gtvar), kterd, je-li postasa
s druhou figurou vytvih celek podobny {vodni figue.

Mezi proporcemi (rozrry) objektu byvacasto pouzivan vztah nasobku
ur¢ité spoléné jednotky —modulu. Le Corbusier zformuloval vy&hovaci
systém, ktery se opira o dva faktory, zlggy a miryloveka.

2.2 O kompozici

Symetrickd kompoziceyjadiuje klid, asymetrickddynamiku. Asymetrické
umis&ni jednoho bodu¢{ Utvaru) z rdmce symetrického ugpadani ostatnich
bodi (¢i Utvani) vyjadtuje vyluénost a vytvarny vyznam.

Pontry ploSnych obrazc je mozZnédojmové korigovat ¢lenénim plochy
zaékladniho obrazce. Vertikalniglenénim dojmow¥ zvySujeme a zuZujeme,
horizontalnimglenénim se plocha zdankvsniZuje a roz$uje. Rovinné obrazce
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se &li Ghloprickami, stednimi gickami, atd.. Bitom se uéuji hlavni nebo
vedlejsi body kompozice Lze tici, Zze ¢im vice kompoazinich linii bodem
prochazi, tim je tento bod v kompozici vyZn&si.

Pocit stability (rovnovahy) ndm davajitfmky svislé a vodorovné. Pocit jistoty
a stability je vyraz&si u linie svislé, odtud jejicasté uziti jako osy
sourérnosti. Sikmé linie rovnovahu rusi. Obnovit ji jeutné jednou nebo
nékolika liniemi op&ného snidru.

Pro vyrazijSi ¢leréni je mozné pouzitytmického stiidani prvki.

3 Zavér

Obzvlast v oblasti architektonického navrhkiupramyslového navrhu (design)
jsou obsah a forma dwstranky, kterym musi autorénwovat pozornost. Forma
je vzdy v ijakém vztahu ke geometrii, at’'uz ve vlastnostecityeiz tvar,
nebo ve vztahu k uZité projekci. Obsahovy Zafe tizen intuici, invenci a
fantazii. Ri snaze Usgsre realizovat obsahovy z&mdila je uZiti geometrie
slozka pomocnd, ale nutna. Raciondlni strankaciiwvo procesu je \&thto
oborech nezbytna, neboryrokd je treba v pedstihu uit pracovni postup
podle danych moZnosti techniky a technologie. Ndngestranu nemohou
vypocitatelnost a pesné geometrické konstrukce nahradit nedostatekttalna
druhou stranu je mozné uzitim poznatk geometrie dosahnoutgswdcivé
miry vytvarné dokonalosti.

Presnost a jasnost tvaru jsou nezbytnymi znpky vytvoreni dokonalého

vyrobku ¢i stavby. Piedpoklademtohoto vysledkye uziti geometrie jiz od
poéatku navrhu.

Podékovani

Pro kurz AAO2 vznikly v ramcieSeni grantu “Podpora realizace nové struktury
a modularni skladby studijnich progranvUT v Brné" tyto studijni opory,
které naleznete na strankdutp://math.fce.vutbr.cz

J. Puchjova, J. Bulantova, K. Prudilova, L. @&tova: Ulohy v kosouhlém
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J. Puchyové, J. Bulantova, K. Prudilova, L. @&tova: Ulohy o fimkovych
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J. Saf#ik: Technické osttleni

Literatura

[1] F.Crhék, Z. Kostka: Vytvarnd geometrie, SNP Pre®@r
[2] B.Puchy: Sadovnickéa technika, l.ditast 2, SPN Praha, 1966.



Geometry and Computer Graphics 2007 195

Chosen subjects of exercises from geometry realized
In process of engineers’ education on Faculty of
Environmental Engineering and Land Surveying at
the Agricultural University of Cracow

Adam Ruzyczka

Dept. of Land Reclamation and Environment Development, Fac. of Environmental Engineering
and Land Surveying, Agricultural University of Cracow, Poland
email: rmruzycz@cyf-kr.edu.pl

Abstract. This is a paper of chosen classes performed wishibject named
Descriptive  Geometry and Engineer's graphics forstfyear students of
Environmental Engineering and Land Surveying andtd@aaphy, Faculty of
Environmental Engineering and Land Surveying atAlgricultural University of
Cracow. They were developed by author in orderrésgnt geometry applications
in engineers’ practice, and obtain highest effestass of education in relation to
reduced time of classes (hours of exercises).

Key words: Descriptive Geometry, Engineer’s Graphics

1 Introduction

This is a paper of chosen classes performed withbject named Descriptive
Geometry and Engineer’s graphics for first-yeardshis of Environmental
Engineering and Land Surveying and CartographyulBaof Environmental
Engineering and Land Surveying at the Agricultudadiversity of Cracow.
Classes include axonometry, Monge's Descriptive n@y orthogonal
projections, and perspective. They were develogealthor in order to present
geometry applications in engineers’ practice, ahthio highest effectiveness
of education in relation to reduced time of clagbesirs of exercises).

2 Chosen subjects of exercises from geometry and
Engineer’s graphics

Students receive exercise subjects, usually indaliddata in the form of

already started drafts, and they solve those pnablesing knowledge obtained
during lectures. Form of lectures was also modifaadl adapted to their
reduced number. Therefore, it is a computer prasent of construction

performed step-by-step. Furthermore, students vecedprints of subsequent
drafts for copying, usually one week before lectwe they could take notes
with respect to hints on their copies.
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Chosen subjects of exercises:

In the flat ground, design a reservoir with horitednrectangular
bottom limited by dykes surrounding the bottom wkemwn’s
ordinate is 1.2 m higher than bottom’s ordinatediiof dyke’s
crown is 1.5 m, and the slopes’ tilt is 1:1.5. Res# is surrounded by
a ditch 0.4 m wide (on the bottom), and 0.7 m debpn compared
with the dyke. There is a road leading to the resiertilted by 10%
and 3 m wide. Delimit ground works concerning baakd
excavations and sketch sectional views in 1:10062@0e (Fig. 1).
Sketch St. Andrew’s cross in perspective geometxgrijometry)
when dimensions of component elements are given &ji

Measure buildings presented in the pictures, whaoke orthogonal
walls. Longitude of one wall section is given (F3).

Describe visibility of two infiltrating regular tethedrons with parallel
bases. Visibility of one edge is given (Fig. 4).

Describe visibility of three circumscribed (tangahthoops,
orthogonal to each other, when visibility of ongeds given (Fig. 5).
Design bicycle route in children’s playground (Féy. The rout
should consist of straight fragments, circular as;ftonnected
tangentially. Do geometric constructions of coniterst between lines
and circles when different elements are given ¢eithe radius of
connection arch, its beginning or end, or its agnte
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Fig. 1: Reservoir with horizontal, rectangular botiom (student'sdraft)
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Fig. 3: Buildings

Fig. 4: Two infiltrating regular tetrahedrons with parallel bases
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Fig. 5: Three circumscribed (tangential) hoops

3 Conclusion

Gradually reduced number of hours of descriptivengetry and engineer’s
graphics pose new challenges for teachers. Foslynaducational experience
is assisted by computer techniques, which allowhees to manage new
problems well.
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Tvorba studijnich materiala za podpory ESF

Jan Safatik — Hana Saf&ova
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Abstrakt. Prispivek podava informace o projektu Modernizace vyulyFakulé
stavebni VUT v Bray v rdmci bakaléskych a magisterskych studijnich progfam
specialg o jeho di¢i ¢asti — vyrovnavacim kurzu z deskriptivni geometrteSené
na domovském pracovisti autiopiispsvku.

Klicovéa slova:ESF, MSMT, deskriptivni geometrie, vyrovnavaci kurz

1 Uvod

V minulém roce jsme vas informovali o zahgjeni pratleni Ustavu
matematiky FAST na projektu podporovaném Evropslsguialnim fondem.
V realizaci, kter4 byla rozvrZzena na dva roky, pré&kortil 15 mesic. Chli
bychom vas informovat o postupujicich pracich mattoprojektu:

i [P VYSOKE
g n UCEN!
Bt TECHNICKE
VBRNE
o M

Modernizace vyuky na Fakul stavebni VUT v Brné
v ramci bakalarskych a magisterskych studijnich prograni
CZ.04.1.03/3.2.15.2/0292

Cilem projektu je fipravit studijni opory proYyrovnavaci kurz deskriptivni
geometrig'.

2 Vyrovnavaci kurz deskriptivhi geometrie

Cilem je sjednoceni znalosti studeptvnich r@niki prfichazejicich na fakultu
z riznych typi stednich Skol. Kurz umozni studént chykgjici znalosti ziskat
a poskytne jim stejné startovni znalosti pro dstigdium.

Kurz vznikne modernizaci stavajiciho nepovinnéh@dpetu prvniho
rocniku zimniho semestruBA91 zaklady deskriptivni geometriktery je
ukonien zapétem bez kreditové dotacerddnet by mel byt opst nepovinny,
ale dopordgeny vSem studedtin s absenci vyuky deskriptivni geometrie na
sttedni Skole. NI by byt ukorgen zapétem, domnivAme se, Ze by bylo
vhodné, aby fedntt mél alespa minimalni kredit.
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Cilovou skupinou pro kurz jsouigdevSim studenti, kie pfichazeji

ze stednich Skol, kde neni vyuka deskriptivni geometileumi zachazet

s pravitkem a kruzitkem, nemaji elementarni znaMsastnosti kuzelosek

potiebné k jejich vyrysovanCasto maji velmi slabé zaklady stereometrie atd.

Deskriptivni geometrie [ _[x]
[ Lo
Perspektivni kolineace mezi dvéma rovinami je urtena. je-l déan stfed Sarovmy pa g’ D ®
Perspektivir kolineace mezi dvéma ravinami g
stted kolineace asa Q
mazi dvéma rovinami kelinease T
s Q
T T
! £
sMEr ravnobEznghs ﬁ

promitant
w ]
| ; ‘ =1
2 popraek kolineace
E 2

5, sarmadruzng bod
£

pitmek o, o E

Osnova

|
|
|
|
|
|
|
|
[ W rowving
e
Sr

b
|
|
1‘} osa kolinsace
|
|
|

— paprsek kelineace
stred kolineace

v roving

"D samadruing bod

Obrd prmek ar,a'c .

Obr. 1: Ukazka z pripravované studijni opory

3 Zakladni tématické celky

0]
0]

zaklady technického kresleni
geometrie naifimce

poner tf bodi na gimce
dvojpontr ¢tyt bodi na gimce

geometrie v rovia

konstrukce trojuhelnik

kruznice (t&na, mocnost bodu ke kruZznici, chordala...)
konstrukce pravidelnych n-uhelrik

konstrukce odmocnin

konstrukce elipsy

planimetrie

identita
shodnost
= 0Sova sourrnost
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» sttedova sourrnost
= ot&eni
= posunuti
e podobnost
= stejnolehlost
0 stereometrie
e jednoduchéadesa a plochy
o afinita a kolineace
0 zaklady rovnobZzného promitani

|
1]

=

Deskiiptivni geomelrie
= T

Konstrukce

Afinita je ddna dvofler afinng sdruZenych bodd $—%' a dvojier ofinng sdruzendch pirmek mem'.
V dené afinité sestrojte ke tverci se stfedem 5 o jednou stranou na ptrmee m odpavidajier dtvar,

0sd
afinity

7] Obsan

= [ Ew | 8@ |LBle | 5|e

Osnma
oL =

(hr 14

Obr. 2: Ukazka z pripravované studijni opory

4 Popis predpokladanéhoieSeni projektu ESF 2006/2008

Priklady jsou zpracovavany formou slide-show na CDMRQPrace na této
¢asti projektu by réfly byt ukorteny 31 fijna 2007.

V pribéhu t#chto praci byl zviejrén informani letdk na internetu,
pfipravena prezentace na den ééech dvéi FAST (Gnor 2007 a anor 2008),
a veletrh Gaudeamus. Vramci projektu jsme spolmrali na pipraw
5. matematického workshopu vroce 2006 a 6. matekédto workshopu
v roce 2007.

Ve stavajicim kurzu BA91, ktery prél ve Skolnim roce 2006/2007 jsme
otestovali vhodnostdkterych gikladi a praci s no¥ vytvorenymi poniickami.

K danému kurzu sefjstupovalo jako kfipravnému. Vyhodnoceni tohoto
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pilotniho kurzu probhlo az po skoteni letniho semestru Skolniho roku
2006/2007. Podle jeho vysleilkoslo ke korekci textpiipravovaného kurzu.

Deskriptivni geometrie [ _[x]
[=l TIIavin 054 ehpsy J& v TOmto prklade piimka o, [3,2), Vedlelsl 0sa eipsy J& DImnka 0,03, 1) L oap
6. Délka hlavni poloosy je délka a = [N1| = ||L'2|; délka vedlejsi poloosy je délka b= L'1| = [N2|. B
Sestrojime vrcholy elipsy a kdiviu narisujeme.
S
Konstrukce Tl
Rytzowa kenstrukce U @
Elipsa k Je ddna sdrufenymi proméry KL, MM. Sestrojte osy efipsy. @
£
2|
5 =l
g
E 2
g
d
H Obr.2 v
<[ = : ] ,

Obr. 3: Ukazka z pripravované studijni opory

Inovovany kurz proghne poprvé ve Skolnim roce 2007/2008 prvniho
roéniku zimniho semestru.

V lednu azcervnu 2008 prokhne za¥recné vyhodnoceni a ffprava
veSkerych materiél k naslednému pouzivani v dalSich kurzechigprava
k uzaveni projektu.

5 Pouzité technologie

5.1 OtherCAD

Rozfazované konstrukce jsou narysovany v progranthet@AD firmy
ALPRO, s.r.o. a na CD je pouZita jeho minimalnizeedoplgnéa o slideshow
od Petra Slepky.
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DaEE

ozekasvs so v povel

430 82 3.

Obr. 4: OtherCAD

Systémy OtherCAD umaidiji praci s vektorovou i rastrovou grafikou a jsou

uréeny i pro rozsahlé aplikace. Jedna se o moduldaficgy systém, ktery

neklade piliS velké naroky na potat ani na kapacitu disku. K zakladnimu

systému Ize doplnit velké mnozstvi profesnich kméroa nadstaveb.

5.2 Zoner CONTEXT

Jako celkové prostdi je opt zvolen Zoner CONTEXT firmy ECON
info, s.r.o., ktery umaiuje tvorbu multimedialnich CD-ROM Tento systém
je univerzalni a vykonny autorsky nastroj pro alekické publikovani. Ma
velmi dolfe vyfeSeno zpracovavani textu a jeho vlastni fulltexteehnologie
zvladne jakkoliv obséhlé publikace.

Zoner Context 4 - [Ba31]

(4BC) ma byt Kadng, délky m, » nanaSime na stejnou strama od pfimky 4B (isecky AC a BC maji stejnou
orientaci). V pripadé c) délici pomér (45C) ma byt zaporny, delky 2 nandSime na opacné sirany od pfimky
4B (isecky AC a BC maji opacnou orientaci).

1. Délici pomér:
Zadani: Zobrazte bod C o daném delicim poméru (45C) = m - n, jsou-l diny zakladsi body 4, B m

Reseni

‘Délici pomér (4BC) je definovan jako pomér délek orientovangch tiseéek |4C! - |BCI

‘Pro sestrojeni bodu C vyuzivime podobnost trojihelnial

- Sestrojime bovolné rovnobézky, které prochazeji body 4. B

- Na tyto rovnobézky naneseme delku  (resp. ) od bodu A (tesp. B). V pripadech ), b) délici pomer

- Prinik ty usecek délek m, » protne pi bodé €.

2. Dvojpomér:
Zadani: Pro dané body 4, B, C, D urcete dvojpomer (48CD).

Reseni

Dvojpomeér (BCD) je definovan jako (4BC) / (4BD).

2) (4BCD) = (4BC) / (4BD) = AC|:|BC| /4D : |BD| =2 (4)/9:3=1/6

) (4BCD) = (4BC) / (4BD) =|4C|: |BC|/ [4D| : BD| =614/ (12) : () =1/7

3. Odmocniny:

Zadin: Sestrojte iseeky délky odmocnina 2,3, 4,5

ReSeni:

‘Pro konstrukei odmocnin vyuzivime Pythagorovu vétr & + b= ¢’

- Sestrojime pravouhiy trojihelnk s odvsnami délky 1, prepona pak bude mit délku odm. 2

- Sestrojime pravouhy rojihelnik s odveésnami délky 12 odin.2, prepona pak bude mit déllu odm. 3.

- Sestojime pravouhly trojihelnik s odvésnami delky 1 a odin. 3, pi it 44.2
- Sestrojime pravouhy rojuhelnik s odveésnami delky 12 2, prepona pak bude mit ek odm. 5

i

Obr. 5: Zoner CONTEXT
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Polarni reciprocita

Arnost Sarman
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Abstrakt. Prispvek vznikl na zaklagl mé spoluprace s pracovniky, iitese
zabyvaji aplikaci vlastnostifip tvafenim kowi. Zde jde o powrry citlivosti
anisotropnich vlastnosti matedahapsti pii tvafeni kovi. Vlastnosti funkci, které
vyjadiovaly jednotlivé vztahy, byly vyjdeény dvojpondrem, kde modelovymi
kiivkami byly kuzelos&ky (elipsy). Tyto kuzelosgky jsou ve vztahu polarni
reciprocity, vzhledem ke zakladnfidici kuZeloséce. Tatoridici kuzeloséka vaze
recipra:ni kuzeloséky vztahem dvojporru.

Klicova slova:reciprocita, polarita, kuZelodea, ponér, dvojpongr.

1 Uvod

Zasatkem pispsvku uvedu gkteré pojmy projektivni geometrie, které je nutno
piipomenout pro pochopeni obsahtispivku. Pro Uplné pochopeni obsahu
piispivku je nutno seznamit se s dalSimi pojmy projektigeometrie, jako je
Pascalova a Brianchonovéta, konstrukce kuzelosek na zaklagtéchto wt a
pod. V gispivku se nebudu zabyvat podrobnym popisek konstrukce
kuZeloseéek. Spoléham na znalos#chto projektivnich vlastnosti kuzel@sk

u tch, ktei budou timto fisptvkem osloveni. Tyto pojmy jsou velice dab
popsany v literatte [1]. Uvedend literatura je vhodna pieSeni probléfin
projektivni geometrie pomoci pitact. V nasledujicich bodech jsou popsany
zasadni pojmy, které jsou podstatou polarni recipr&uzeloseéek.

2 Pomér, dvojpomér.

Délici porrer.
‘I“----......."..

o
‘e

' “‘t‘ ‘.--:'...A c
A B p
Obr. 1

Pontr Us&ek AC/BC nazvemalélicim pongrem tii bodi A, B, C a budeme
zn&it

(ABC):Ac = (ABC) = +AC/BC |,
kde znaménke plati , je-li bodC vnitinim bodem sy AB.
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Dvojporrer.
““‘II ll......
R .l
f A c |
D
Obr. 2

Dvoj
pomer bodi (ABCD) ... podil porgra (ABC) a (ABD). Body A a B jsou
zakladni.

Body C aD jsoudélici. (Vlastni.)

Plati tedy: (ABC): Ac = (ABC) = # A,:C
BC
(ABD): Ap = (ABD) = + . AD
BD
e AC .BD
o= (ABCD) = 7 , 0= ———
D AD . BC

Vztah ma smysl pro vlastnélici bodyC aD.

3 Pdl, polara kuzeloséky.

V roviné mgjme danou libovolnou jednoduchou kuzeldsek a libovolny
bod P, ktery neni bodem kuzelodey k. BodemP prolozime libovolnou
piimkua protinajici kuzelosiu v bodechA aB. Na pimcea sestrojime bod
X pro ktery bude plati(A B P X) = -1.Je toc¢tvrty harmonicky boditvetiny
bodi A, B, P, X Sestrojime-li dalSi body, obdabjako bod X, potom:
VSechny bodyX lezi na jedné imce p, kterou nazvemepolarou
boduP vzhledem ke kuZelogeek.
Prisetiky U aV polaryp a kuZeloséky k jsou dotykové body tenu av,
které prochazeji bodem

4 Polarni reciprocita kuZeloseéek.

Na obrdzku 3 je uvedena konstrukce jedné pgtdopduP kuZeloseéky k.
Jestlize sestrojime k zadané kuZetoeek dalSi polary k bodim, které nélezi
libovolné kuZelosé&ce, potom tyto polary obaluieciproéni kiivku vzhledem
k zadané kvce k. Kiivku k uvazujeme jakdidici prvek reciprénich Kivek g a
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r. Na nasledujicim obrazku 4 je nazema konstrukce dvou bod\, B, které
jsou body kuzelosky g. Bodim A, B odpovidaji polara ab .

p- polara
polu P

| - libovolna
tétiva

Obr. 3

Obr. 4

Polarup boduP kuZeloséky k Ize tedy konstruovat jako spojnici
bodi U aV dotyku t&éenu av vedenych boder® ke kuzeloséce k. Snadno
Ize ukazat, ze jestlize sestrojime polaru bBdltery je bodem kuzelosky k,
potom polaroyp tohoto bodu je ta kuzelosgky a polP je dotykovym bodem
polaryp a kuzeloséky k. Na giklad na obrazku 3 jsoudey t; at, , které jsou
polarami bod T, aT, elipsyk. Pro Uplnost je nutno uvést, Ze polary fmiith
bodi kuZeloséky nemaji s kuZeloskou spoléné body. Na obrazku 4 je
polara u bodu U kuZeloséky k. Sestrojime dalSitit polary k bodim
kuZeloséky g . Ziskame t polar - t&éen kuZelos&ky r. Tato kuZelosikar je
reciproéni polarni kuZelose&kou ke kuZeloséce g vzhledem ke kuZelogee
k. Na néasledujicich obrazku 5 je varianta, kdy kogeky jsou hyperboly. Na
obrdzku 6 jetidici kuZelosé&kou elipsak a recipré@ni kuzeloséky jsou
hyperbolyq ar.
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Obr. 5 Obr. 6

Kuzeloseky z danych t&en jsou konstruovany pomocéty Pascalovy resp.
Brianchonovy a pomoci dalSich vlastnosti kuzelekeNa obrazku 5 jéidici
kfivkou hyperbola. V technické praxi vSak je vice ipdha elipsa, protoze
elipsa aproximuje (dle technickych zkuSenosti) lépary materidlu f
valcovani profili. Z hlediska projektivni geometrie vSak tato "zlags" neni
podstatni. Nenidgglem tohoto fispivku rozebirat vSechny varianty moznosti
konstrukce kuzelogsek z danych prvk To Ize najit v literatie, kterd se danou
problematikou zabyva.

5 Vyuziti v poéitacove grafice a v technické praxi.

Polarnich vlastnosti Ize vyuZit i v prostoru 3D. Méklad @i sttedovém
oswtleni kvadrik. Mez vlastniho stinutipsttedovém osétleni kvadriky je
vlastrg rovinnytez polarni roviny $edu os¥tleni a uvedené kvadriky. Polarni
rovinu ugime temi body, které jsodtvrté harmonické body ndech fiznych
piimkach prochazejiciigdem osstleni vzhledem k pisetikam téchto gimek
a dané kvadriky.

Na obrazku 7 je zobrazena situace v prostoru 8xadan jednodilny
hyperboloidg a bodX, ktery neni bodem plochy. Jestlize bod¥mvedeme
libovolnou gFimku, ktera protne plochu jednodilného hyperbolaggdyotom
mnoZzinaétvrtych harmonickych badk boduX vzhledem k pisesikim plochy
tvori polarni rovinup(X). Rovinap(X) protne plochuy v kiivce tyx, ktera je
dotykovou Kivkou t&ch pimek prochéazejici bodenX, které se plochyg
dotykaji.

V technické praxi naSla uplam polarni reciprocita i tvareni
materialu. Popisovana polarni reciprocita je nejiskutovanym problémem
geometrické algebry a projektivni geometrie [odkéada (120) na Google
.polar reciprocity’] , ale naSla uplatni i wdach. S pojmem polarni
reciprocity Ize setkat i pouzitipstudiu seismiky a pod.
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Byla také pouzitaip formulaci tzv. duélniho potencialu k potenciélu
plastickému v teorii
nelinearni  pruznosti a
plasticity [5] [HILL 1987] a
odtud pak kvytveeni tzv.
modelu polarni reciprocity
jako nastroje k hodnocen
tvaritelnosti za tepla [4]
[RAJAGOPALACHARY,
KUTUMBARO 1989] a [7]
[POVYSIL, 2007]. Teorie
polarni  reciprocity byla
vyuZita k navrhu vztah pro
vyptet Kivek plasticity
anizotropnich materiél [8]
[VAN HOUTTE 1994]. V &chto materidlech je vyuZivana polarni reciprocita
kuzeloséek. Zde vSak podstatnou zalezitosti jsou normalydpovidajicich
bodech. Tyto normdly zpravidla zna#toji fyzikalni veliiny, které jsou
vazany dvojporrem. Je tedy té# vzdy hledana zavislosttvrté veliiny
piislusného dvojportu zbyvajicichii velicin. Na obrazku 8 jsou znazaimy
normalyng ang v bodechQ a R, které nalezi reciptmim elipsamq ar pres
fidici elipsuk. Elipsa k vyjadiuje funkini zavislost kivek q a r danou
dvojpontrem. Pro praktické vypty tecen a normal kuzelogek vSak
dosavadni tradni postupy konstrukciéthto prvki nejsou piliS vhodné.
Postupy vypo6tu v odkazech [1], [2] resp. [3] jsou daleko vhedh

6 Zavér

Prad jsem se rozhodl vyt tento gispivek? Vedlo mne k tomuékolik
divodi. Jeden je, Ze jsem éhukazat aplikaci projektivni geometrie jednak v
praxi a taktéz proifjpadné vyuZziti v péitacové grafice. Nenidelem na tomto
mist uvadt problémy, které Ize s pomoci projektivni geongateSit. Zjemci

0 se mohou gmito setkat v uvedené literatu [4], [5], [6], [7] a[8]. Hlavni
divod, ktery je vhodné na tomto niigifipomenout jsou odkazy [1], [2] a [3]
tohoto gispsvku. Jde v podstato webnice projektivni geometrie zpracované
pro pouZiti feSeni probléiin projektivni geometrie  pomoci  pitece.
Domnivam se, Ze c¢itelim v sokasné dob, kteti se projektivni geometrii
zabyvaji by tyto debnice velice pomohly. ZvlaStem witelam, ktei se snazi
vhodnym zfisobem p ieSeni geometrickych dloh vyuzivat vyetni
techniky. Jde totiz mimo jiné o to, Ze pouziti vyptni techniky umaoiuje
zapojit vice oblasti préeSeni a nejsme odkazani pouze na znalosti z gagemetr
resp. matemetickych disciplin. Pedaplikace #iznych ¢asti matematickych
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disciplin algebry, diferencialni geometrie a podnaZiuje vyuzit princig
projektivni geometrie v dalSick¥@nich oborech.

Také neni &lem tohoto fispivku polemizovat ohledh zpisohi
konstrukci téen, normal a dalSich prikke kuzelosékam. Zpisoby vypdtu a
zapisu zavislosti uvedené vabnicich [1], [2] a [3] nemusi byt vzdy vhodné,
ale je teba o této foravédét. Mne osob#é velice mrzi, Ze jsem sed&thto
studijnich materialech déuél az nyni a to diky aplikacim v hutnim a strojnim
oboru.
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Hyperbolické mozaiky na pcitaci
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Abstrakt. Prispivek je wnovan péitaoveé konstrukci hyperbolickych mozaik

Klicova slova: Hyperbolické mozaiky, Poincareho disk, grupa syihet
fundamentalni oblast

Na konferenci GCG 2006 byl ig¢dnesen iispivek o hyperbolickych
mozaikach [1], kde autorka nailladu popularni hyperbolické mozaiky H. S.
M. Coxetera z roku 1958 nazfila konstrukci této mozaiky transformacemi
fundamentalniho pravouhlého trojuhelnika. V&éavbyla zmigna konstrukce
hyperbolické mozaiky pomoci pravitka a kruzitka, jiapopsal Ch. Gootman-
Straus [3].

ProtozZe jsou hyperbolické mozaiky geometricky zajitna esteticky
nosné, jsou tématentqunetu Vytvarnd informatika. fspivek je zkrdcenou
verzi rednasky - zobeéaje pojem hyperbolické fundamentalni oblasti a ivad
potrebné matematické vztahy progitacovou konstrukci.

Obr. 1. Hyperbolicka mozaika {7, 3 a hyperbolickd mozaika {6 4}.

Hyperbolické regularni dld2di budeme realizovat v prostoru
Poincarého disku [1], [4]. Tento model hyperbolic&éprostoru je pro nasSe
Gcely vhodny, protoZe jeho geodetiky jsou kruhovéoakly a zobrazeni je
konformni. Hyperbolické mozaiky tak budou ,podébriém, které zname
z euklidovského prostoru - viz obr. 1., kde levazaika mé v centru disku
spole&ny vrchol, prava naopak dlazdici. Hyperbolickou uégni mozaiku
ozn&ime steji jako v Euklido¥ prostoru Schlafliho symbolemp{d.
Dlazdni je vytvdeno pravidelnymi (regularnimip-thelniky, kterych se
styka v kazdém vrcholu. Vime, Zze mozaila §} je hyperbolicka tehdy, kdyz
(p-2):(9-2) > 4
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Vzor, ktery mozaika vytvd, bude stejn jako v euklidovském
prostoru zalezet na zvolené geéupymetrii G, s @isluSnymi generatory
transformaciS, podle které budeme k solulazdice pikladat tak, abychom
pokryli disk bez mezer aigkryti. Stejg jako v euklidovském prostoru
muzeme dekomponovat motiv dlazdice a&iujeji fundamentalni oblast [5].
Pripomaime, Ze fundamentalni oblaBtdiskrétni grupy symetric je oblast,
ktera  po aplikaci transformacBS//G pokryje celou rovinu disku.
| hyperbolicka fundamentalni oblast bude casgji trojuhelnikova (resp.
¢tytahelnikova) ,subdlazdice", jak ji zname z euklidkgbo dlazdni.

Konstrukci hyperbolické mozaiky s centralni dlaZzdidera je opena
o transformace fundamentélnich oblasti, si ukaZemevzorovém fiklade.
Nejdiive vSak zdrazreme, Ze pdebné geometrické entity vyjéiche jako
funkce hlavnich paramétp aq [6]. Zvolme mozaiku {6 4}s centralni dlaZdici
a s fundamentalni oblasti podle obr. 2.:

O je sted Poincarého disku o s‘taldnicich[o,o]

Bje sted hrany centralni dlazdice

V je vrchol centralni dlazdice
- polohovaci fundamentalni vrchol

Obr. 2. Priklad Sestiuhelnikové centralni dlazdice a jeji fudamentalni
oblasti odpovidajici grupé symetrii G = [p, q]+ - notace podle [6], [7].

Transformace fundamentalnich oblasti ustnit@e (implementujeme)
v homogennich sdadnicich pomoci znamého néasobeni transfoninai
maticemi P'= T3P). Potebujeme matice pro zrcadlevlia matice pro otéeni
R. Prvky transforménich matic vyjatime ot pomoci parameirp aq.

Tvorba mozaiky je dvoukrokova: Néjde je grug prisluSejici
fundamentalni oblast (obr. 3.) opakowammansformovana uvritcentralniho
p-Uhelnika, az jej vyplni. Pak je dlazdice replikozaftransformovana) do
sousednich oblasti (vrstev), aby doSlo k pokrytélého“ prostoru disku.
Abychom mohli pouzit graficky vektorovy vystup mdaaa hrany dlazdic se
nekreslily ,pes sebe", zvolime specialni algoritmus vykresloyahi

llustruyme na obr. 3. algoritmus vykreslovanitikladové mozaiky
{6, 4} zapsané grupou G=[6,4]+. Pro vytemi centralni dlazdice je motivgst
designu dlazdice) fundamentalni oblasti, ktera gékladni poloze (viz obr. 2.),
postupr ot&en kolem gieduO o Uhel277p (transformacdRy). Po kazdé rotaci
je mnozina transformovanych objékipridavana do seznamu kreslenych
objekt1 centralniho p-uhelnika. Tak vyttime cely motiv —obr. 3. a).
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Pokraujme druhym krokem - vykreslovanim prvni vrstvy alec —
viz. obr. 3. b. Z&neme dlazdicemi sousedicimi hranami s dlazdi€ilaZzdice
2 sousedi hranoh; s fundamentéalni oblasti dlazdice 1. (Poznamenejae,
sousedstvi fundamentalni oblasti s novou dlazdicpro zvoleny algoritmus
nutné).

,/.‘\\
A
o S
T .
T .

Obr. 3. Algoritmus vykresleni mozaiky

Abychom pomoci transformaci grupy [6,4]+ (kterd mrarotace - viz
dodatek) dostali dlazdici z pozice 1 do pozicetd¢ione ji kolem vrcholw; o
Uhel 27q (transformacdry). ProtozZe se transformace vztahuje na cely seznam
kreslenych objekt dostaneme obraz celé dlazdice 1, tedy dlazdicl\o
operaci provedeme opakowvan kolem dlazdice 1, az vykreslime vSechny
dlazdice 2. Pak ot&nim kolem vrchdl V, o Ghel 2vq vykreslime vSechny
dlazdice 3. Tim je hotova prvni vrstva a pakijeme dale. Zérazreme, ze
dulezity vrcholV; zistal na fivodnim mist. Hranovym sousedem dlazdice 2 je
dlazdice 4 z dalSi vrstvy. Abychom mohli opakovaedesly algoritmus (tj.
transformacdry), musime nejprve fundamentalni oblast dlazdicéenpstit do
polohy, kdy bude sousedit hrandu s dlazdici 3. To provedeme pomoci
trojndsobného oteni dlazdice 2 o 1@p kolem stedu (transformacdxy).
Fundamentalni vrchol bude nyni vpoloZ¢ a miZzeme pokréovat
transformacemR,,. Cely postup opakujeme az do vykresleni posleddané
vrstvy. Z uvedeného jergimé, ze fundamentalni oblasti (resp. fundamentalni
vrcholy) maji polohovaci vyznam. Pro jiné grupy i je postup
obdobny.Popsany algoritmus, ktery je stary vicede&cet let [7] neni jediny.
Byl v8ak inovovan a Usgre pouZit v diplomové praci R. Charvata [6]. Na siti
najdeme dalSi, zejména pro vyuku vhodné programyfore ,apleti
s piloZzenymi zdrojovymi kédy [8], [9].

Spojime-li v regularnim dlazdi stedy hran dlaZdic, dostaneme nové
déleni roviny disku, které nazveme kvaziregularni br.o4. Pro rozliSeni
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pouzijeme nové zreni quas-{ nk}, které tika, ze dlazéni je slozeno n-
Uhelniki ak-thelnila, které se $tdaji kolem spoléného vrcholu. Na obr. 5. je
zobrazeno kvaziregularni dig&d quasi{7|3}.

Obr. 4. Déleni {8,3} aquasi<{8|3}. Obr. 5. DI&z#éni quasi{3|7}.

Stejre jako u jinych mozaik je vytvarny efekt vzoru zdyisa designu
(motivu) dlaZdice. Pro & muzeme ziskat dalSi pomocné geometrické entity.
Napiklad spojovanim vrchél p-Ghelnika vzniknou zajimavé é&rdicové

vzory. S pétem vrchol centralniho p-thelnika poroste iged hwzdicovych
variaci.

e\
Nd
%

). :
)"\ \ ‘ '
7\ AN
20N
Obr. 6. DI&zdéni [7,3] - star7/2. Obr. 7. Proplétdnquasi{8|3}.

Na obr. 6. je zobrazen &dicovy vzor. DalSi moznosti ziskame riatad
,=orezanim“ vrchal p-thelnik. Protoze se u kvaziregularnich mozaik ve
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vrcholech protinaji jen dvéary, mohou byt také zakladem konstrukce vyt¥arn
efektnich uzi [12], viz obr.7. VSechny tyto jednoduché geonulti operace
poskytuji bohaté pomocnéifaovi pro vybarvovani mozaik [10], [11]. Varieta
hyperbolickych mozaik je nekotea.

Dodatek: Popis diskutovanych grup symetrii mozaiKp, qg}:

A A A

B B B

| 4 V V
C C C

Obr.A. Grupy symetrii a p¥islusné fundamentalni oblasti - podle [7].

Grupa symetrii [p, g} Fundamentalni oblast tkiopravouhly hyperbolicky
trojuhelnik OVB. MnoZinu generatibigrupy symetrii [p, q] tvid transformace:
Zrcadleni podle hrany dlazdicAY), zrcadleni podle osy hran@®B), zrcadleni
podle spojnice #tdu a vrcholu@V).

Grupa symetrii [p, g]+ Fundamentalni oblast tkiohyperbolicky trojuhelnik
tvofeny hranou dlazdice a spojnicemi jejich vréhae stedem dlaZzdice
(trojuhelnik OVA). Mnozinu generatdr grupy symetrii [p, q]+ tvid
transformace: Rotac&dup kolem stedu dlazdice o Uhelr®p stupii, rotace
faduq kolem vrcholu dlazdice o Uhe®) stupi, rotace Zadu kolem sedu
hrany dlazdice o Uhelr#2.

Grupa symetrii [p+, g]- Fundamentalni oblast t&io opst hyperbolicky
trojuhelnik tvdeny hranou dlaZdice a spojnicemi vrahske stedem dlaZdice
(trojuhelnik OVA). MnoZinu generatdr grupy symetrii p+, ] tvofi
transformace: Rotacéadu p kolem stedu dlazdice o Uhel #p stupiq,
zrcadleni podle hrany dlazdic®4). Aby se mozaika vykreslovala spré&yn
musi byt u této grupy symetrisudé.

Grupa symetrii [p, g+} Fundamentalni oblast je tvaru drakaijodva malé
pravouhlé hyperbolické trojuhelnikyifehlé k témuz vrcholu dlazdic©CVB).
Mnozinu generatdr grupy symetrii [p, g+] tvid transformace: Zrcadleni podle
osy hrany dlazdicedB), rotaceiadu q kolem vrcholu dlazdice o Uhelm
stupid. Aby se mozaika vykreslovala spr&ymusi byt u této grupy symetrii
pocet hran dlazdice sudy.
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O warpingu v Skole
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Abstrakt. Warping (graficka deforméacia rastrového obrazu \ggla s poZitim
pxXitata) sa javi akovhodna motivatna Uloha vo vyeébe geometrie (i pdtacovej
grafiky). Na‘rtneme niekko didaktickych krokov ako tému predstasitudentom.

Klucové slova:warping, rovinny raster obrazu, BernStejnove poiyg, splajnova
krivka, fazové stopy

1 Uvod

Graficky obraz (i foto) a jeho deformovana podotmasu vyjavy, s akymi sa
mozeme stretrtlazda denne. Na internete, v televizii, v novinashyliciach
miest i malych viesok, napisy, loga, reklamné péitekarikatary, na plotoch
diela grafitov a tak podobne. Na niektorych témeatpoznd, Ze myslienka
tvorby ma geometrickérty. Blizke s nam tie¢o maju genézu v linearnych
transformaciach (afinity, dt). O nich sa v prvom slede Ziak v Skole dozvie
(spravidla na hodinach geometrie). ZlozitejSie Gtyaanimacia, rdzna
manipulacia s vytvormi, to uz patri do oblasti, kda vyZaduje trocha
komplikovanejSi vytvarny aparat. Tendasto firemnym tajomstvom a aj ke
nie, nemdze kypre kazdi vekovu kategoériu vo vysokom Standardgupmy.

Téma, ktord tu navodzujem trocha asi predbieha medtiam Studentov
na Skolach niektorych stiipv. Nebrani to vSak inSpiracii k napodobovaniu a,
¢o mbdze by eSte prospesnejSie, k zaujmu o geometrickll padstaite]
¢innosti. Tu, pravda, vhodne vstupuje do obraziaajem ditera...

2 Warping rovinného rastra

S heslami warping a morfing (morphing) su preplneténky na internete
(odpor&ame pozri€). Morfing definuju autori ako spojitd mnoZinu zobraZeni
Warping je pciitacova technika, kde nas zaujima len vzor (origindjghm
obraz ako produkt zobrazenia. Oditiaie Uplne presne, mdéZzeme powvidee
morfing je vzor plus mnozina jeho obrazov (prodwkio warpingu).

Zameriame sa navarping rovinného rastraJednoduchd deformaciou
rastra cez warping mdze sprostredkbaa afinna transformacia Na obr. 1a je
afinita rovinného rastra zmenou polohy troch uztdvypodov rastra.o( — e)
Pouzitie obrazov prostrednictvom takych transfoimgtiez projektivhna
a bilinearna transformécia) je vSak tlosbmedzené — su to tzglobalne

! PretoZe ale prakticky takéto zobrazenia robimepastasi, kde je paet
obrazkov konény, mali by sme hovotio diskrétnej mnozine zobrazeni.
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zobrazenia wené pre cely defithy obof. AtraktivnejSie st deformécie,
ktorych pdsobnas je lokélna (obr. 1b§ (pritom u obidvoch (obr.1ab) sme
Specialne zadali zmenu polohy troch uzlovych bododruhom pripade cez
transformaciu, ktorej vyklad
bude nasledowd.

Obvykle to robime tak, ze
obrazec vloZime do pravouhlej
suradnicovej sustavy
a pokryjeme  pravouhlym
rastrom  vhodnej hustoty.
Obsah (farebna's apod.)

. oo Bl BB ORE
Zakladom nasej metody je "B B B B

bodova transformacia (i [E] B R |
zobrazujuca pravouhly raster
p(u,v) do Bézierovho
(rovinného) rastra

FUY) =Y D Py BL W, () u,v0{01)

m
i=0 j=0

1)

kde Bry (1), B (V) sl zndme Bernstejnove polynémy4.

Program, ktory je pripraveny pre zaujemcov konfereifv jazyku Qbasic)
sprostredkuje prakticky kazdu transformaciu.

Cielové plo3né elementy su ohréemé hladkymi krivkami Zavisi od
rozhodnutia titefa do akej Urovne sprostredkuje tato tému Ziakovi.
(poznamenajme, Ze navrh splajnovej ,hladkej* krivklk z&ina zadanim

2 Patria do vyberu tzyednosegmentovyahetéd transformacie obrazu.

® Rozdiel od jednosegmentovych metéd, naSa metéami mo tzv.
viacsegmentovydizmena polohy niektorych prvkov pdsobi lokalne).

* Bepumreiin - v angl. prepise jgasto Bernstein
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S
polygénu pk, ktorého vrcholy st obrazmi uzlovych bodov naclse P«
rastra. Splajnova krivkes, vznikne aproximaciou tohto polygonéary)
[3].[41.[5].[6] -
Pripomeime eSte, Ze polygén p,f definuje  splajnovd krivku s
v rovinnom rastri spolu s blizkym okolim (obr. 2 zn. ovplyvni obidva
systémy kriviek rastra v tomto okoli.

Obr. 2

Spomenuli sme, Ze grafické systémy ponukaju rozaestr@ spOsoby
deformacii a inych Gprav obrazkov, ale ich vnatostrdktira jecasto skryta
za firemnym tajomstvom. Poodhalenie tejto Struktdrynavrh na tvorbu
wlastnej* deformacie je zaujimavy aj z didaktickéfi’adiska.

3 Warping ako uéivo na Skolach

Téma warping (deformacia) sa spravidlaéwa nasich strednycti vysokych
Skél teda neobjavuije.

Napriek istej narénosti v kombinacii péitac a (spravidla nelinearne)
zobrazenie stoji za Uvahu si 0 tom pohotiori

3.1 Priklad

Vybrali sme priklad, v ktorom je zobrazenie cez iBézv raster (1).
Vstupnym Gtvarom je rastrovy obrazérgkovych hodin (obr. 3.). Ret

elementov rastra s maticou (15, 15) udava (v nejpkmdule) jeho rozmery.
Ozname &, Yk), k = 0,1, ....m, | = 0,1, ... ,n vrchol uzla, ktorym

prechadzaju Usky p. a p, rastra,jedna rovnobeZna s osoul druha s osoy.

Zvolime v rovine mnozinu bodov {.(X,, Y, ) ,---} s vlastnogou:
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5, Yi) - ()(I'J , y,'J ) . Zobrazenie (1) potom transformuje dany rastan) do
jeho obrazwp(u,V).

1.
2.

3.

4.

Obr. 3.
Konkrétne. Zvolili sme zobrazenie:

(3, 3) - (15, 15), (15, 10)» (18, 8), (15, 5)- (18, 7) (obr. 3a).

Pridali sme zobrazenie kolmo simerné l@odtrednej prigky Stvorca
rovnobeznej s osax(postailo zobrazi’ (3, 12) » (15, 0) (obr. 3b).

Na obr. 3c. je pridané zobrazenie kolmo sumernépatrednej prigky
Stvorca rovnobeznej s osqu

Zadanie k obrazu 3d je zrejmé z postupu v predmdjadich pripadoch.

Na obr. 4 je warping zadany obrazmi Styroch uzhstna.

Obr. 4. Ukazka inak vytvoreného warpingu



O warpingu v skole 221

4 Warping rozdeleny na fazové stopy

NechR jepotet faz medzi zadanymi bodmi {V} a finalnymi bodn¥ {}.
Ozname {Vi}r mnoZinu aktualnych bodov i+tej faze a aplikujeme na kazdu
dvojicu ({Vi}, {V"i}r splajnova deformaciu. Jej vysledkom fiizova stopa
V%, i O R. MnoZina Gtvarov, ktoré dostaneme transformaden splajnové
funkcie bude morfingom. Postupnospoléh bodov (Vg sled, je
neobmedzena. Najjednoduchsi pripad je, ak zvolamevé body na Uske (a
linearne) medzi bodmi V a V* (obr. 5.). Sled méZewwdit' primerane aj
JsJuéne’; sledom méze hymnoZzina bodov na nejakej krivke a pod.

_ M [
TN = N

ﬁ

=rd

Py
1
[EnY
Py
1
N

5 Zaver

Ako uzitoiny doplnok ku konStrukcii warpingu na ¢eniach v Skole méze
(ako nazné&uje obr. 5) tvori postupnos fazovych stép v morfingu za sebou.
Animéciu tychto krokov mozZno realizowaou postupna®u obrazkov na
poéitagi alebo ,listovanim* zvéazku obrazkov v enej forme v papierovom
bloku.

Chcem eSte pripometiiZze warping nemusi Bylen zabavou. Existuju
aplikacie, ktorych vyznam v praxi je nesporny. Jadnz nich je napr.
pacitatova technoldgia rekonstrukcie poskodenych map hieoch. Metddy
rekonstrukcie katastralnych map mozno tiapr. v literatare [8], [9].
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Eurdpske virtualne laboratérium matematiky

Dagmar Szarkovd, Daniela Velichov&

Katedra matematiky, Strojnicka fakulta, Slovenslechnicka univerzita
Nam. slobody 17, 812 31 Bratislava, Slovenska taka
'dagmar.szarkova@stuba.Sdaniela.velichova@stuba.sk

Abstrakt. Prispevok je informéciou o projekte EVLM v ramecogramu Leonardo
da Vinci, ktorého hlavnym cfem je wvytvori’ sie¢® konzult&nych centier
matematiky na eurépskych univerzitach. Centra bedldezp&ova’ konzultacie
z matematiky, vratane geometrie, pre vSetkych mdege z radov Studentov,
weitel'ov a vedeckych pracovnikov prezar, aj formou e-learningu.

Klucové slovae-learning, elektronickécabné texty, projekt EVLM

1 Uvod

Neustéle rastice poziadavky na vSeobecné vedomdstidentov
technickych univerzit z prirodovednych predmetsaar@nosti pri vyuzivani
informatnych a komunikénych technoldgii si v ostrom kontraste s viktige
klesajucou vedomostnou Uit absolventov strednych Skél. Spomenuty
Vyvoj ma negativny dopad na ¢ip Studentov zaujimajicich sa o technické
smery Stadia na univerzitach v celej Eurépe, naokyspaiet nelspesSnych
Studentov prvého tmika Stldia a na celkovo neuspokojivé Studijné adisy.
Mnohé vzdelavacie institlcie maju skldsenosti sotaxasim uvedeného
neziaduceho vyvoja mobilizaciou celého potencialjuchovych metdd
a didaktickych prostriedkov poskytovanych IKT, lgosu pre mladychudi
atraktivnejSie ako trathé metddy vytby. Na internete sa objavuje mnozstvo
elektronickych vydbovych materidlov z réznych oblasti, matematiku
a geometriu nevynimajuc, vznikd preto akdtna petrewstawi odborny
katalog dostupnych kvalitnych materialov vhodnyek ptadium. Na zaklade
tychto skuténosti vznikla myslienka nadnarodného eurépskehojekiu
zameraného na Sirenie informacii o existujlcicharaveéi na vyvoj novych
zakladnych elektronickychéebnych materialov z réznych oblasti matematiky
v narodnych jazykoch a v angine.

2 Projekt EVLM

Ciel'om navrhnutého projektu v programe Leonardo da ijs&ytvorenie
Eurépskeho virtualneho laboratéria matematiky — ENLoperujuceho na
nadnarodnej Udrovni vo forme siete Narodnych centieratematiky
umiestnenych na partnerskych institiciach a prahiv ramci spolénej
Struktdry. EVLM bude sluZi ako platforma pre rozSirovanie relevantnych
informacii o virtualnej databaze umjlica zdi¢anie vSetkych dostupnych
zdrojovych materialov a poskytujdca Skolenia ovghZivani. EVLM portél je
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volne dostupny na internete, poskytuje priame prepmjea Narodné portaly
a elektronické forum pre datenie poziadaviek na odborné konzultacie a ich
distribdciu na prisluSné Narodné portaly, ako appjenia na iné stranky
s podobnym obsahom. Narodné centrd matematiky pahga odborné
konzultacie v oblasti matematiky na narodnej Urpeaz narodné komunikaé
portaly na lokalnych serveroch inStalovanych nargaskych instittciach.

EVLM poskytuje odborné konzultacie spdhymi kapacitami vSetkych
zWastnenych institacii na pozadovanej odbornej Urowanglickom jazyku
alebo v relevantnom narodnom jazyku. Informacie zsli’ané vo forme
virtualnej databézy dostupnych zdrojovych matevi&oelektronickej forme,
ako s e-learningové eduke® moduly a kurzy, elektronickécebné texty
a webnice vdne dostupné na internete na oboch drovniach — néjoda
nadnarodnej. Narodné centrd matematiky slUZia &tode aj pedagégom,
vyskumnym a vedeckym pracovnikom a poskytuju poiegpre vzajomnu
spolupracu zaujmovych skupin zrb6znych krajin novimumou v ramci
virtualnej Struktlry siete partnerskych organizasiinaSom spoknom
Eurépskom vzdelavacom priestore.

' ) ) 1\ EUROPEAN VIRTUAL LABORATORY OF MATHEMATICS
& L/ / Central portal

g N - i =1 1 i [ | L | > ]

E‘ara;d; =) Unks to National portals g B [T i = I [ o S22

|
Project No. 2ULE - SKAUB/E/REE - 1/ (436 Froject webpage . Slalstics

EVLM Portal

EUROFEAN VIRTUAL LABORATORY OF MATHEMATICS
is d freely accessible onHine dalabase

RLOS of e-learning educational materials in Mathematics.

FAGTS

PROBLEMS E¥LM Central portal provides basic information
MONULES abnut marenals Available In the darabase, on their
form, subject, topic, tyoe of source file, and relevant target group,

including 2 separate didactic guides for teachers and students,

ﬁg&‘ﬁ;’ﬂ“"’" links to other relevant databases and electronic learning materials on web,

FEEDBACK electronic form for the submiti on of the on-line consultation request,
QUESTIONNAIRE

and users' feedback questionnaire to support evaluation of the portal quality

VLI UEN | RAL FUK | AL HUS [ED BT

SEARCH inthe DA s

oy e Stelnicks babut

Obr. 1: EVLM Centralny portal

3 Zaver
Navstivte EVLM portal [1], kde n4jdete potrebnéoimhacie, a pridajte sa
k ndm poskytnutim svojich edul@ych materialov vine dostupnych na webe.

Literatura
[1]  http://www.evim.stuba.sk
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Plochy 4. stupna s trojnasobnou priamkou

Zuzana Tererniova

Katedra matematiky a deskriptivnej geometrie, Stavebnd fakulta STU
Radlinského 11, 813 68 Bratislava
zuzana.terenova@stuba.sk

Abstrakt. Clanok sa zaoberd plochami 4. stupiia s trojnasobnou
priamkou v P? nad algebricky uzavretym polom a ich rozdelenim do
troch skupin podla toho, kolko rovin incidentnych s trojnasobnou
priamkou pretina plochu iba v trojnasobnej priamke.

P

Klicové slova: projektivny priestor, algebricka plocha, singularny bod,
singularna priamka.

1 Uvod

Kubické plochy s dvojnasobnou priamkou st priamkové plochy. Skiimal
ich napr. S. Abhyankar v préci [1]. Plochy rozdelil do $tyroch skupin, z
toho dve skupiny tvoria kuzelové plochy a dve skupiny nekuzelové plochy
3. stupna.
Nekuzelové kubické plochy s dvojnasobnou priamkou skamal aj B. By-
dzovsky v praci [2]. RozliSuje dva typy kubickych pléch s dvojndsobnou
priamkou:
e PRVY TYP PRIAMKOVEJ KUBICKEJ PLOCHY
Tieto plochy st charakteristické tym, ze kazda rovina incidentnd s
dvojnasobnou priamkou plochy pretina plochu este v d’alsej priamke.

e CAYLEYOVA PLOCHA
Pre tieto plochy plati, Ze existuje jedna rovina incidentna s dvojna-
sobnou priamkou plochy, ktora pretina plochu iba v dvojnasobnej
priamke.

V c¢lanku sa budeme zaoberat’ plochami 4. stupnia s trojnasobnou
priamkou v 3-rozmernom projektivnom priestore nad algebricky uzavre-
tym polom, Specidlne to budi nekuzelové plochy 4. stupna.

2 Plochy 4. stupna

Ak plocha 4. stuptia obsahuje 3 trojnasobné body, ktoré st nekolinearne,
tak je rozlozitena. Ak tieto 3 body lezia na jednej priamke, tak vsetky
body tejto priamky s trojndsobné (pozri [3]). NavySe plati:

Veta 1 Ak nerozlozitel'na plocha 4. stupria obsahuje trojnasobni priamku,
tak neobsahuje Ziadne dalsie singuldrne body.

Ddkaz. Nech plocha 4. stupna obsahuje okrem trojnasobnej priamky p
eSte d’alsi dvojnasobny bod A, ktory na nej nelezi. Potom rovina Ap je
sucast’ou plochy, lebo spojnica dvojnasobného bodu s kazdym bodom troj-
nasobnej priamky lezi na ploche 4. stupna.

o
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Veta 2 Plocha 4. stupnia s trojndsobnou priamkou je priamkovd plocha.

Ddkaz. Zvolme siradnicovu stustavu tak, aby priamka ogy : x2 = 23 =0
bola trojnasobnou priamkou plochy. Rovnica plochy 4. stupiia mé potom
tvar

3 A(z) + 2523 B(z) + 2022C () + 23 D(x) = 0,

kde A(z), B(z),C(z), D(x) st linedrne formy premennych xg, z1, 22, z3.
Rovnicu plochy upravime tak, aby sa v nej kazdy ¢len nachadzal iba raz.
Potom bude mat’ tvar

3 A’ (20, m1, T2, 23) + 2523 B’ (20, 11, 23) + 22205C" (20, 71, 73) +

371y _
23 D' (xo, 21, 23) =0,
resp.

I’g(aol’o + a1x1 + agxo + a39:3) + fE%IL‘g(b()ZL'O + blxl + bgl’g) +

293 (como + 111 + czx3) + 23 (doxo + diw1 + dzzs) = 0.

Nech bod A je I'ubovolny bod plochy 4. stupna, ktory nelezi na trojné-
sobnej priamke og;. Nech A = Oy = (0,0, 1,0). Rovnica plochy mé potom
tvar

l‘g(aol‘o + a1z + agl‘g) + .’L‘%l‘g(bol‘o + b1 + b3x3) +
w273 (cozo + 171 + c3x3) + 23 (doxo + diw1 + d3z3) = 0.

Rovina obsahujtca trojnasobni priamku 0p; a bod A, t.j. rovina ws : 3 =
0, pretina plochu trikrat v priamke og; a raz v priamke

p: aprog+airy =0
$3=O.

Aspori jeden z koeficientov ag, a1 je rézny od nuly, lebo inak by bola plocha
rozlozitelna. Priamka p je rézna od priamky op; a A € p. To znamena,
Ze sme nasli priamku plochy prechadzajicu l'ubovolnym bodom A plochy,
¢im je veta dokazana.

o

Predpokladajme, ze plocha 4. stupna s trojnasobnou priamkou nie je
kuzelovou plochou. Potom plati:

Veta 3 Nech plocha 4. stupnia nie je kuZel'ovou plochou a nech obsahuje
trojndsobni priamku. KazZdd rovina incidentnd s trojndsobnou priamkou
plochy pretina plochu este v d'alsej priamke; aZ na mazximdlne dve roviny,
ktoré pretinaju plochu iba v trojndsobnej priamke.
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Dokaz. Nech trojnasobné priamka plochy je priamka og;. Vsetky priamky
plochy urcite nepretinaju trojnasobnt priamku v tom istom bode, lebo v
tom pripade by to bola kuzelovd plocha a to je v spore s predpokla-
dom vety. Potom existuji také 2 roviny zo zvizku rovin cez trojnasobnii
priamku, Ze priamky v nich leziace nepretni trojndsobnti priamku v tom
istom bode. Nech st to priamky OgO3 a O105. Rovnica plochy ma potom
tvar

J)g(aol‘o + a3x3) + I%l‘g(bol‘o +bir1 + b3$3) +

mz"PL%(COxO +cixr + 03333) + x%(dlxl) =0.

Rovina « : z3 — kxy = 0 incidentné s trojnasobnou priamkou og; pretina
plochu trikrat v priamke op; a raz v priamke p:

Z‘O(ao + kbo + kQC()) + kl‘l(bl + key + k2d1> + kj.l?g(ag + kbs + k‘203> =0
T3 — kdfg =0.

Ak az+kbs+k%c3 = 0, tak priamka p je rozna od trojnasobnej priamky.
Ak a3 + kbs + k2c3 # 0, potom priamka p je totozna s priamkou og;
prave vtedy, ked’ plati

ag + kby + k%co =0
by + kci + k2dy = 0.

Tieto 2 rovnice nie st splnené identicky, lebo inak by plocha bola roz-
lozitelna. Rovnice maji maximélne 2 rieSenia a to znamend, ze existuja
maximaéalne 2 roviny zo zvizku rovin cez trojnadsobnu priamku, ktoré pre-
tinaju plochu iba v trojnasobnej priamke.

o

Z poslednej vety vyplyva, ze nekuzelové plochy 4. stupnia s trojnasob-
nou priamkou moézeme rozdelit’ do troch skupin podla toho, kolko rovin
incidentnych s trojnasobnou priamkou pretina plochu iba v trojnasobnej
priamke. Jednotlivé pripady st uvedené v nasledujucich podkapitolach.
Pre nedostatok miesta si vety uvedené bez dokazov.

2.1 Prva skupina

Veta 4 Nech kaZdd rovina obsahujica trojndasobnu priamku plochy 4. stup-
na pretina plochu este v dalsej priamke. Potom plati:

a) Uniplandrnym bodom prechddza jedind d’alsia priamka plochy. Kaz-
dym biplandrnym bodom prechddzaji dve d’alsie priamky plochy a
kazZdym triplandrnym bodom prechddzaju tri d'alsie priamky plochy.

b) Plocha bud’ neobsahuje Ziadnu priamku mimobeini s trojndsobnou
priamkou, alebo obsahuje prave jednu priamku mimobezZni s trojnd-
sobnou priamkou.
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Priklad 1 Uvedieme priklady ploch 4. stuptia z predchadzajicej vety.
a) Plocha
Tors — 21235 =0
je plocha s trojnasobnou priamkou o0g;. Obsahuje priamku o3 mi-
mobezna s trojnasobnou priamkou.

b) Plocha
Tors + 2525 + 175 = 0

obsahuje trojnasobnu priamku ogp; a neobsahuje ziadnu priamku mi-
mobeznu s trojnasobnou priamkou.

Obr. 1: Pr. 1 a) Obr. 2: Pr. 1 b)

2.2 Druha skupina

Veta 5 Nech existuje prdave 1 rovina incidentnd s trojndsobnou priamkou
plochy 4. stupria, ktord pretina plochu iba v trojndsobnej priamke. Potom
plati jedna z mozZnosti:
a) Jeden bod trojndsobnej priamky je uniplandrny, jeden biplandrny a
vsetky ostatné body trojndsobnej priamky su triplandrne.

b) Jeden bod trojnasobnej priamky je uniplandrny a vetky ostatné body
trojndsobnej priamky su biplandrne.
¢) Tri body trojndsobnej priamky si biplandrne a vietky ostatné body
trojndsobnej priamky su triplandrne.
Navyse plati:
d) Rowvina, ktord pretina plochu iba v trojndsobnej priamke, je sicastou
dotykovej kuzel'ovej plochy vo vsetkych bodoch trojndsobnej priamky.

e) Uniplandrnym bodom neprechddza Ziadna d’alSia priamka plochy.
Kazdym biplandrnym bodom prechddza jedind dalsia priamka plo-
chy a kaZdym triplandrnym bodom prechddzaji dve dalsie priamky
plochy.

f) Plocha neobsahuje Ziadne iné priamky okrem trojndsobnej priamky
a priamok, ktoré ju pretinaju.



Plochy 4. stupna s trojnasobnou priamkou 229

Priklad 2 Uvedieme priklady vsetkych troch typov pléch 4. stupna z
vety 5.

)

Plocha
Toxs — Tyw9x3 + 15 =0

je plocha s trojnasobnou priamkou og;. Bod Oy je uniplanarny, bod
O; biplanarny a vSetky ostatné body trojnasobnej priamky sua trip-
lanarne, lebo dotykova kuzel'ova plocha v 'ubovolnom bode trojna-
sobnej priamky ma rovnicu

2(3(yo) — 23(y1)) = 0.

Plocha
3 2 4 _
ToTy + T125T3 + x5 =0

obsahuje trojnasobnu priamku op1. Rovnica dotykovej kuzel'ovej plo-
chy v T'ubovolnom bode priamky og; je

z3(x2(yo) + w3(y1)) = 0,
t.j. bod Og je uniplandrny a vSetky ostatné body trojnasobnej priam-
ky st biplanarne.

Plocha
3 2 2 4 _
ToTy + 220573 + T1T2x3 + T3 =0

je plocha s trojnasobnou priamkou ogp;. Dotykova kuzelova plocha
v 'ubovolnom bode priamky op; ma rovnicu

2 (%3 (yo) + w213 (2y0) + x3(31)) = 0.

Body Og,0; a (1,1,0,0) st biplandrne. VSetky ostatné body troj-
nasobnej priamky st triplanarne.

Obr. 3: Pr. 2 a) Obr. 4: Pr. 2 b) Obr. 5: Pr. 2 ¢)
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2.3 Tretia skupina

Veta 6 Nech existuju 2 roviny incidentné s trojndsobnou priamkou plochy
4. stupna, ktoré pretinaji plochu iba v trojndasobnej priamke. Potom plati:
a) Dwva body trojndsobnej priamky si biplandrne a vSetky ostatné body
trojndsobnej priamky su triplandrne. Roviny, ktoré pretinaji plochu
iba v trojndsobnej priamke, su sucastou dotykovej kuzZelovej plochy

vo vsetkych bodoch trojndsobnej priamky.

b) Biplandrnymi bodmi uZ neprechddza Ziadna dalsia priamka plochy.
Kazdgm triplandrnym bodom prechddza jedind d’alsia priamka plo-
chy.

¢) Plocha neobsahuje Ziadne in€ priamky okrem trojndsobnej priamky
a priamok, ktoré ju pretinaju.

Priklad 3 Prikladom plochy 4. stupiia z vety 6 je napr. plocha

T3 + 20373 + 17275 + 25 = 0.
Je to plocha s trojndsobnou priamkou og;. Body Op, O; st biplanirne
a vSetky ostatné body trojnasobnej priamky s triplanarne. Je to zrejmé

z rovnice dotykovej kuzelovej plochy v lI'ubovolnom bode trojnasobnej
priamky, ktord ma tvar zaxs(x2(yo) + z3(y1)) = 0.

Obr. 6: Pr. 3
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Abstrakt. This paper deals with modern history of hyperbolic
geometry in relation to Einstein’s special theory of relativity. Main part
of the text presents the theory of gyrogroups and gyrovector spaces
which provide algebraic tools for the study of relativistic physics and
hyperbolic geometry.

Kli¢ovd slova: Gyrovector space, gyrogroup, Thomas precession.

1 History
The special theory of relativity was introduced by Albert Einstein (1879-
1955) in 1905. When Hermann Minkowski (1864 - 1909) in 1907 began
pondering the structure of Lorentz group he noticed that geometrical re-
lations between velocity vectors measured in inertial frames of reference
are not Euclidean, but hyperbolic, but he didn’t exploit this insight.
Mathematicians like V. Varicak (1865 - 1942) and E. Borel (1871 -
1956) tried to inaugurate a new, non-Euclidean style of relativity, but
this style was neglected for a long time. Following years didn’t bring to
this style anything new. Yet Abraham A. Ungar in 1988 started to build
gyrogroup theory, first algebraic structure of that kind involved Einstein’s
addition.

2 Born of ”gyro” theory

Relativistically admissible velocities are elements of the open ball R? with
radius ¢ of the Euclidean three-space R3,

]Ric3 ={ve R?; [|v]| < ¢},

¢ being the vacuum speed of light. Einstein’s addition is on the set of
relativistically admissible velocities neither commutative nor associative.
Most books on special theory of relativity deal with Einstein’s addition
only for parallel velocities, in which case it is both commutative and as-
sociative. Breakdown of commutativity and associativity in general case
repairs Thomas’ precession. If we denote that relative rotation generated
by two relative velocities u,v € R? as gyr[u, v], we could write

u® v = gyrfu,v](v & u).

The generalization of this precession calls Ungar gyration and the pre-
vious relation gyrocommutative law. Although not so recognized, this re-
lation appeared in early literature on special relativity, for example in [1].
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Gyroasociative law is a recent discovery of Ungar made in 1988. Using
gyration he wrote down following left and right gyroasociative law:

w® (0@ ) = (udv) @ gyrlu, ol

(W) o =ud (v e gyrlv,ua)
Ungar uses prefix ”"gyro” to emphasize analogies with classic notions and
builds whole gyrogroup theory.

The groupoid (G, @) is a gyrogroup if operation & satisfies the following
axioms. In G there exist a unique element, 0, called the identity, satisfying

0ba=a®0=aqa,

for all @ € G. For each a in G there exist a unique inverse ©a in G,
satisfying

ca®ba=aSa=0,
where we use the notation a © b = a @ (6b), where a,b € G. Moreover, if
for any a,b € G the self-map gyr[a, b] of G is given by the equation

gyrfa,blz = —(a@b) ® (e ® (b © 2))

for all z € G, then the following hold for all a,b,c € G :
gyrla,b] € Aut(G, @)

a®(bdc)=(adb) D gyra,blc

(a®b)®c=ad (b gyr[b,alc)

gyrla,b] = gyr(a © b, b]

gyrla,b] = gyr[a,b ® d

O(a®b) = gyrla, b](©b © a)

gyr~! [a,b] = gyr(b, a]

2.1 Einstein’s gyrovector space

Some commutative groups allow the introduction of scalar multiplication
turning them into vector spaces. Similarly, some gyrocommutative gyro-
groups allow the introduction of scalar multiplication turning them into
gyrovector spaces. One of those cases is Einstein gyrovector space.

The Einstein velocity addition & given by the equation

1 1 1 v
u@v:i{u—l——v—i——2 (uv)u}
1+U'U Yu 1+

2
c
for all u,v € R3, where u - v is standard scalar product and 7, is the
Lorentz factor given by
1
Yu =

ul®

T2

1
c
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gives rise to the gyrocommutative gyrogroup (RZ, ®).
FEinstein’s addition admits multiplication by a scalar given by

(L4 flvll/e)” = (A = [loll/e)"
(L +[loll/e) + @ =lvll/e)"

reQu=-c

which turns Einstein’s gyrogroup into a gyrovector space (R3, @, ®).

2.2 Models of hyperbolic geometry

Gyrovector spaces provide the setting for hyperbolic geometry in the same
way that vector spaces provide setting for Euclidean geometry. In two
dimensions, Enstein gyrovector space is coincident with Klein-Beltrami
disc model of hyperbolic geometry.

The gyrolines (or hyperbolic lines) in this model are line segments con-
tained in the disc. We can express the geodesic segment joining two given
points a and b by Einstein’s addition and Einstein’s scalar multiplication
as

a® (Cadb)®t,0<t<1.

And hyperbolic distance of those two points as |ja © b||. In both cases
we can see analogy with Euclidean spaces. The cosine of the angle «
between two gyrovectors Sa @ b and Sa @ ¢ is defined by inner product
of corresponding unit gyrovectors

_ ©Sadb Oadc
EEYNETEY)
The sine of the hyperbolic angle « is defined by the equation

cos(a)

sina = £4/1 — cos? a.
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For a triangle in an Einstein gyrovector space with sides A, B, and
C and with respective angles «, (3, v opposite to these sides, we have
hyperbolic law of cosines and hyperbolic law of sines

2e0 _I/20A1° 1/20BI2 1 |IA[lB]lcosy

c c o T2 JAlIB]eos
2c?

al Al _ vslIBl _ el
sin a sin 3 siny

In the case v = /2 we receive from the hyperbolic law of cosines a
hyperbolic Pythagorean theorem:

12001 /20 Al? o 11/2® B|?
c c c '

We see that Einstein’s addition captures these laws in a form similar
to the form we know from Euclidean trigonometry.

3 Conclusion

Gyrogroup theory is a new step in history of use of hyperbolic geometry in
relativistic physics. This approach to hyperbolic geometry shares analogies
with euclidean geometry and the Thomas precession is the missing link
between those two geometries.
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Abstrakt. V ¢lanku st porovnané dve r6zne reprezentacie Béagkaivky, a to
klasicka reprezentacia pomocou polynomu n-téhonst@preprezentacia pomocou
polarnej formy toho istého polynému. Prave tentahgr spdsob zjednodusSuje
vypodet kriviek, ich konStrukciu a manipuléciu s nimi.¢Mnku opisujeme postup
konStrukcie Bézierovej krivky s vyuzitim transforoié polynomickej funkcie n-
tého stupa na symetrickd n-afinnd funkciu, ktora sa volésklaming.

Klicové slovapolynomickéa funkcia, polarna forma, Bézierova kev

1 Uvod

Polarne formy zjednoduSuju konStrukciu polynomidky@a po ¢éastiach
polynomickych kriviek a ploch avedd knove] remetécii povrchov
a k novym algoritmom na ich vypet.

2 Polarna forma polynomickych funkcii

Nech F(t) je polyndm nanajvy$-tého stupa. Potom existuje jednoztize
definovany symetricky multiafinny polyndmf (uj, up ..., u,), ktorého
diagondla sa rovnig(u):

F(u) =f(u, u, u)

Polynémf sa nazyva blossom alebo polarna forma polynBmu

Vo vSeobecnosti polynomicka funkaietého stupia dana véahom

:;aiui (1)

ma symetrickin-afinnud funkciu (blosssom) tvaru [1]

4 (2)
f(Up,....un) = Za,( J rluj,
i=0 ‘SD{l o
_I
kdeSje patet prvkov mnozinys a koeficientya; st dané nasledovne:
(a)
a=F 0O 3)
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pricom F@ (u) je g-ta derivacia pre parameter

Polynomicka funkcia n-tého stiig@ a polarna forma tohoto polynému su
dve rdzne reprezentacia toho istého objektu.
Pre kubicky polyném plati:

F(u) =ap + ar.u + a.U? + ag.U® (4)
Pod’a vySSieuvedeného predpisu priradime tomuto polynébhossom,
symetrickd 3-afinnu funkciu, takto [3]:

a a
f(u!,uz,u3) =9 +?1(U1 +U, +U3) +?2(U1U2 +U,Ug +UjUg) +agUsUpUs

s diagonalod (u, u, u) = F (u).
5)
3 Polarna forma Bézierovej krivky

Bézierova krivka s riadiacimi vrcholmiP,, P;, ..., P, je vSeobecne
reprezentovand takto:

n
Plo)= R ().
1=
kde B st Bernsteinove polynomytého stupa

n . s
o7(0)=[ -
[

uld{0,»ai=0,1,..n
Pretoze vyptet krivky pomocou Bernsteinovych polynémov jéwe narany,
je mozné ho zjednoduSivypoitom s vyuzitim polarnej formy Bézierovej
krivky tak, ze do v#ahu (5) dosadime; = u, = Uz = ...= U, = U, pretoZze nam
posta@i ziska hodnoty na diagonale a koeficiergywypotitame potla predpisu
3).

Pre Bézierovu krivku tretieho stiip, teda pre Bézierovu kubiku, dostaneme
tieto koeficienty:

a =P

a=3FP.—F)

=3 Po—2P.+ Py

a3=-Py+3P;—-3P;+P;3

Po ich dosadeni do ¥ahu dostaneme predpis na vygbbodov Bézierovej
kubiky z&visly uz len od parametra ktory volime s takym prirastkom, aby
bola vysledn& krivka dostatoe hladka, napr. 0,05, dGaame hodnotow = O

a kortime hodnotow = 1.

Ukézku rieSenia implementovanu v prostredi tdbuého kalkuldtora MS
Excel uvddzame na obr. 1. Polohy riadiacich vrchdidvky je mozné metti
zmenou ich polohy priamo v grafe alebo zadanim nolwych sdradnic do
policok zafarbenych fialovou farbou. Po vykonani takejtgeny sa vypitaji
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hodnoty parametrova; (uvedené v patkach zafarbenych Zltou farbou)
a vykresli sa nova krivka ¢gna zadanym riadacimi vrcholmi.

Prirastok t: 0,1
X v t P.x Py

PO 18.9 131 0 189 13,1 Bézierova kubika

P1 158 31,9 01 188492 = 18,2625

P2 16,6 35,2 02 | 208055 242

P3 735 10.5 03 | 242424 | 254975 e
04 | 290328 27 42 oo - .
05 3495 | 281125 |

A0 18,9 131 06 = 417672 275 }

Al 93 56,4 07 | 4972576 @ 255075

A2 1017 46,5 08 57,1944 2206

A3 37.8 125 09 | B53508 17,0825

1 735 105

Obr. 1: Ukazka vypoétu koeficientov g a vykreslenia Bézierovej kubiky
vo vytvorenej aplikacii

ZovSeobecnenim pre Bézierovu krivketého stupa, mézeme koeficients
vypogitat’ nasledovne:

s = (n:}{(—l) I LT +[2:3Pn_1}
a, = | o e+ Mp | MR
n n 0 0 1 1 n n
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Body vyslednej krivky potom vypdtame podla va'ahu (2).

Inym prikadom pouzitia polarnej formy Bézierovejvky je vypaiet jej
riadiacich vrcholov, v pripade, Ze je krivka zadamalytickym vyjadrenim,
z ktorého nie je jednoduché vyptat’ tieto vrcholy, napr. polynomickou
funkciou [4].

Majme Bézierovu krivku zadanu takto:

F(u).x = 20 + 15.u + 51%4+ 13.4
F(u).y = 15 + 45.u - 30°%+ 20.d

Potom pre jej blossom plati:

u, +u, +u u;u, +uU,us +u,u

f (U, Uy U)X =20+ 1522 3 4517172 7273 13 93,4,u,
u, +u, +u u.u, +u-u, +u U

f(Ul, Uo, Ug).y:15+45 1 2 S -30 172 23 L 3—20.11U2U3

Suradnice riadiacich vrcholov vypitame vSeobecne takto [2]:

Vo=f(0, .., 00V, =f(0,...,0,1), ..V,a=f (0, 1..., 1)V, =f (1, 1..., 1)
V nasSom pripade, pre n = 3:

Vo=f(0,0,0)V,=f(0,0,1)V,=f(0,1,1) V. =f(1, 1, 1),
dostavame

Vo =(20,15)V, = (25, 30),V, =f (47, 35),V3 =1 (73, 10).

4 Zaver

V ¢lanku sme opisakiasovo menej natmy algoritmus na vypget bodov
Bézierovej krivky v porovnani svyptom pomocou Bernsteinovych
polynémov. Tento algoritmus je zalozeny na vyuditbssomingu, ktory
nachadza uplatnenie nie len pri operaciach s kniwvla pri ich modifikaciach,
ale aj pri vypéte riadiacich vrcholov krivky, p¢épbm uvedeny postup je mozné
zovseobecttiaj pre krivky parametrizované na inom intervale g0, 1).
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Abstract. Various approaches and methods of solution of the packing
and containment problems are discussed in this paper.

Keywords: Packing, containment, genetic algorithm, Minkowski sum,
Minkowski difference.

1 Introduction

The packing problems can be sorted into many different types. The main
problem is to put some pieces into the container (this container can also
be whole space) such that the pieces non-overlap each other. We can
solve packing of the pieces in the plane, three-dimensional space or more-
dimensional space. Different approach to this problem depends on the
shape of pieces or on the shape container.

2 Circle and Sphere Packing

One type of the packing problem is the sphere and circle packing problem.
Main target of this problem is to arrange non-overlapping identical spheres
(in Ej3) or circles (in Es) which fill a space such that the remaining space
is as small as possible.

Density of the arrangement is proportion of the space filled by the
spheres or circles (mass m per unit volume V). Carl Friedrich Gauss
proved that the regular arrangement of circles with the highest density is
hexagonal arrangement. The density of such arrangement is \/% (fig. 1).

Similar problem exists in three dimensional Euclidean space. Johanes
Kepler believed that the arrangement when each sphere is surrounded by
12 other spheres gives the best issue (density of this arrangement is \/LTS)
but he was unable to prove this. In 1998 Thomas Hales gave the proof of
this Kepler’s conjecture.

But circle and sphere packing is not only packing of equal circles or
spheres into the plane or space but also packing of arbitrarily-sized circles
and spheres or packing into container which have special shape (circle,
triangle, cube etc.)

3 Packing of polygons
3.1 Genetic algorithm

Another type of packing problem is packing of polygons into given con-
tainer. If we have a finite number of rectangles r; and rectangular board
than the orthogonal packing pattern requires a disjunctive placement of
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4
*

4+
4+

Figure 1: Circle packing, hexagonal and square arrangement.

rectangles on a board in such a way that the edges are parallel to x
and y axes. This orthogonal problem can be generalized to the problem
of irregular pattern of rectangular shapes or nesting of irregular shapes
(non-rectangular).

Genetic algorithm is search technique used in computing to find exact
or approximate solution to optimization problem. As base of this algo-
rithm is used BL-algorithm. This algorithm places rectangular pieces into
the container such as the BL-condition (bottom-left condition) is satisfied
(fig 2). The orthogonal packing pattern fulfills the BL-condition if no
rectangle can be shifted further to the bottom or to the left. The BL-
algorithm satisfy some useful properties. Upper bound to the possible
packing patterns is 2" - n. If rectangles are sorted according to the width
then hpr < 3hopr, where hpy, is height of the packing pattern after BL-
algorithm and hopr is optimal height of the packing pattern. As fitness
function of genetic algorithm can be used for instance value of height (fig.
2) of pattern or contiguous remainder (fig. 3) (Stefan Jacobs in [4]). By
the help genetic algorithm it is choose optimal packing pattern. This al-
gorithm can be extended to polygons such that each polygon is embedded
into rectangle and then the genetic algorithm is applied.

Another way of representation of the shapes is discrete representation
which is use in [1]. Parts and sheet are enclosed in imaginary rectangles.
Then imaginary rectangles are divided into uniform grid (pixel) and a
specific value is assign to each pixel based on its position with respect
to the geometry of the part . Value ’0’ is assigned if the pixel lies on
the part either partially or completely, otherwise, the value is positive
integer value, which starts from one as it moves to the leftmost pixel of
rectangular enclosure. For sheet it holds that ’0’ is assigned when the
material of sheet exist on the pixel completely (fig. 4).

Than the shapes are placed into sheet in a few steps:
e Step 1: Translate the part to bottom-left corner of the imaginary
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contiguous

y y remainder
; D
o 2,

N n

T3

n=(3.2,4,1) X m, X

Figure 2: 4; is index of the rect- Figure 3: contiguous remainder
angle (r;; ), ™ = (i1, ..., 1p) is per-

mutation, h height of the packing

pattern

rectangular enclosure of the sheet.

e Step 2: Apply the scanning technique and find whether the position
of the part is acceptable or not. If the position is acceptable, consider
the next part and continue from Step 1.

e Step 3: From the scanning technique, get the incremental positional
value for the part in x-direction.

e Step 4: After placing these parts on the sheet, the value of the pixels
are modified.

0of[0]o ofo| 1
1] 9| = NEE 0] 9] p - 2] 4
3| o1 | al 3] ol 3 g\ 31l 211 | 4l 3 ) I~
[ o] sTa—==A1] o Pl [i] o] sTo—A1] o[ 0| {
[ o[ o] o] o] of 0 / 1] o] o] o of of of q off
[1 o| o[ fI] o o] 0 0/1 IRNERZEEHE o/1
(1 of 2A o0 |0] of 2f1 1] of 2fA| 0|0 0] 0 1
\1[ o of of of o[ o[ o 2{} NEEREEANEE
N 0jojofo 0| o] Of\1 \2 1] O] o4 s [2 N\ 1
W\ o o] o] o o[ o] o of\s NEBBEERDRI
AN EEEDREEER o) [s ]2 [ a2 ]
10| o] 7| 6|47 3 2 10| o del 7| 6l eT7]| 5| 2P

Figure 4: Discrete representation

Then the genetic strings are arranged (coding of strings) and genetic
operations (initial population, fitness function, crossover and mutation)
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are used.

3.2 Minkowski operations
Minkowski sum and Minkowski difference of two point sets are defined as

follows: A® B =y A®, AOB=,eg A" (in [6]).

If A a B are two point sets in F,, and z be an arbitrary point then
ANB* #£0 < x e A® (—B), where —B = {—b|b € B} (see fig. 5). This
theorem gives us tool for solution of packing problem. If we place one
shape, we can specify the forbidden place for next shapes. If we want to
place the shape into the container then we can use the following theorem:
If B* C A then z € ASB and Minkowski difference is the set of end-points
of all vectors which translate the set B into the set A (see fig. 6).

Figure 5: Minkowski sum Figure 6: Minkowski difference

Figure 7: Output of the software Mathematica

We can use Minkowski sum and Minkowski difference only if we need
only translation. If we want to allow rotation, and use the Minkowski
operations we have to use Minkowski product. Minkowski product in
the plane is defined as A® B = {a x b|a € A,b € B} (where a x b is
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product of complex number) or alternatively as A®@ B = |J aB. We can
acA
understand Minkowski product of the set B and single set A = {z} as

rotating of the set B around to origin by the angle ¢ and scaling with
coefficient |z|. Now we can decide about placement of the set B into the
set A by help of the next theorem: Let A4 and B be two point sets in Fs
and K = {cost+isint|t € (0,27)} be the unit circle with center in (0, 0).
Then the set B can be placed into the set A, (there exists = such, that
B C A, iff J,cx AS ({2} @ B) #0) (see fig. 8 and 9).

y : y ]

f X /ZB «

K|/ N

Figure 8: Rotation 1 Figure 9: Rotation 2

4 Conclusion

Several approaches of solving of packing problems was shown in this pa-
per. In conclusion I want to mention some peoples who also deal with
similar problems. E. Vrankova and M. Bozek [7] solve problem of dense
placement of polygons, J. Xue and K. K. Lai solve orthogonal packing
problem in E5 [8] or V. Milenkovic and his team [2] solve packing prob-
lem for special types of shapes and multiple containment methods.
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Abstrakt. V piispévku pfipomeneme hlavni myslenky a vysledky
tzv. Erlangenského programu (1872), v némz némecky matematik
Felix Klein prezentoval jednotny pohled na geometrii. Poddme stru¢ny
prehled informaci o reformnim hnuti ve vyuce matematiky na pielomu
19. a 20. stoleti v souvislosti s otdzkami, které byly diskutovany na
svétovych kongresech matematikti. Podrobnéji se budeme vénovat tzv.
Meranskému programu (1905), ktery pfinesl reformu stfedoskolského
matematického vzdélavani. Zminime disledky Meranského programu
v nasich zemich a ukazeme, jak se tyto zmeény projevily v ceskych
ucebnicich matematiky.

Kli¢ova slova: Erlangensky program, Meransky program, geometrické
transformace.

1 Uvod

Geometrické transformace sehraly v 19. stoleti vyznamnou roli. Némecky
matematik Felix Klein (1849-1925) na zakladé grup geometrickych trans-
formaci zformuloval jednotnou definici geometrie a vylozil princip uspo-
Fadani jednotlivych geometrii. Zasadil se také o zaclenéni nejnovéjsich vé-
deckych poznatkid do vyuky stfedoskolské matematiky. Meransky program
z roku 1905 pozadoval zaradit do stfedoskolskych osnov mimo jiné prave
geometrické transformace. V Rakousku-Uhersku byla reakci na Meran-
sky program Marchetova reforma ucebnich osnov z roku 1909. Projevila
se zménami v obsahu i metodickém zpracovani uciva, které si vyzadaly
tvorbu novych ucebnic matematiky.

2 Geometrické transformace
2.1 Erlangensky program
Pod timto nazvem se do déjin matematiky zapsala Kleinova néastupni
prednaska Vergleichende Betrachtungen tber neuere geometrische For-
schungen [Srovndvaci vahy o novéj$ich geometrickych badanich], jejiz
text Felix Klein predlozil v fijnu 1872 pii pfilezitosti svého jmenovéani
fadnym profesorem filozofické fakulty univerzity v Erlangen (Bavorsko).
V této prednésce Felix Klein prezentoval svilj jednotny pfistup ke klasifi-
kaci riznych geometrii zaloZeny na grupach transformaci.

Erlangensky program sestava z deseti kapitol. Zakladni myslenky Klei-
novy klasifikace geometrii jsou obsazeny v prvni kapitole, v niz je uvedena
nasledujici definice geometrie:
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Je ddn geometricky prostor a néjakd grupa transformaci. Uko-
lem geometrie je zkoumat pravé ty vlastnosti prostoru, které se
neméni pri transformacich dané grupy. Jingmi slovy feceno,
kazdd geometrie je teorit invariantt dané grupy transformaci.

Felix Klein pfitom zduraziuje, ze grupu transformaci lze volit libo-
volné. Grupy transformaci tak slouzi nejen ke zkoumaéni a klasifikaci da-
nych geometrii, ale rovnéz umoznuji definovat nové geometrie. Zakladni
geometrické pojmy jsou potom urceny jako invarianty zvolenych grup
transformaci.

Ve druhé kapitole zavadi Felix Klein usporadani geometrii, a to tak,
ze relaci inkluze, kterou lze usporadat jednotlivé grupy transformaci, pte-
nasi na jim odpovidajici geometrie. Pokud néjakou grupu nahradime ji-
nou grupou, kterd danou grupu obsahuje, zlistane zachovana pouze c¢ast
puvodnich geometrickych vlastnosti. Pfechodem k rozsifené grupé nebo
k vlastni podgrupé tak lze prejit od jednoho typu geometrie k jinému.
Erlangensky program tedy pfinesl jednoduchy, ale dulezity princip uspo-
rfadani jednotlivych geometrii.

Pro ilustraci je v nasledujici tabulce vybrano pét zakladnich geometric-
kych vlastnosti a u kazdé ze ¢tyt zvolenych grup transformaci je uvedeno,
zda uvaZované transformace dané vlastnosti zachovavaji, ¢i nikoliv.

Tabulka ¢. 1: Grupy transformaci a jejich invarianty

vlastnost/grupa grupa grupa grupa grupa
shodnosti | podobnosti afinit projektivit
poloha méni se méni se méni se méni se
velikost zachovana meéni se meéni se meéni se
kolmost zachovana | zachovana meéni se meéni se
rovnobéznost zachovana | zachovéna | zachovéna meéni se
kolinearnost zachovana | zachovana | zachovana | zachovana

Jednotlivé grupy lze relaci inkluze uspofadat nésledujicim zptisobem:

grupa
shodnosti

grupa
podobnosti

grupa
afinit

grupa
projektivit

Kazdé grupé pritom piislusi odpovidajici geometrie. Z vyse uvedeného
schématu inkluzi grup transformaci tak ziskame nasledujici usporadani
klasickych geometrii:

projektivni
geometrie

afinni
geometrie

eukleidovska
geometrie

podobnostni
geometrie
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2.2 Reformni hnuti ve vyuce matematiky na pfelomu
19. a 20. stoleti

Na pfelomu 19. a 20. stoleti se zrodila tradice mezinarodnich kongresa
matematikil; jednim z viadc¢ich osobnosti téchto aktivit byl i Felix Klein.
Prvni kongres se konal roku 1897 v Ziirichu, druhy roku 1900 v Parizi;
mimo jiné na ném byla ustavena mezinarodni sekce pro vyucovani ma-
tematice. Vyuka stfedoskolské matematiky byla rovnéz jednim z témat
3. mezinarodniho kongresu matematiki v Heidelbergu v srpnu 1904. Té-
hoz roku se v Breslau (Wroctaw, Vratislav) seslo shromazdéni némeckych
ptirodovédct a lékait, na némz byla ustavena némecka komise pro vy-
ucovani matematice a prirodovédnym predmétim. Jejim pfedsedou byl
zvolen némecky matematik August Gutzmer (1860-1924). Felix Klein této
komisi predlozil vlastni navrh na reformu matematicko-fyzikalniho vzdéla-
vani. Cinnost komise vytstila v reformni navrh na tipravu st¥edoskolského
matematicko-pfirodovédného vzdélani, ktery byl pfijat na dalsim shro-
mézdéni konaném roku 1905 v Meranu (dnes Italie). Tento navrh byva
oznacovan jako tzv. Meransky program.

V roce 1906 se shromazdéni némeckych pfirodovédci a lékait konalo
ve Stuttgartu. Diskutovaly se zde obsahové zmény, které souvisely zejména
se snahou obohatit stfedoskolskou matematiku o zéklady matematické
analyzy. Dalsi shromézdéni se uskutecnilo roku 1907 v Drazdanech. Bylo
na ném pfijato doporuceni posilovat v pfipravé budoucich uciteld mate-
matiky i ve stfedoskolské vyuce matematiky aplikace na tkor nékterych
specialnich problém.

Roku 1908 se v Rimé konal 4. mezinarodni kongres matematiki, na
kterém bylo pfedneseno osm referatti o reformnim déni ve vyucovani ma-
tematice v riznych zemich. Na tomto kongresu byla ustavena Mezindrodni
komise pro vyucovani matematice, kterd se zabyvala vyuCovacimi meto-
dami a ucebnimi plany veskeré vyuky matematiky, od elementarni az po
vysokoskolskou. Jejim pfedsedou byl zvolen Felix Klein. Kromé jiz pfija-
tych pozadavkt na obsahové zmény ve vyuce stfedoskolské matematiky
komise déle doporucila obohatit vyuku geometrie na stfednich skolach
o nékteré prvky projektivni geometrie a vedle matematické analyzy zata-
dit do osnov také zaklady teorie mnozin a teorie grup. V néavaznosti na
Mezinarodni komisi byly postupné v jednotlivych zemich ustaveny narodni
komise, které mély vypracovat podrobnou zpravu o organizaci a metodach
vyuky matematiky v dané zemi. Vysledky téchto zprav byly zvefejnény
na 5. mezindrodnim kongresu matematikt roku 1912 v Cambridge; seslo
se zde asi 280 narodnich zprav. Cinnost Mezindrodni komise pro vyuco-
vani matematice zanikla béhem 1. svétové valky, obnovena byla teprve na
8. mezinarodnim kongresu matematiki v Bologni v roce 1928.
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2.3 Meransky program

Nazvem Meransky program tedy byva oznacovan navrh némecké komise
pro vyucovani matematice a prirodovédnym predmétim na reformu stie-
doskolského vzdélavani v téchto predmétech. Pokud jde o matematiku,
byly mezi obecnymi pozadavky na jeji vyuku na stfednich skolach uve-
deny nésledujici zaméry:
e poskytnout védecky podlozeny prehled matematického uciva,
e rozvijet schopnost matematického mysleni a jeho vyuziti pii feSeni
praktickych tkoli,
e priblizit vyznam matematiky pro exaktni poznani ptirody a moderni
kulturu vubec.

S ohledem na dosazeni téchto cili méla byt stiedoskolskd vyuka ma-
tematiky zaloZena na nésledujicich tfech zédkladnich principech:

1. prizpusobit vyuku pfirozenému dusevnimu vyvoji zakt
(psychologicky princip),

2. rozvijet schopnost matematického nazirani na okolni svét
(utilitdrnt princip),

3. vést zadky k uvédomovani si souvislosti mezi jednotlivymi poznatky
(didakticky princip).

Meransky program pripisoval matematice ve stfedoskolském vzdélani
jedno z klicovych postaveni, jeji hlavni tikoly vidél zejména v rozvijeni
rozumovych schopnosti a logického mysleni. Nové chtél do vyuky zavést
vychovu k funkénimu mysleni a zaklady infinitesimalniho poc¢tu. Pojem
funkce se mél stat tstfednim pojmem veskeré vyuky matematiky. Meran-
sky program na vyuku matematiky na stfednich skolach kladl z hlediska
jejiho obsahu nasledujici pozadavky:

e podporovat rozvoj prostorové predstavivosti,

e prostoupit u¢ivo pojmem funkce, rozvijet funkéni mysleni,

e zavést diferencialni a integralni pocet,

e zafadit do vyuky grupy geometrickych transformaci,

e omezit formalismus a abstraktni ucivo,

e fesit tlohy z praktického zZivota,

e rozvijet mezipredmeétové vztahy.

Aby vysSe uvedené reformni néavrhy nevedly k pretéZovani zaku, byly
soucasné s nimi predlozeny nové vypracované ucebni plany pro jednotlivé

typy stfednich $kol. Skolni ifady vétsiny némeckych zemi ptijaly meranské
navrhy velmi pfiznive.
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2.4 Vliv Meranského programu v ¢eskych zemich

V Rakousku-Uhersku na Meransky program reagovala Marchetova re-
forma wucebnich osnov z roku 1909. Byla pojmenovina podle Gustava
Marcheta (1846-1916), tehdejsiho ministra kultu a vyucovéni. Jejim hlav-
nim vysledkem bylo zafazeni u¢iva elementarnich funkci a nékterych prvkia
infinitesimalniho poc¢tu do vyuky matematiky na stfednich Skolach. Mezi
ucebnimi metodami doporu¢enymi ministerstvem pro vyuku na stfedni
gkole byla zdtraznéna heuristickd metoda.

Kromé obsahovych zmén prineslo pfijeti Meranského programu novy
pohled na matematiku a jeji postaveni ve stfedoskolském vzdélavani. To
se promitlo i do nékterych zmén v metodickém zpracovani uciva. Zména
Skolnich osnov pfijatd v ramci Marchetovy reformy si vyzadala tvorbu
novych ucebnic matematiky. Tento ukol na sebe vzala Jednota ceskych
matematikti a fyzikt, jez vybrala za autory novych ucebnic Ladislava
Cervenku (1874-1947), Miloslava Valoucha (1878-1952), Bohumila Byd-
zovského (1880-1969) a Jana Vojtécha (1879-1953). V letech 1910 az 1912
sepsali uc¢ebnice aritmetiky a geometrie pro vSechny t¥idy stfednich skol ve
verzich pro gymnézia, realnd gymnazia a redlky. Tyto ucebnice se dockaly
nékolika vydani a byly s drobnymi Gpravami pouzivany az do padesatych
let 20. stoleti. Mezi hlavnimi pozadavky kladenymi na nové ucebnice bylo,
aby co nejvice odpovidaly zamyslenym obsahovym a metodickym zménam
uciva, aby byly v souladu s u¢ebnicemi vysokoskolskymi a aby v nich byla
pouzivana jednotnd terminologie a symbolika.

Porovname-li nové ucebnice s uéebnicemi z pfedchazejiciho obdobi, lisi
se predevsim vyraznou snahou o vysvétleni podstaty veskeré predkladané
latky. Veétsi duraz se klade na budovani elementarnich matematickych
teorii pfiméfené véku zakl, na logické usuzovani a kritické hodnoceni zis-
kanych vysledkti. Novy zptisob zpracovani uciva je zaloZen na cyklickém
usporadéani osnov matematiky. Vsude, kde je k tomu vhodné pfilezitost,
ilustruji autofi vyklad geometrickou problematikou, jsou zdiraznovany
souvislosti mezi algebrou, matematickou analyzou a geometrii. Je tfeba
konstatovat, Ze nové ucebnice matematiky byly na svou dobu na pomérné
vysoké trovni. Pozdéji se objevily pfipominky, Ze tyto ucebnice casto pre-
sahovaly chapéani zak a vedly k jejich nemérnému pfetézovani. V dalsich
vydanich byly proto nékteré obtizné partie vynechany nebo zjednoduseny.

V novych stfedoskolskych ucebnicich matematiky se poprvé objevily
také grupy geometrickych transformaci. V ucebnici [1] jim je vénovén
pomérné velky prostor; jsou zde vylozeny zakladni myslenky obsazené
v Kleinové Erlangenském programu. Hned v tivodu je zdturaznén vyznam
pojmi transformace a grupa v geometrii. Grupa transformaci je posléze
definovana nasledujicim zptisobem:
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Grupa transformaci je takovd soustava transformaci, Ze kte-
rékoli dvé z nich postupné provedené (a tedy i libovolny jich
podet) lze nahraditi jedinou transformact téze soustavy.
Transformace, p7i které nenastdvd Zddnd zména, sluje iden-
tickd a patii vidy ke grupé. ([1], str. 68)

V dalsim textu jsou postupné probrany nékteré piiklady grup (po-
hyby v roviné a prostoru, translace, rotace, Sroubové pohyby, soumérnosti,
podobnosti, homotetie) a jejich invarianty. Poté nasleduje vymezeni ele-
mentarni (metrické) geometrie jakozto geometrie, ktera piislusi ke grupé
podobnostnich transformaci. Dale se autofi vénuji projektivni geomet-
rii odpovidajici grupé projektivnich transformaci. Posledni odstavec nese
nazev Vyznam transformact pro dvahy geometricke; je v ném naznacen
vyznam geometrickych transformaci pro usporadani geometrie.

3 Zavér

7 predchoziho textu je patrné, ze rada pozadavkit na vyuku matema-
tiky, které jsou dnes chapéany jako moderni — omezeni formalismu a ab-
straktniho uciva, orientace na tulohy z praktického Zivota, mezipredmé-

tové vztahy atd., byla jiz pfed sto lety obsazena v Meranském programu.
A zdiraznéme, Ze matematika byla tehdy cenéna mnohem vice nez dnes.
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Abstrakt. Prispevok pojedndva o zauzlenych anuloidoch akdspecialnej
podskupine dvojosovych rataych pléch Eulerovho typu, uvedend je analyticka
reprezentacia ploch, odvodené su niektoré Speéifigeometrické vlastnosti,
tvarovacie charakteristiky a ilustracie niektoryckvarovo zaujimavych
reprezentantov.

Klicova slova:Zauzleny anuloid, Eulerova trajektéria, dvojosoeéané plochy
Eulerovho typu

1 Uvod

Tedria uzlov jetad’ algebraickej topoldgie, ktora sa zaobera Studiooblpmu
znameho ako ,problém vnorenia“ jedného topologickphestoru do druhého.
Vnorenim priestoruX do priestoruY rozumieme kazdé injektivne spojité
zobrazenief: X - Y také, Ze reStrinkcid naf : X - f (X) O VY je
homeomorfizmus priestorox af (X).

NajjednoduchSou formou spominaného problému je .naprorenie
jednotkovej kruZnice do trojrozmerného euklidovakéiestorue®. Prakticky
povedané to znamena: ,vezmeme Kkruznicu, rozstrilengimvytvorend Snorku
zauzlime a napokon oba k& konce op@& spojime”. Uzavreta priestorova
krivka, ktora vznikla opisanou ,operaciou”, je téggicky vnorenou kruznicou
do trojrozmerného priestoru.

Pod zauzlenym anuloidom budeme v tejto praci roetinia regularnu
plochu, ktor4 vznikne podobnym zauzlenim é&otho anuloidu (rotaej
plochy, nie telesa) v trojrozmernom priest@® Zauzleny anuloid je plocha,
ktord nem& samoprieniky a singularne body, je wetayra jej obélkou je opa
anuloid. To znamend, Ze zauzlenim anuloidu neveniké, nova topologicka
Struktdra, resp. nejaky iny typ uzla nez poévodn§siedkom je skutnog’, Ze
existuje nekonine véa rdznych foriem zauzlenych anuloidov.

Z geometrického lladiska mb6zeme povazavaauzleny anuloid za obalovu
plochu, ktora vznikne spojitym pohybom sféry v ptage po krivke leziacej na
rotacnom anuloide tak, aby nedochadzalo k samoprienikbakato krivka je
vo vSeobecnosti trajektoriou Specialneho zlozenéhianého pohybu okolo
dvoch mimobezZnych osi - Eulerovho pohybu, nazydslerova trajektéria
aje blizSie opisana v [1]. Prosta Eulerova tr&je&t v zakladnom tvare je
uzavretd priestorova krivka bez viacnasobnych bpdmbrazeni na obr. 1,
vlavo; jej kolmym priemetom do roviny kolmej na ogaiia’o je simerna
rovinna krivka, Pascalova zavitnica.
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Nech je dany bod\ = (a, 0, 0, 1) na sUradnicovej asi ktory sa pohybuje
Eulerovym pohybom zloZzenym z dvoch &éi, okolo stradnicovej ogi='o
a slkastne okolo osio rovnobeZnej so stradnicovou osowo vzdialenostd #
0, 0!l x, urenej rovnicouy = d. Trajektéria pohybu bodu je analyticky
reprezentovana spojitou diferencovaieu bodovou funkciou jednej realnej
premenney, ktora ma na intervale= [0, 1]0 R tvar

r(v) = (acosknv, asinknvcosny + d(1- coslnv), asinkavsinlnv — d sinlnv, 1).

Eulerova trajektéria leZi na anuloide s osou v aidkania o, stredom v
bode S=(0,d,0,1) na suradnicove] osy a polomerom rovnajacim sa
vzdialenostia pohybujiceho sa bodu od osi &téia *o. Suradnice bodov
Eulerovej trajektdrie vyhovuju implicitnej rovnitakéhoto anuloidu

(x2 +(y-df +22+d? —az)2 :4d2((y—d)2 + zz)-

Niekolko foriem Eulerovej trajektdrie senych nasobkank al uhlovych
rychlosti jednotlivych otani je ilustrovanych na obr. 1ravo, v strede
a vpravo, s dvojicami parametrav= 5, K, 1) = (2, 2), (2, 4), (4, 6) .

ol @)
() &C

br. 1: Formy Eulerovej trajektorie a ich podorysy

2 Zauzleny anuloid ako cyklicka dvojosova rot&na
plocha Eulerovho typu 1. formy

Plochy v skupine vSeobecnych dvojosovych ¢oyah pléch Eulerovho typu
(UpIn& klasifikacia je v [2]) m&Zeme vytvérpohybom riadiacej kruZnicg
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leZiacej vrovine obsahujicej prvi, vnGtornd os camda 'o, ktord je
reprezentovana vektorovou funkciou

r(u)=(a+rcos2m 0 b+rsin2m 1,u0(01), abrORr#0-

Parametrické rovnice tejto podskupiny pléch Eulbmvtypu su pre

(uv)o(0,2)°

x(u,v) = (a+r cos27u)coskrv

y(u,v) = (a+r cos27u)sink7vcos 7v - (b + r sin27u)sinl 7v + d(cos 7w - 1)

z(u,v) = (a+ r cos27u)sink7wsinl v + (b + r sin27a1)cosl 7v + d sinl 7v .

Zauzleny anuloid vznikne pri hodnotach tvarovacfwrametrov, ktoré
spiinaju nasledujluce ¥ahy
b=0,a<d, a>r, k al st parngisla

Rozne modifikdcie zauzleného anuloidu mozno modglodalSimi
tvarovacimi charakteristikami - ndsobkami uhlovnetivych ot&ani k a .
Potet navinuti v smere otania okolo druhej osi otania, péet ramien, jd/2,
pocet navinuti okolo prvej osi, get zauzleni, udava hodndé.

Jednoduchy netrividlny zauzleny anuloid (trojlistokrefoil) je na obr. 2
vlavo, tvarovacie charakteristiky st 5,b = 0,d = 10,r = 3, k, I) = (6, 4).
Dal3ie zobrazené formy stGdené rovnakymi tvarovacimi parametraani, d,

r a hodnotamik, 1) = (10, 4), (14, 4), plochy maju 2 spletené rameptéet
zauzleni je 3, 5 a 7. Na obr. 3 su zobrazené |leaéanuloidy s hodnotami
charakteristika= 5,b = 0,d = 12,r = 3, &, 1) = (8, 6), (10, 6), (14, 6), su
vytvorené zauzlenim troch ramien 4, 5 a 7 krat.

':Obr. 3: Zauzlené anuloidy 1. formy, trojramenné
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Zauzlenim Styroch ramien vznikid&lSia modifikacia zauzleného anuloidu,
tvarovacie parametre zobrazenych pléchaséi 5, b = 0,d = 12,r = 2,
(k, ) = (6, 8), (10, 8), (14, 8), teda Styri ramenaauzlené 3, 5 a 7 krat.

Obr. 4: Zauzlené anuloidy 1. formy, Stvorramenné

3 Zauzleny anuloid ako cyklicka dvojosova rot&na
plocha Eulerovho typu 2. formy

Ak je riadiacowsiarou plochy kruznica leZiaca v rovine vonkaj$eijasuréena
vektorovou funkciou

r(u)=(a+rcos2m, b+rsinm, 0, 1,ud(01), abrdR r=z0,

potom parametrické rovnice tejto podskupiny plociteEovho typu 2. formy su
pre (u,v)D(O, 1>2 Vv tvare

x(u,v) = (a+ r cos27u)cosk7w — (b + r sin27u)sink7v

y(u,v) = (a+r cos27u)sinkzvcod 7v +
+ (b + r sin27u)cosk7wv cosl 7v + d(cosl 7v - 1)

2(u,v) = (a+r cos27u)sink7vsinl v +
+ (b +r sin27u)coskzvsinl v + d sinl 7v -

R6zne modifikacie zauzleného anuloidu 2. formy nwozmodelové
tvarovacimi charakteristikamib-= 0, nasobky uhlov jednotlivych @nik al.
Patet navinuti v smere atania okolo druhej osi otania, pdéet ramien, jd/2,
pocet navinuti okolo prvej osi, get zauzleni, udava hodndé.

Zauzlené anuloidy 2. formy s zobrazené na olnoBnoty parametrov pre
jednotlivé formy zobrazené postupni@ava doprava sta= 10,b = 0,d = 17,
r=3, k1) =(4, 6), (4, 10), (4, 14). Na obr 6. st ukazkgdifikacii utenych
parametrama=10,b=0,d=17,r =3, k I) = (6, 8), (6, 10), (6, 14), na obr. 7
su ilustracie zauzlenych anuloidov¢ené nasobkami uhlovych rychlosti
(k, 1) = (8, 6), (8, 10), (8, 14).
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Obr. 5: Zauzlené anuloidy 2. formy - dvojuzlové

Obr

Obr. 7: Zauzlené anuloidy 2. formy — Stvoruzlové

Niektoré komplexné tvary zauzlenych anuloidov sirdvo také zaujimavé, ze
sa daju vyu#i ako malé umelecké formy, pripominajuce mozaikoaivy,
krajky a vySivané emblémy. Ukazky takychto estefitk objektov, ktoré su
volne modifikovanymi formami zauzlenych anuloidov stiabr. 8.

4 Zaver

Vzhradom nato, Ze existuje nekéne veéa rbznych foriem zauzlenych
anuloidov, nie vSetky tieto formy sa daju ziskako Specialne dvojosové
rotatné plochy Eulerovho typu, ale mnohé si modelovaaé&aklade inych
principov. K dispozicii je rozsiahla literatira ba&oajuca sa Stadiom
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zauzlenych anuloidov, v ktorej sa uvedena problématozobera z roznych
hradisk a na réznej teoretickej, praktickej drovni. Publikacia [3] je ivodom
do tedrie uzlov atopoldgie pléch, poukazuje najomé@é slvislosti tychto
dvoch oblasti ana ich suvisloti s teériou grafote@iou grip. Kniha je
zrozumiténe napisana a obsahuje mnozstvo ilustracii, vy2athg znalos
stredoSkolskej matematiky. Kniha [4] je pfadom na tedriu uzlov
z historického hadiska, ukazuje, Ze vytvaranie uzlov mozno povaZ@e
jednu z najstarSich a najrozSirenejSich technik meni, tk&stve,
moreplavectve, kdédovani, Sifrovani, stavebnictvehitektire, a v mnohych
inych aplikaciach a praktickycktinnostiach ovpljujlcich rozvoj rudskej
civilizacie.

Niektoré zaujimavé a podnetné zdroje sa dajurréjja Internete, kde su
k dispozicii aj mnohé interaktivne aplikacie unmigfice modelovanie
zauzlenych anuloidov on-line priamo na webe. Swamia adrese [5] je
kompletne venovanda informécidm o dostupnych zdiopodkazmi na vSetky
aspekty — tedria, umenie, modelovanie, videa, galér

Obr. 8: Zauzlené anuloidy, v&né formy
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Abstract. Special subgroup of two-axial surfaces of revolutiof Euler type,
knotted tori, is presented, their analytic représtion and some of their specific
intrinsic properties and shape characteristicglareved and discussed, and several
representatives of interesting shapes are illestrat the paper.
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Abstract. The paper presents a method for obtaining affinetire from an image
sequence taken by a translating camera with canstemknown intrinsic

parameters. The relationship between two imagesdetermined by the

Fundamental matrix. We propose a geometrical metfard estimating the

fundamental matrix of pure translation and we walso discuss methods for
upgrading the projective reconstruction to an affamd metric reconstruction of the
scene.

Key words: Epipolar geometry, Autocalibration, Reconstructidithe scene

1 Introduction

Inferring three-dimensional information from imagedken from different
viewpoints is a central problem in computer visidntraditional approach to
analysis of perspective images is to measure amtkhtloe camera that took the
image. Camera calibration is the process of detengithe internal camera
geometric and optical characteristics and 3D pmsitind orientation of the
camera. The papers [1, 2, 5, 8] represent soméeohpproaches to camera
calibration.

In many applications camera calibration is not fdss In that case we
cannot extract any metric information, but a projecstructure is still possible.
If we assume that the camera parameters do notgehbhetween successive
views, the projective invariants can even be usethtibrate the cameras from
three ore more views [3, 8]. Furthermore, if we garoduce some knowledge
of the scene into the projective structure, we @atain affine and even metric
reconstruction. For example, by specifying a plateinfinity, an affine
structure can be computed, by specifying the ingdbsolute conic we obtain
a metric reconstruction of the scene.

A typical system for the construction of 3-D moddiem two views
operates in three phases. In the first phase @ seatched points (i.e., pixels in
the two views that are the images of the same pgairthe real world), are
established between the two images. In the secdrabep the identified
matched points are used to derive the relativetimes, orientations and other
parameters of the cameras. This process usuallyresgiterative solution of a
set of non-linear equations. In a third phase dwations of 3-D points are
computed.
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In the following we give a brief review of reconsttion of the scene from
two views. For more detailed treatments regardiregstereo vision the reader
is referred to the [14], or relevant chapters mblooks [5, 7].

2 Two view geometry

Two perspective images of a single rigid objectratated by the so-called
epipolar geometry, which can be described by a3singular matrix. If the
internal (intrinsic) parameters of the images (efpe focal length, the
coordinates of the principal point, etc) are knowe can work with the
normalized image coordinates, and the matrix isnknas the essential matrix
[12]; otherwise, we have to work with the pixel igeacoordinates, and the
matrix is known as the fundamental matrix [4, 3].cbntains all geometric
information that is necessary for establishing egpondences between two
images, from which three-dimensional structurehef perceived scene can be
inferred.

2.1 Projective matrix

We assume the pinhole camera which performs thesppetive
transformation of 3D space on a projection plaie homogenous coordinate
from embedded affine space the central projectoutdchbe given by mapping:

{Lﬁ,ﬁ,ﬁj ﬁ[l,_fﬁ,_fﬁj,
XO XO XO X3 X3

wheref denotes the focus length of the camera (intripsicameter). The
homogenous coordinates of 3D pokitin a world coordinate system and its
image homogenous coordinatés are related by composition of central
projection and affine mapping in to the image cawates or pixels, hence it's
given by equation
X, =PX
WhereP is 3x4 matrix known as the perspective projectivatrix of the
camera. The matrix can be decomposed as
P=K]t; R]
whereK is 3x3 intrinsic parameter matrix (calibration nisgt mapping the
normalized image coordinates to the image coordindt has following well
known form

0 0 1
K=|-mf Dbf X |
0 -mf

wherem,, m, andb represent scale and skew of the image coordiyatera
and vector gives the position of the image origiector t and matrixR
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represent respectively the translation vector astdtion matrix defining the
rigid displacement between the two cameras.

2.2 Fundamental matrix

Consider the case of two cameras. For algebraisideration we use the first
camera coordinate system as the world coordinadeesy Then the camera

matrices are in formB =K [01] ; P, =K,[tR] . In order forX, X, to be
matched image points, the following equation messétisfied.
X;FX, =0 1)
Fundamental matrik is in form.
F =Kt RK;", )
wherety, is the skew-symmetric matrix defined by vedtsuch thatt,, x =t x x

for all 3D vector x. Since d€f,=0, detF=0, the fundamental matrik is of
rank two. The matri¥ has only 7 degree of freedom, because it is ogfined
up to scalar factor.

The fundamental matrix is the algebraic represemtatf epipolar geometry.
For each poinK; in first image, there exists a corresponding elgipline &, in
the second image given by equatier= F' X,. The epipoles are the right (left)

null space of th&.

One of the most significant properties of fundarabmatrix is that the matrix
may be used to determine the camera matrices oftwbeviews. Camera
matricesP;, P, are determined up to the projective transformatitapers [1, 3,

8] has shown that it is possible to use these ptigginvariants to compute the
camera calibration. These approaches use geomefation between two

views which is contained in Fundamental matrix. Timedamental matrix play
a crucial role in application of 3D Computer Visjdghus it is very important to
develop precise techniques to compute it.

2.3 Special configuration - translation

A special configuration arises from a particulalatienship between the
translation direction and the direction of the tiota axis. Such cases are
important firstly because they occur in practical asecondly because the
fundamental matrix has a special form and thustiail properties.

In considering pure translation of the camera, onay consider the
equivalent situation in which the camera is stargrand the object undergoes
a translation t. In this situation points in 3D epamove on straight lines
parallel to t. Vanishing point of all trajectorimssepipole for both views.
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Fig. 1 — Pure translation. The epipoles have the s® coordinates in both images and the
same epipolar lines are overlaid

Assuming the camera with the same intrinsic pararegfFig. 1) the both
epipoles has the same image coordinates. Eachlapiplane intersects both
images in the parallel epipolar line with the sapesition within the picture

(auto-epipolar) and moreover all 3D poiktsat infinity (U 0 ﬂw) projects in

to the vanishing points with the identical imagembnatedJ;=U,. In this case
it is possible to carry out affine reconstructiosani two views. This is easily
verified formally, but it is also part of our commaxperience that as one
moves objects at a great distance do not appenove-only the nearby objects
move. Thanks to identical infinite homography wen cabtain an affine
reconstruction but metric reconstruction of thengcisn't possible without any
further information about scene or displacemerthefcamera.

Suppose the displacemdnR between the two cameras is pure translation
and the pictures was taken with the same camerghwieldsK;=K,=K. The

projection matrices of cameras are in foR= K[01] , B, =K, [t1] .
Than the formula for fundamental matrix (2) redsizeto the form
F=KTt,K*=(Kt), =(E,),
hence the fundamental matrix is skew-symmetric imnand has only 2
degrees of freedom, which correspond to the posafdhe epipole.

The fundamental matris =(E,),, =(E,),, can be estimated linearly, it is

easy to see that the epipole can be uniquely detednfrom two point
correspondences. The only degeneracy configuriidrthe two 3D points are
coplanar with both camera centres. Once we havéutidamental matrix, we
also know the epipolar poif,. For an affine reconstruction we can choose the

camera matriceB =[O 1]; P, =[E, 1].
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2.4 The eight point algorithm

In the following we explain the geometrical intexfation of eight point
algorithm applied on over determined pure transtatimotion. Eight point
algorithm is one of the most cited algorithm. Thivantage of this method is
that it leads to a non iterative computation. Tlhghiepoint algorithm was
introduced by Longuet-Higgings [12].

Equation (1) is linear and homogenous in the 9 anknelements of matrix
F. If we give 8 matched points in general positiee can determine a unique
solution forF, defined up to scalar factor. In practice we awerg much more
than 8 matches and we use a least-squares methuditoizes

('] FOX,) 3)
Let fundamental matrix has the form
0 -e ¢
F=(E),=|¢ 0 -1
- 1 O

If the point in the first image has the coordinats = (1,ix,iy) , than the

corresponding epipolar line has coefficients
‘g =F"'X, :(‘xey -'ve,'y-e ,—ix+ex) . The least-squares method
minimizes (3) which give for pure translation
>((v-8) +(x-e) (% 'e),

Whered(X4, ;) delnotes the Euclidean distance of the p¥iraf the
epipolar lineg, = (elw,ejx,ely) . In the optimal case image points lie on their
epipolar lines, but from noisy data the distanagesusually nonzero.

That means that minimizin(giy—ey)2 +(ix—ex)2 is the same than favoring

the fundamental matrix with the epipoles near theage, so the linear
algorithm shifts the epipoles toward the image eer®n the contrary, where
the points to be matched are close to the epipae the determination of the
epipolar line is more unstable, since any uncetdimthe slope of the epipolar
line.

3 Conclusion

We can summarize, than using of the widespread eigint algorithm for
pure translation motions brings the drawbacks dwee dombination of two
properties:

1. Ifthe epipole is in the image, the fundamentatrix is inaccurate.

2. The minimizing criteria favoring the fundamentatrix with epipoles
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Abstract. In the last-year contribution we showed the influence of some symmetry
and monotony of rectangular polygons on the geometric structure of the set
D(M,N). Now, the aim is to show other properties of D-monotone rectangular
polygons and to find some criterion of D-monotony of a rectangular polygon
interesting from algorithmic point of view.

Key words: Monotone polygon, rectangular polygon, the set D(M,N).

1 Introduction

“Cutting and packing” tasks are very important in engineering practice (the
sheet metal forming, automobile industry) but also in clothing or shoe industry.
There are solved tasks which lead to interactive or automatic placements of
plane geometrical figures without overlapping into some planar domain when
only translations of figures are allowed.

In practice the figures are approximated almost always by (non-convex)
polygons. Every two different placed polygons cannot be overlapping each
other. Very useful theoretical tool for solving this task can be the set D(M,N) of
all dense placements of moving polygon M and fixed polygon N in plane E,
[1]1, [3], [5]- The complexity of construction of this set depends proportionally
to geometrical properties (convexity, rectangularity and monotony) of polygons
M, N. We want to study other properties of monotone rectangular polygons and
we try to find some criterion of rectangular polygon monotony.

2 Monotony of rectangular polygons

Rectangular parts occur relatively often in the engineering practice. If M, N are
harmonic [4] rectangular polygons and at least one from them is non-convex
then the set D(M,N)" is the boundary of an open set O(M,N) [3, Th. 4.1], [5] and it is
rectangular generalized simple closed broken line (it can contain degenerated
parts - points or segment lines) [4, Prop. 1]. If both polygons M, N are convex then
the set D(M,N) is the boundary of a convex polygon I(M,N) [3, Th. 6.7], [5]. The aim

LD(M,N) = {XTE,; M(x), N are densely placed, i.e. IM(x) C IN * £
and intM(x) C intN = A&},
where M(x) = M + (x - 0) is the translated position of polygon M = M(0) to the
(reference) point x and where point o is called origin in plane E,.
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of all studies for construction of D(M,N) is to construct it for arbitrary polygons
M, N. According to [2] there exists such the group of ,,good non-convex“
polygons that the set D(M,N) not contains any degenerated parts and it is the
boundary of the set I(M,N) [2, Theorem]. That is way we will study another
properties of these - monotone polygons, particularly rectangular ones.

2.1 Monotony of polygons

First, in this chapter we remind for arbitrary polygons some results from
articles [5], [6] and add some new ones.

According to definition from [2] polygon M = a;... a, is monotone with
respect to line D (or D-monotone) if after suitable labeling of the vertices there
exists a number k, 1 < k < n such that the orthogonal projections of the oriented
sides ajaj+; into a arbitrary line parallel to the line D are equally oriented line
segments for all i = 1, ..., k-1 and for all i =k, ..., n, where a,.; = a;. The line
D will be called the warp-line of monotony polygon M.

The arbitrary perpendicular to the warp-line D of D-monotone polygon M =
a;... a, will be called D-perpendicular. The lines P; perpendicular to line D and
containing vertices a; i = 1, ..., n will be called vertex D-perpendiculars, the
lines Py and Py containing vertices a; and a, end D-perpendiculars. The lines D;
parallel to the line D and containing vertices a;,i = 1, ..., n will be called vertex
D-parallels. The interior angles a,a;a, or ax_;a.ax+ of polygon M will be called
end angles.

Rema rk 1. Itis obvious that the vertices a;, a; divide the boundary of polygon
M on two D-monotone simple broken lines a;a; ... a (first boundary line) and ayay.; - .-
a,a; (second boundary line), 1< k< n. Let D* be line aja,, then we can analogically
define for D-monotone polygon which is also D*-monotone all mentioned notions with
respect to the line D*. But, D-monotone polygon must not be D**-monotone.

The basis for study of D-monotony of (arbitrary) polygons is following
proposition mentioned in [6] which has above all theoretical importance.

Proposition 1 [2, Proposition 1]. A generalized polygon is a D-monotone
polygon if and only if every line orthogonal to line D intersects the boundary of
the polygon in at most two points.

The fundamental properties of a D-monotone polygons are evident:

a) The line D cannot be perpendicular to any side of D-monotone polygon,

b) D-monotone polygon M lies in the plane strip P,P, determined by end
D-perpendiculars Py and Py

c) only simple polygons (their boundary is one simple closed broken line)
can be D-monotone,

d) the line segment with (different) endpoints which are intersection points
of D-perpendicular with boundary of D-monotone polygon M, whole lies in M.
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According to the following proposition there suffices to find only points of
intersection lines D; with the boundary of D-monotone polygon M.

Proposition 2. A polygon is a D-monotone polygon if and only if every
vertex D-perpendicular P;, different from P, and P, intersects the boundary of
the polygon in two different points (Fig. 1).

Proof of this proposition can by found in paper [6].

a;

Fig. 1: To proposition 2 and theorem 1

Following geometrical result is more interesting from the algorithmic point
of view. Its truth follows from the definition of D-monotony, properties of
orthogonal projection in the plane and elementary geometry experience.

Theorem 1. The polygon M = a;a, ... a, is a D-monotone if and only if
vertices a;_, aj.1 lie in the opposite half-planes with boundary line P; for all i =
2,...,k-1and forall i=k+1, ..., n (Fig. 1).

2.2 Other properties of monotony of rectangular polygons

The mentioned experience and results hold for arbitrary polygons, i.e. also for
rectangular. But these have also several specific properties. That is why we
are going to formulate other results right away for rectangular polygons®. At
first we are going to study some properties of rectangular D-monotone polygon
and then we try to formulate D-monotony of rectangular polygon conditions.

The definition and orthogonality of D-monotone polygon M implicate other
following fundamental properties of D-monotone rectangular polygons:

a) the warp-line D cannot be perpendicular or parallel to any side of a
D-monotone polygon (i.e. also any D-perpendicular),

b) D-monotone polygon M lies in the plane strip P,Py,

2 We are going to interest for non-convex rectangular polygons. If g is the number
of interior angles with size 270° of rectangular non-convex polygon, then the number of
all vertexes is 2q + 4 (the proof is possible by means of mathematical induction).
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c) the interior end angles a,a;a,, resp. ay_1axa+1 are right.

D-monotony of rectangular polygons is possible to find out by theorem 1
and also particularly by following theorem equivalent to [5, Th. 5], which
truth results from rectangularity of M and orthogonality of lines P;and D;.

Theorem 2. The rectangular polygon M = a;a, ... a, is a D-monotone if and
only if vertices a;_1, a;:1 lie in the same half-plane with boundary line D; for all
i=2,..,k-landforalli=k+1,...,n.

R e mar k3. If a D-monotone polygon is not rectangular, then vertices a;_i,
a;j+1 must not lie in the same half-plane with boundary line D;.

Following proposition describes the set of all lines D such that the given
rectangular polygon is D-monotone with respect to them.

Proposition 3. Let rectangular polygon M = a;a, ... a, be D-monotone,
then (Fig. 2)

a) one from half-lines with initial point a; or a,on line D; or Dy parallel to
line D, lies inside end angle a,a;a, or ay_;axax+1. In other words, the vertices a,,
a, Or ay_1, ay1 lie in the opposite half-plane with boundary line D, or Dy,

b) the polygon M is monotone also with respect to every other line
containing vertex a; or a,and such that one from its half-lines with initial point
a, or ay lies inside end angle (right) a,a;a, or ay_jax@y+1.

Corollary 1. If the rectangle polygon M = a;a, ... a, is D-monotone, then it
is also D*-monotone, 1< k< n.

R e mar k 4. If D-monotone polygon is not rectangular, then it must not be
D*-monotone. Note that D*™-monotony of polygon is D-monotony where D = D,

Fig. 2: To proposition 3

Corollary 2. If the rectangle polygon M = a;a, ... a, is D-monotone, then it
is not monotone with respect to any D-perpendicular or any D*-perpendicular.

We are interesting now in question, whether it is possible to determine some
criterion of rectangular polygon D™-monotony, which is different from
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criterions by theorems 1 and 2. It seems that the answer is positive. The main
results are given in the following theorem also interesting from algorithmic
viewpoint and in its corollary.

Theorem 3. The rectangular polygon M = a;a, ... a, is D**-monotone if and
only if after suitable labeling of the vertices there exists an odd number k,
1<k<n such that interior end angles a,a;a,, ax-1aax.1 and interior angles
Qyi_1azdy+ are right for all i =1, 2, ..., (k -1)/2 and for all i = 1, 2, ..., n/2
and remaining interior angles have size 270°. In other words, end interior
angles are right, even interior angles are right and odd interior angles (within
end angles) have size 270°(Fig. 3).

P r o o f. The truth of necessary condition results from fundamental
properties of D*-monotony of rectangular polygon M, theorem 2 and
proposition 3a). The oddness of number kis evident because every part of
boundary M has odd number of vertices between end vertices a;, ay.

Now, we prove truth of sufficient condition. Let be after suitable labeling of
the vertices M there exists odd number k, 1 <k <n such that interior angles
with vertices aj, a are right, even interior angles are right and odd interior
angles (within end angles) have size 270°. With respect to rectangularity of M it
holds that vertices a;_1, a1 lie in the same half-plane with boundary line D;
parallel to D¥forall i=2, .., k-1andforalli=k+1,...,n. According to
theorem 2 and proposition 3b) it holds that polygon M is D*-monotone.

Corollary 3. The polygon M is not monotone with respect to any line if and
only if it has four neighboring interior angles with sizes 90°, 270°, 270°, 90°or
270°, 90°, 90°, 270°.

Theorem 3 and corollary 3 are important from practical viewpoint because
by testing interior angles of given rectangular polygon we obtain result whether
the polygon is monotone with respect to some line and also which line is it.

Fig. 3: Rectangular D**-monotone polygon
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2.3 Notes on number of vertices of the set D(M,N) of
monotone rectangular polygons M, N

According above mentioned in this chapter, if M, N are D-monotone polygons
then the set D(M,N) is the boundary of the monotone polygon I(M,N) and it is
simple closed broken line. Second result means that the set D(M,N) is possible
obtain analogically as in the case of convex polygons M, N. Then it can be
expect that also for number vertices of the set D(M,N) of D-monotone polygons
M, N hold equal proposition as for convex polygons M, N. We will concern in
detail with this problem in next research.

3 Conclusion

A monotony of rectangular polygons is very important property from practical
algorithmic viewpoint. The monotony of polygons M, N is “transferred” into
the set D(M,N) and it simplifies construction of the set D(M,N). This is main
reason, why we studied criterions of a monotony of rectangular polygons.
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